ACTIVITE DE RECHERCHE

RARES RASDEACONU

Les themes de ma recherche se situent a I'intersection de la géométrie algébrique avec la géométrie
différentielle et la topologie symplectique. Le sujet principal est de comprendre comment les struc-
tures complexes sur une variété différentielle donnée sont liées a la structure C* sous-jacente.
Une idée directrice de mon travail est la relation entre ces structures. Comme second theme de
recherche, j’essaie d’apporter ma contribution a un domaine de recherche classique mais avec de
nouvelle méthodes : la géométrie énumerative réelle. Mes contributions sont les suivantes :

(1) Structures exotiques (différentielles ou complexes) et applications :

(a) J’ai utilisé des résultats de topologie algébrique pour construire des exemples de
variétés de Kahler difféomorphes, mais avec des dimensions de Kodaira différentes
(voir Section [1.1]et [Rall).

(b) J'ai étudié 'interprétation dans le contexte algébrique du blow-down rationnel, une
construction qui est spécifique aux variétés symplectiques de dimension quatre. J’ai
obtenu des résultats a ’égard de I'existence d’exemples intéressants de surfaces com-
plexes de type Kéahler (voir Section [2.1] et [RST] TRS] [RS2]).

(2) Géométrie kihlerienne et la théorie des modeéles minimaux :

(a) J’ai abordé des problémes de géométrie kahlerienne en utilisant la théorie des modeles
minimaux et la théorie des variétés rationnellement connexes en dimension complexe
trois. De la sorte, j’ai étudié l'existence et les propriétés des métriques de Kéahler a
courbure scalaire totale positive (voir Section et [Ra2]).

(3) Géométrie énumerative réelle :

(a) Jai étudié le comportement asymptotique des invariants de Gromov-Witten- Wel-
schinger pour un certain nombre de 4-variétés réelles algébriques, en présence d’un
petit nombre de contraintes réelles (voir Section et [RW]).

(b) Jai défini des invariants de Gromov-Witten-Welschinger relatifs en dimension quatre

(voir Section [2.2 et [RSq]).

Dans la section suivante je décrirai les résultats démontrés dans ma these, suivis dans la section
2 d’une description des résultats que j’ai obtenus plus récemment. Je finirai par une section sur mes
projets de recherche.

1. RESULTATS OBTENUS PENDANT LA THESE

1.1. Topologie C* et dimension de Kodaira. Il s’agit d’étudier comment la dimension de
Kodaira d’une structure presque complexe intégrable sur une variété lisse donnée est liée a la
structure C* sous-jacente. J’ai donné des exemples de variétés de Kéahler ayant le comportement
suivant :
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Théoréme 1.1. [Ral] Pour tout d,d’ € {—0,0,1,2,3}, d # d' a l’exception de (—o0,0) et (0,3),
il y a un nombre infini de paires de 3—variétés Kdihleriennes compactes, difféomorphes (M, M'),
ayant le méme nombre de Chern, mais des dimensions de Kodaira différentes : Kod(M) = d et
Kod(M'") =d'.

Pour les surfaces complexes la dimension de Kodaira est un invariant C* [FQJ. Comme
conséquence immédiate du théoreme précédent, on obtient une réponse a la question de l'inva-
riance C* de la dimension de Kodaira en dimension complexe trois.

Corollaire 1.2. [Ral] Pour des variétés kihleriennes de dimension trois, la dimension de Kodaira
n’est pas un invariant de la structure lisse.

Les exemples que j’ai trouvés fournissent également des réponses a des questions concernant le
type de déformation. Rapellons que des variétés équivalentes par déformation sont difféomorphes
par un difféfomorphisme qui préserve l'orientation. La question réciproque est connue sous le nom de
probleme DIF = DEF'. 1l existe des contre-exemples compliqués pour ce probleme en dimension
complexe deux ou plus. Puisqu’une propriété essentielle de la dimension de Kodaira est son inva-
riance par petites déformations, le Théoreme fournit des contre-exemples simples au probleme
DIF = DEF en dimension complexe trois.

Dans le méme esprit, j'ai généralisé les résultats de Ruan [Rul qui a trouvé des exemples de
variétés kéahleriennes de dimension complexe trois de dimension et de Kodaira négative qui sont
difféomorphes, mais non équivalentes par déformation.

Théoreme 1.3. [Ral] Pour tout d € {—00,0,1,2,3}, il existe un nombre infini de paires (M, M)
de variétés Kdhleriennes de dimension 3 compactes, difféomorphes, ayant le méme nombre de Chern
et la méme dimension de Kodaira, Kod(M) = Kod(M') = d, mais qui ne sont pas équivalentes par
déformation.

1.2. Sur la courbure scalaire totale des variétés de Kahler de dimension trois. Une des
conditions les plus faibles que 'on peut imposer & une métrique sur une variété riemanienne est
la positivité de sa courbure scalaire totale. Toutefois, cette condition devient plus forte lorsque
la métrique est kéahlerienne. Plus précisement, pour une variété complexe et compacte, ’existence
d’une métrique kéhlerienne a courbure scalaire totale positive implique la négativité de la dimension
de Kodaira. La question de savoir si cette condition est aussi suffisante est encore ouverte.

J’ai étudié 'existence et les propriétés des métriques de Kahler a courbure scalaire totale positive
sur des variétés de dimension de Kodaira négative d’un point de vue algébrique. Dans ce cadre, les
questions & explorer sont 'existence et les propriétés des fibrés en droites amples H qui satisfont
Kx - H?> < 0, ou Kx représente le fibré canonique de X. Les meilleurs résultats que j’ai obtenus
s’appliquent & une classe de variétés qui a été étudiée de maniere intensive dans les dernieres
années. Il s’agit des variétés rationnellement connexes [KMM], i.e. des variétés projectives lisses,
sur lesquelles deux points quelconques peuvent toujours étre joints par une courbe rationnelle. Il
est important de souligner que, dans ce cas, il y a une équivalence entre chercher des métriques
kahleriennes et chercher des fibrés amples. Un premier résultat que je voudrais mentionner est :

Théoreme 1.4. [Ra2] Pour des variétés rationnellement connezes l'existence de métriques Kdahle-
riennes a courbure scalaire totale positive est une propriété ouverte.

La question de I'existence est plus délicate ; elle peut étre liée a des résultats profonds de Miyaoka
et Mori. On connait la réponse - affirmative - en dimensions 1 et 2, a l'aide des résultats de
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classification bien connus. Comme dans le cas des surfaces complexes, 1'idée est d’approcher ce
probléeme a ’aide de la théorie des modeéles minimauxﬂ Cela demande de travailler avec des variétés
singuliéres.

Dans le cas d’une variété projective donnée avec le diviseur canonique Ky Q—Cartier, nous dirons
que la propriété Px est vraie s’il existe un fibré en droites ample H sur X tel que Ky - H? < 0.

Soit X une variété de dimension trois, localement Q—factorielle de dimension Kodaira Kod(X) =
—00, qui a au plus des singularités terminales. Dans ce cas il existe une variété localement
Q—factorielle X,,;, ayant au plus des singularités terminales, et une application birationnelle
D : X --» Xpnin, ou Xipnin est une fibration del Pezzo, un fibré conique ou une variété Q—Fano. On
voit facilement que Px,,,, est vraie, mais il est difficile de montrer que la propriété P se reléeve a
X.

Comme premier pas vers une meilleure compréhension du probleme, j’ai prouvé la proposition
suivante :

Proposition 1.5. [Ra2] Soit p : X' — X une résolution de singularités d’une variété projective
Q—factorielle de dimension 3 a singularités terminales, qui est un isomorphisme en dehors du lieu
singulier de X. Alors Px: est vraie si et seulement si Px est vraie.

Cela montre qu'’il sera suffisant de montrer que P est une propriété birationnelle. Nous pouvons
utiliser maintenant le théoreme de factorisation faible qui dit que toute application birationnelle
entre deux variétés lisses (projectives) peut étre décomposée en une suite finie d’éclatements et de
blow-downs de variétés (projectives), avec des centres non-singuliers. J'ai démontré :

Théoreme 1.6. [Ra2] Pour toute variété projective lisse de dimension trois, la propriété P a le
comportement birationnel suivant :
1) Soit Y un éclatement de X en un point. Alors Px est vraie si et seulement si Py est vraie.
2) Soit Y éclatement de X le long une courbe lisse. Si Px est vraie alors Py est vraie aussi.
3) Soit Y léclatement de X le long d’une courbe lisse C vérifiant Kx - C < 0. Si Py est vraie
alors Px l’est aussi.

Remarque 1.7. Dans le cas des éclatements le long des courbes, on obtient de plus : Si Kx-C = 0,
et Py est vraie, alors Px est vraie d une exception possible prés : C ~ Py et Noyx = Op, (1) ®
Op, (—1).

J’ai démontré [Ra2] que pour des variétés rationnellement connexes, les seules obstructions poten-
tielles a I'existence de métriques kahleriennes a courbure scalaire totale positive sont essentiellement
celles observées dans la Remarque :

Théoreme 1.8. [Ra2] On suppose que pour toute variété rationnellement connexe lisse X, de
dimension trois, la propriété Px est vraie si Py est vraie pour un éclatement Y de X le long d’une
courbe lisse et rationnelle C' vérifiant Nojx = Op, (—1) @ Op, (—1). Alors pour toute variété lisse
rationnellement connexe de dimension complexe trois la propriété P est vraie.

2. RESULTATS OBTENUS APRES LA THESE

2.1. Le blow-down rationnel algébrique. Pendant longtemps la seule source importante
d’exemples de variétés symplectiques a été la classe des variétés de Kahler.

Plus récemment sont apparues deux techniques importantes qui permettent de construire des
variétés symplectiques qui ne sont pas nécessairement kahleriennes. Il s’agit de la somme normale

1pour les définitions et les résultats principaux du programme des modeles minimaux on renvoie a [KM].
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connexe de Gompf et du blowdown rationnel symplectique de Fintushel et Stern. Le blowdown
rationnel est une chirurgie spécifique au cas des 4-variétés qui consiste a enlever un voisinage d’une
chaine linéaire de sphéres plongées et de recoller une boule rationnelle.

Toute variété symplectique admet des structures presque complexes compatibles. Il est connu qu’a
partir d’une surface de Kahler, la variété ainsi obtenue n’admet pas en général de structure complexe
intégrable. La question que nous étudions est de déterminer le cas ou le blow-down rationnel peut
étre effectué dans le cadre algébrique. Dans un travail commun avec Ioana Suvaina, nous établissons
un critere suffisant pour Iexistence de structures complexes intégrables sur un blow-down rationnel :

Théoreme 2.1. [RS1] Soit G un groupe fini qui admet une action & points fizes isolés sur une
surface lisse compacte et complexe S avec H*(S,0g) = 0. Si les singularités de S/G sont de classe
T, alors le blowdown rationnel S de la résolution minimale de S/G admet des structures complezes
intégrables. De plus, en tant que variété différentielle de dimension 4, S est difféomorphe, par un
difféomorphisme qui préserve l'orientation, d un lissage Q— Gorenstein a un paramétre de S/G.

Pour utilité, rappelons que les singularités de classe T' sont des singularités quotient qui admettent
des lissages Q—Gorenstein a un paramétre. Le diviseur exceptionel de la résolution minimale de
ces singularités est une chaine linéaire de courbes rationnelles sur lesquelles on peut effectuer le
blow-down rationnel.

Comme application, nous trouvons une structure complexe sur un exemple construit par Gompf.
Pour rappeler brievement ’exemple de Gompf, nous commencgons avec une surface complexe el-
liptique simplement connexe et relativement minimale, sans fibres multiples et de caractéristique
d’Euler ¢y = 48. Soit Wy, son blow-down rationnel par rapport a n sections d’auto-intersection
—4, n=1,...,9. Nous avons été en mesure de prouver que Wy g admet une structure complexe,
répondant ainsi & une question posée dans [Gol.

Théoreme 2.2. [RS1] La 4—wvariété symplectique Wy g admet une structure complexe intégrable
compatible.

La méthode que nous employons s’appuie sur l'interprétation [Ma] du blowdown rationnel dans
le contexte algébrique, comme le lissage Q—Gorenstein a un parametre des singularités des surfaces
de classe T.

Depuis que [RSI] a été posté, la technique du lissage Q—Gorenstein & un parametre a été em-
ployée avec succes dans [LPL [PPS] pour construire des exemples de surfaces complexes, simplement
connexes et de type général avec p; = 0, et K 2 = 2 ou 3. Dans |[RS2] nous analysons les propriétés
de ces surfaces et nous trouvons :

Théoréme 2.3. [RS2|] Il existe des surfaces complezes, simplement connexes de type général avec
pg =0, K? =2,3 ou 4, dont le fibré canonique est ample.

Cela nous permet de prouver un résultat intéressant concernant ’existence des métriques d’Ein-
stein sur CP?#kCP2, pour k = 5,6, 7.

Théoreme 2.4. [RS2] Chacune des variétés CP?#kCP?, pour k € {5,6,7,8} admet une structure
différentielle qui a une métrique d’Finstein de courbure scalaire s > 0, une structure différentielle qui
a une métrique d’Einstein de courbure scalaire s < 0 et un nombre infini de structures différentielles
non-difféomorphes qui n’admettent pas de métrique d’Einstein.

En dimension 4k, k > 2, Catanese et LeBrun ont trouvé un exemple qui admet des métriques
d’Einstein de courbures scalaire tant négative que positive [LC|. Nous avons été en mesure de
trouver de nouveaux exemples qui ont les mémes propriétés :
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Proposition 2.5. [RS2] Soit N; = CP2#(l + 4)CP2, ou l € {1,2,3,4}. Alors la variété N obtenue
en prenant le produit cartésien arbitraire de k,k > 2 wvariétés N;,i = 1,2,3 ou 4 admet deuzx
métriques d’Einstein, g1, g2, de courbures scalaires sq, = —1, et s, = +1. De plus, ces métriques
sont Kdhler-FEinstein pour deux structures complexes distinctes Jy, Js.

Nous avons découvert aussi des conséquences intéressantes de ces examples a I’égard de I’équation
d’évolution du flot de Ricci. Je décrirai par la suite les résultats que j’ai récemment obtenus dans
cette direction dans un travail collectif avec M. Ishida et I. Suvaina [IRS].

Je voudrais maintenant concentrer notre attention sur des variétés riemanniennes orientées,
fermées de dimension quatre et sur un flot qui préserve le volume de la variété M [Ha] :

, L S ar8g i ey
—g(t) = —2Ricy) + = [ FEL2—E2 ) g(t),
ot ) 90 ( fMdrug(t) ) )

2
olt Ricy(y), s¢(t) sont les courbures de Ricci et scalaire de la métrique Riemanniene g(t). Je
me suis interessé a des solutions pour lesquelles la courbure sectionelle Rmg;) est bornée :
SUP A7 x[0,00) [ £2Mg(1)| < 00. Ces solutions ont été introduites et étudiées par Hamilton [Ha] et sont
appelées des solutions non-singuliéeres.

En étudiant cette situation, Fang, Zhang et Zhang ont démontré [FZZ] quune obstruction to-
pologique empéche 'existence de telles solutions. En utilisant les estimations sur les composantes
de courbure, produites selon les solutions non-banales des équations de Seiberg-Witten, Ishida a
trouvé [Is] de nouvelles obstructions pour l'existence de solutions non-singulieres selon le type de
difféomorphisme. Dans un travail collectif avec M.Ishida et I. Suvaina, nous avons été en mesure
d’étendre son résultat aux variétés pour lesquelles b =1 :

Théoreme 2.6. [IRS] Soit X une variété compacte, lisse et orientée de dimension quatre avec
by (X) > 1, 2x(X) +37(X) > 0 et d’invariant de Seiberg-Witten non-banal. Soit N une variété
compacte, lisse et orientée de dimension quatre avec bi(N) = bi (N) = 0. Alors pour la variété
M := X#N il n’y a aucune solution non-singuliére du flot de Ricci normalisé dés que

bo(N) > %(QX(X) + 3T(X)).

Nous pouvons utiliser cette obstruction pour étudier les variétés a topologie simple. Nous avons
exposé comment le changement de la structure lisse se traduit par des invariants différentiels dis-
tincts et des comportements différents des solutions du flot de Ricci normalisé :

Théoréme 2.7. [IRS] Pour chaque 5 < ¢ < 8, les variétés topologiques de dimension quatre de la
forme M := CP24(CP? possédent les propriétés suivantes :
1. La structure lisse canonique sur M a I’ invariant de Yamabe positif et il existe une solution
non-singuliére du flot de Ricci normalisé sur M.
2. M admet une structure lisse d’invariant de Yamabe négatif pour laquelle il existe des solu-
tions non-singuliéres du flot de Ricci normalisé.
3. M admet un nombre infini de structures lisses distinctes d’invariant de Yamabe négatif et
sur lesquelles il n’y a aucune solution mon-singuliére du flot de Ricci normalisé pour chaque
métrique initiale.

2.2. Géométrie énumérative réelle. En tant que post-doc a 'TRMA, Université Louis Pasteur a
Strasbourg, sous la direction de V. Kharlamov et J.-Y. Welschinger je me suis interessé au domaine
en pleine expansion de la géométrie énumérative réelle. C’est le theme de ma recherche actuelle.
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Soit (X, w, ¢) une variété symplectique compacte de dimension quatre munie d’une forme sym-
plectique w et d’une involution ¢ qui satisfait ¢*w = —w. Soit d € Ha(X,Z) une classe de cohomo-
logie qui vérifie ¢;(X)d > 0 et ¢.d = —d. Nous supposons que ’ensemble des points fixes de ¢ est
connexe et nous fixons des collections de r points génériques réels et de m paires génériques de points
conjugués de X, ot r + 2m = ¢1(X)d — 1. Dans son article fondateur [Wel], Welschinger définit des
invariants pour les déformations des variétés symplectiques réelles, une sorte d’analogue aux inva-
riants de Gromov-Witten. Ces invariants donnent des bornes inférieures pour le nombre de courbes
J—rationnelles dans une classe de cohomologie donnée et qui passent par une configuration réelle
donnée de points génériques. Nous notons par W2(X) I'invariant de Gromov-Witten-Welschinger
associé.

A la différence de la théorie Gromov-Witten qui est bien établie, I’étude des invariants de Gromov-
Witten-Welschinger est encore dans sa premiére enfance. Beaucoup de questions intéressantes ap-
paraissent par analogie avec les invariants de Gromov-Witten. Jusqu’a maintenant, j’ai abordé les
sujets suivants :

A : Le comportement asymptotique des invariants de Gromov-Witten-Welschinger.
Une direction intéressante & explorer est proposée dans [IKSI] et consiste & la comprendre la
conduite asymptotique des invariants de Gromov-Witten-Welschinger, et sa relation avec la conduite
asymptotique des invariants de Gromov-Witten. Avec les méthodes spécifiques de la théorie sym-
plectique des champs, j’ai étudié le comportement asymptotique des invariants de Gromov-Witten-
Welschinger pour de petites valeurs de r. J’ai obtenu le résultat suivant, qui compléte de ceux de
[IKST] :

Théoréme 2.8. [RW] Soit (X,w, ) une variété symplectique réelle de dimension 4, symplecto-
morphe a ’espace projectif complexe et r,m,d des entiers positifs tels que v + 2m = 3d — 1. Pour

r=0our=1ona:
log [W4(X)| 31 . log GW4(X)

0T dlogd 2 2dus  dlogd
Dans le cas de la quadrique ellipsoide, i.e. X = CP! x CP! et Fiz(¢) = S?, dans un travail en
commun avec J.-Y. Welschinger [RW] nous avons obtenu des résultats similaires :

Théoréme 2.9. [RW] Soit (X,w, ) une variété symplectique réelle de dimension 4, symplecto-
morphe au quadrique ellipsoide, soit h la classe d’une section hyperplane réelle de bidegré (1,1).
Ona: 4

lig 8 (O, 1, log GWa(X)

d—oo  dlogd 2d—co  dlogd

B : Les invariants de Gromov-Witten-Welschinger relatifs. Par analogie avec la théorie
Gromov-Witten, j’essaie de combler une lacune importante en développant une théorie des in-
variants de Gromov- Witten- Welschinger relatifs. Dans un travail collectif avec J. Solomon [RSo],
nous avons été en mesure a définir des invariants de Gromov-Witten-Welschinger relatifs a des
sous-variétés symplectiques réelles de codimension deux quand l’espace ambient est une variété
symplectique de dimension quatre munie d’une structure réelle compatible avec la forme symplec-
tique.

Du point de vue de [Sd], les invariants de Gromov-Witten-Welschinger peuvent étre vus comme
comptant avec signe le nombre de disques J—holomorphe au bord lagrangien, ou la lagrangienne
est la partie invariante d’une structure réelle. C’est le méme point de vue que nous avons adopté
dans [RSq].



ACTIVITE DE RECHERCHE 7

Soit (X,w,d) une variété symplectique réelle de dimension quatre, V' C X une sous-variété
symplectique réelle de codimension 2, d € Hs(X,Z) une classe telle que ¢.d = —d et ¢1(X)d > 0.
Soit RX = Fiz(¢) et RV = Fixz(¢),) C RX, qui sont supposés étre non-vides et connexes. Nous
notons par a = (a1, as,...,as) et A = (Ay, As, ..., A;) les vecteurs de multiplicité aux points qui
marquent les conditions de tangence préscrites au bord ou a l'interieur, respectivement. De méme,
nous notons par b = (by,ag,...,b.),et B=(B1,Ba,...,B,), les vecteurs de multiplicité aux points
qui marquent les conditions de tangence non-préscrites au bord ou a l'interieur, respectivement. Ces
vecteurs enregistrent tous les points de contact de courbes J—holomorphe réelles réalisant la classe
d avec V. Nous avons défini des invariants de Gromov- Witten ouverts OGW,i(X,V,(é,a,A,b,B)
relatifs a V, qui comptent les courbes J—holomorphe réelles avec les signes appropriés, qui traversent
une collection générique de k points réels et [ paires de points imaginaires, et avec des conditions
de tangence avec V décrites par les vecteurs a, A, b, B.

Théoréme 2.10. [RSo] Soit (X,w, @) une variété symplectique réelle de dimension quatre, V. C X
une sous-variété symplectique réelle de codimension 2, et d € Hy(X,7Z) une classe telle que ¢.d =
—d et ¢;(X)d > 0. Supposons que RX est relativement Pin* et firons des structures de Pin™
relatives sur (X,RX) et sur (V,RV). Soit k,l,a, A, b, B comme ci-dessus, satisfaisant

s T t U
p(d) —1=k+20+Y ai+Y bi+2Y Ai+Y 2Bi—r—2u,
=1 =1 =1 1=1

ot p est l'indice de Maslov. Si RX est orientable, on fixe une orientation. Sinon, on suppose que
wi(d) = k+s+1 mod 2 et que toutes les multiplicités a; et b; sont impaires. Alors, les entiers
OGW,é(X, V,¢,a, A, b,B) ne dépendent ni du choiz de la structure presque complexe, ni du choizx
des contraintes génériques.

Nous devrions remarquer qu’un résultat semblable a été découvert auparavant dans le contexte
des invariants de Welschinger tropicaux [IKS2] par Itenberg, Kharlamov et Shustin. Notre résultat
étend ceci aux invariants relatifs [We2].

3. PROJETS DE RECHERCHE

Mes projets de recherche principaux, qui font objet de mes travaux en cours, ont pour objet
I’étude des invariants de Gromov-Witten-Welschinger. Ils sont des analogues naturels des invariants
de Gromov-Witten qui ont été largement étudiés. Toutefois, la théorie des invariants de Gromov-
Witten-Welschinger est encore a ses débuts et il y a beaucoup de questions naturelles venant de la
théorie de Gromov-Witten qui n’ont pas encore trouvé de réponse.

A. Je voudrais continuer a étudier le comportement asymptotique des invariants de Gromov-
Witten-Welschinger :
1. Dans un travail commun avec J.-Y. Welschinger, nous avons commencé 1’étude d’une exten-
sion du Théoréme [2.9) au cas d’'une 4-variété symplectique réelle arbitraire, ot la partie fixe de
la structure réelle est S2.

2. La méthode que nous avons employée dans la preuve du Théoreme suggere que des que
la partie réelle de la variété est la sphere S2 et le nombre de contraintes réelles r est fixé, le
résultat plus fort suivant devrait étre vrai

log [W(X)| Loy 1o GWa(X)
— T = lim —————=.

= 2 =
d—oo  dlogd 2d—oco dlogd
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J’ai I'intention d’explorer cette direction dans un avenir proche.

B. En ce qui concerne les invariants de Gromov-Witten-Welschinger relatifs, je voudrais continuer
a travailler sur les projets suivants :

1. Dans un travail commun avec J. Solomon, nous analysons une extension du Théoreme [2.10
Notre but est de définir des invariants de Gromov-Witten-Welschinger relatifs pour des variétés
symplectiques réelles de dimension six, par rapport a une sous-variété symplectique réelle
quelconque. Puisque les invariants de Gromov-Witten-Welschinger absolus sont définis dans
[So] jusqu’a la dimension six, c’est la derniere dimension ot les invariants de Gromov-Witten-
Welschinger pourrait étre définis.

2. Dans une partie de ce travail commun avec J. Solomon, nous essayons d’établir une formule de
recollement pour les invariants de Gromov-Witten-Welschinger relatifs, dans 'esprit de la for-
mule de recollement pour les invariants de Gromov-Witten. En particulier, on prévoit d’obtenir
une formule de type Caporaso-Harris pour ces invariants. Une telle formule devrait expliquer
et généraliser au contexte symplectique les résultats obtenus via la géométrie tropicale par
Itenberg, Kharlamov et Shustin [IKS2].

3. En géométrie algébrique réelle, une bonne compréhension des nombres de Hurwitz manque
toujours. Avec 'aide des invariants de Gromov-Witten-Welschinger relatifs, nous avons 'in-
tention de définir correctement des nombres Hurwitz en genre zéro et de trouver une formule
récursive les produisant.
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