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Modéle mathématique

| MODELE MATHEMATIQUE
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Modéle mathématique

Mod-le simplifif de Vlasov-Poisson 1D

On consid-re I'tquation de Vlasov :
of +vo,f +EOf =0 (@)
e f(x,v,t) : la fonction de distribution
e E(x,t) : le champ flectrique est donnt par I'fquation de Poisson
OE = -1 +/fdv (2)
On suppose que x €]0,L[ et v €] —V, V|, on peut considfrer
e Les conditions aux limites ptriodiques
E(0,t) = E(L,t), f(0,v,t)="f(L,v,t). (3)
e Les conditions aux bords
E(x,t) >0=1f(x,-V,t)=0; E(x,t)<0="f(x,V,t)=0. (4)

e La condition de moyenne nulle : [ E = 0.
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Modéle mathématique

Mod-le simplifif de Vlasov-Poisson 1D

Le mod-le de Vlasov-Poisson

of +vo,f +EOf =0 5)
OxE = -1+ [ fdv

Avec les condition initiales

E(x,0) = Eo(x), f(x,v,0)="fo(x,V). (6)
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Modéle mathématique

Mod-le de Vlasov-Poisson avec la transformfe de Fourier

en vitesse

On consid-re la trasformt de Fourier en vitesse
+00
snt) = [ Hxv.e(-lm), )
o | =+v-1.

L’tquation de Vlasov devient

0t¢ +10x0y¢ + 1Eng = 0. (8)
L’tquation de Poisson devient

OxE(x,t) = =14 ¢(x,0,t) 9)
On consid-re un domaine assez grand en 7, | — Nmax, max| €t on fcrit

¢(_nmax) = Qb(ﬁmax) = 0.
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Il. RESOUDRE LE SYSTEME DE
VLASOV-POISSON 1D




Résoudre le systéme de Vlasov-Poisson 1D

Rtsoudre le syst-me de Vlasov-Poisson 1D

On a fait dans 2 ttapes suivantes
e Premi-re ftape : Discrftisation en vitesse de I’fquation de Vlasov

e Deuxi-me ftape : Rtsoudre le syst-me hyperbolique avec la mfthode
de volumes finis

On a testt le programme avec les trois cas tests suivants :
e L’tquation de transport
o Amortissement Landau
e Instabilitt double faiseau

(Voir : Helluy P., Pham N., Crestetto A. Space-only hyperbolic
approximation of the Vlasov equation. 2012
http ://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00797974)
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IIl. ETUDE DE L'EQUATION DE
VLASOV-POISSON AVEC LA
TRANSFORMEE DE FOURIER

EN VITESSE




Etude de I'équation de Vlasov-Poisson avec la transformée de Fo

Discrttisation en variable de I'fquation de Vlasov-Fourier

On consid-re I'tquation de Vlasov-Fourier
0t¢ +10x0,¢ + 1IEn¢g = 0. (10)
La fonction ¢(x,n,t) est approchte par

d(X,V, 1) ij (x,t)p;(n (11)

L’fquation de Vlasov-Fourier devient

MW + IAdW —+ IEBw = 0. (12)
Les matrices M, A, B sont dffinies par
Mij:/(PiSOja Bij:/VSDiSOja (13)
v v

1 1
Aj = /(@i@}) = 5Pi(max)¢j (1hmax) + 5 @i(=1imax)pj(=Nmax).  (14)
n
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Etude de I'équation de Vlasov-Poisson avec la transformée de Fo

Discrttisation en variable de I'fquation de Vlasov-Fourier

Proprittts du nouveau syst-me

e Le syst-me est fcrit dans I’espace de x et pas dans I’espace de (x,7)
== On peut simplifier les calculs
Appelons le nouveau syst-me : tquation de Vlasov-Fourier rfduite.

e On a dtfmontrtf que ce syst-me est hyperbolique
== On peut utiliser les mtthodes numtriques pour les syst-mes
hyperboliques pour rtsoudre ce syst-me

On observe que :

e Les matrices M, A et B sont des matrices creuses si {¢;}; est une
base d’tltments finis.

o Les matrices M, A et B ont la m{me structure.
== On doit seulement calculer la structure pour une matrice.
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Etude de I'équation de Vlasov-Poisson avec la transformée de Fo

Rtsoudre de I'tquation de Vlasov-Fourier rtduite

On consid-re I'fquation de Vlasov rtduite

MOow + IAOxw + IEBW = 0
Mo,w = I(—Adxw — EBw) (15)
M Orw = I(-Adw +8),

0 S(w)= —EBw le terme source.
Le schtma semi-discret en espace s’fcrit

F(wi,Wi+1) — F(wj_1,w;)

MatWi =S I(— AX

+ S(Wi))v (16)

w;(t) ~w(x,t), xeC;
est I’'approximation constante par morceaux de w dans la cellule C;.
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Etude de I'équation de Vlasov-Poisson avec la transformée de Fo

Rtsoudre de I'tquation de Vlasov-Fourier rtduite

On consid-re le schtma ordre 2 en temps

n+1/2

i — W/ F(w/,wl) —F(w,w/) n
MT/Z =1(- X +S(w™), (A7)
" Win+1 . Win » (7 E (Win+1/27 Win+-|-11/2) = (Wn+1/2 W,'n+1/2) s (Wn+1/2))
At B AX i ’
(18)
0 F(wg,wg) est le flux centrt
F (wi, wg) = ATET SR (19)
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Etude de I'équation de Vlasov-Poisson avec la transformée de Fo

La fonction de distribution

La transformte de Fourier inverse de la fonction ¢ s’tcrit

“+oo max
f(x,v,t) = 2i o(x,n,t)e'dn = 21/ ¢(x,m,t)e’dn. (20)
T J oo )

Tmax

La mtthode des rectangles consiste approcher I'inttgrale dffinie

Tmax pP-2
[ dtmerman = 5,3 st (21)
—"Mmax j=0
On peut

o Calculer directement par la somme; ou bien

o Utiliser I'algorithme de la transformte de Fourier rapide
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V. CAS TEST
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Amortissement Landau

Les conditions initiales sont

e La fonction de distribution
1 2
fo(x,v) = (L + ecos(kx))——e™ 7
o(X,v) = (+ ec0s(kx)) =
donc on a
“+00 712
do(x,n) = / fo(x,v)e " dv = (1 + ecos(kx))e ™ = .
e Le champ flectrique
Eo(x) = Esin(kx)

e Le domaine de x est L = 27

k
e 1 €] — 20,20]
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Amortissement Landau : Comparer avec la mfthode PIC

On choisit les param-tres k = 0.2 et ¢ = 5 x 10~2. On va comparer la
mfthode de Vlasov-Fourier rtduite avec la mfthode PIC

e La fonction de distribution f.

e L’fnergie tlectrique qui est dtfinie par

=(t) = /OLE(x,t)2dx.
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Amortissement Landau : Comparer avec la mfthode PIC
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Amortissement Landau - Fonction de distribution : mod-le Vlasov-Fourier
rtduite (  gauche) compart la mfthode PIC ( droite) au temps t = 0.
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Amortissement Landau : Comparer avec la mfthode PIC
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Amortissement Landau - Fonction de distribution : mod-le Vlasov-Fourier
rtduite ( gauche) compart la mfthode PIC ( droite) au temps t = 20.
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Amortissement Landau : Comparer avec la mfthode PIC

Amortissement Landau - Fonction de distribution : mod-le Vlasov-Fourier
rtduite ( gauche) compart la mfthode PIC ( droite) au temps t = 30.
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Amortissement Landau : Comparer avec la mfthode PIC

Amortissement Landau - Fonction de distribution : mod-le Vlasov-Fourier
rtduite (  gauche) compart la mfthode PIC ( droit) au temps t = 100.
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Amortissement Landau : Comparer avec la mfthode PIC

Amortissement Landau - nergie tlectrique au cours du temps : mod-le
Vlasov-Fourier rfduit (en rouge) compart la mfthode PIC (en vert) apr-s
un temps t = 20.
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Amortissement Landau :

Amortissement Landau - nergie tlectrique au cours du temps : mod-le
Vlasov-Fourier rfduit (en rouge) compart la solution analytique (en vert)
apr-s un temps t = 100.
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Instabilitt double faiseau

Dans ce cas test, la fonction de distribution initiale est

fo(x, V) = (1 + ecos (kx))— (e—(”z”°’2 +e‘(v+2V°)2)
) — 6 )
° 2y/2m

donc .
¢o(x,n) = (1 4 ecos(kx))e 2" cos(nvp)

On choisit les param-tres k = 0.2, =5 x 1073 et vy = 3 et le domaine

d'ttude est L = 27.
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Instabilitt double faiseau : Comparer avec la mtthode PIC

- T e . G (S S JSE

Fonction de distribution : mod-le Vlasov-Fourier rtduite ( gauche)
compart la mfthode PIC ( droite) au temps t = 0.
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Instabilitt double faiseau : Comparer avec la mtthode PIC
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Fonction de distribution : mod-le Vlasov-Poisson rtduite ( gauche)
compart la mfthode PIC ( droite) au temps t = 20.
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Instabilitt double faiseau : Comparer avec la mtthode PIC

Fonction de distribution : mod-le Vlasov-Fourier rtduite ( gauche)
compart la mtthode PIC ( droite) au temps t = 25.
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Instabilitt double faiseau : Comparer avec la mtthode PIC

0.2

0.18
0.16
0,14
0.12
0.1

0.08
0,06
0.04

0,02

Fonction de distribution : mod-le Vlasov-Fourier rtduite ( gauche)
compart la mfthode PIC ( droite) au temps t = 50.
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Instabilitt double faiseau : Le flux slightly upwinded

Dans le but d’enlever les oscillations dans le cas test, on va introduire un
flux slightly upwinded :

w w
F(wy,wg) = ANLTWR (€

5 2(WR — WL), (22)

Fonction de distribution au temps t = 50. gauche : avec le flux centrt.
droite : avec le flux slightly upwinded (¢ = 0.05).
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Perspectives

Passer le calcul en dimension 2

e Utiliser un schtma Galerkin Discontinu d’ordre flevt.

tude d’un mod-le non-lintaire

tude de I'tquation Vlasov-Poisson avec la transformte de Fourier en
vitesse et condition PML.
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