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´ Ì Á£§�¯b¡ � Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª�±IÁÈª.¥2´Ç¤�±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤�¤í¯/·�¤�´µ´Ç¤�±�¤�¥ ¡®ª�Â.  ¡®´µ¡®ª�Ï®¤�Æ=¤�ª,¯=±.«PO(°�  ¤�ª,¯b«µÁ£Ü.´Ç¤ Á£§
Ü(¡®  ±uïIÄ?ªPÂ. ¦°�¥¦¤�ª�·�¤¿±.¤²±.¤�Ï®  °£¨I´µÁ�±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤Ý±.§PÂ. ¦¡£´µ¡®ª.Ï£¤�Æ=¤�ª,¯ ¤�¥å¯7 ¦«µ·ÕÔ�¤¿·�Á£  ±uÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤
Â(¡®¥ «Ç¯¦«Ç¬®¤�¯ÕÁ£ª.±�«µ¥!��§.¤ ´1Á ±�-Lª.Á£Æ2«.��§.¤?«µª,¯b¤� ¦ª.¤È¨�Ï®¡®§L¬®¤�  ª.°�¤ ÂIÁÈ K´ Ì Á£´Ç¯¦¤� ¦ª.ÁÈ¯b«­¬®¤
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é7¡£¯b¡£ª.¥ ��§uÌÎ§.ª�¥¦«ÇÆ2Â�´µ¤²Â. ¦¡£´µ¡®ª.Ï£¤�Æ=¤�ª,¯MÁÈ§ Ü(¡£ ¦± ±.¤�¥XÂ.  ¡®Â.  «µ°�¯¦°�¥:±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�¥X«µª,¯b¤� ¦ª.¤�¥
ª.¤�Â8¤�§�¯ �í¯b  ¤�¤�¥ Â(°� ¦°�¤�¯ ��§�Ì Á£§�·�§.ª.¤�·�¡®ª,¯b ¦Á£±.«µ·í¯b«Ç¡®ª ª.¤�Â8¤�§L¯ÝÂ. ¦¡£ÜIÁ£Ü.´Ç¤�Æ=¤�ª,¯ �í¯b ¦¤×¡®Ü�¯b¤�ª�§.¤
Á£«µª.¥ « ïÈé:¡®§�¥?Æ2¡®ª,¯¦ ¦¡®ª.¥?¤�ªæ¤RO(¤�¯�¨£¤�ªæÂ(¤�  ¯¦§. ¦ÜIÁÈª�¯ §�ª=¤ ÅL¤�Æ=Â.´µ¤ ·�´1Á£¥ ¥¦«&��§.¤ ±�¤ 3D¡L·�·�¡TSÈ¨���§.¤ ´µ¤�¥
¬£ÁÈ ¦«µ°í¯b°�¥V¥ ¯bÁ£Ü.´Ç¤�¥VU3±IÁ£ª.¥V´µ¤7·�Á£¥   °�·�§. ¦  ¤�ª,¯XW Â8¤�§L¬®¤�ª,¯À¥ §.Ü.¥¦«Ç¥ ¯¦¤�  ¥ §.  ´µ¤7Ü8¡® ¦±�¡£§�Á£§�·�¡®ª,¯b bÁÈ«µ ¦¤
¯b¡®§�¯¦¤�¥À±.«Ç¥¦ÂIÁ£ ¦ÁZYµ¯¦ ¦¤Èï

é7¡£¯b  ¤�Æ2°í¯bÔ.¡�±.¤�·�¡®ª.¥ «µ¥ ¯¦¤ �  ¦¤�´Ç«µ¤� �´1Á ±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤�«µª,¯b¤� ¦ª.¤ ÁÈ§LÅ�Â.  ¡®Â. ¦«Ç°�¯¦°�¥�±uÌÎ¤íÅLÂIÁ£ª �
¥¦«Ç¬�«­¯b°�±.¤=´1Á�¯b ¦Á£·�¤æ±.¤=´ Ì Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª ¥ §. ²´µ¤�¥²  °�Ï®«Ç¡®ª.¥²¥ ¯¦ ¦«µ·í¯b¤�Æ2¤�ª�¯¿Â.¥ ¤�§.±�¡L·�¡®ª,¬®¤íÅL¤�¥�ï?�?´µ§�¥
Ï®°�ª.°� bÁ£´Ç¤�Æ=¤�ª,¯�¨�ª.¡£§.¥V°í¯ÕÁ£Ü.´Ç«µ¥ ¥¦¡®ª.¥D±.¤�¥ ¤�¥å¯b«µÆ2ÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥?±�Ì ¤ Å�Â.Á£ª.¥¦«­¬�«Ç¯b°:Â(¡£§. V·�¤�  ¯bÁ£«µª�¤�¥ ¢'Á£Æ2«Ç´µ´Ç¤�¥
±.¤ ¯b ¦Á£ª.¥ ¢3¡£ ¦Æ2ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥/Ó ¾ºï ÓV¤�´µ´Ç¤�¥�� ·�«Mª�¡®§.¥�Â8¤� ¦Æ=¤�¯ ¯b¤�ª�¯�±.¤6Æ2¡®ª,¯¦ ¦¤�  ��§�¤�´1ÁB±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤
«µª,¯b¤� ¦ª.¤2ªuÌ ¤�¥ ¯)�¦ÁÈÆ/Á£«Ç¥² ¦°�·�§. ¦  ¤�ª,¯b¤/±IÁ£ª.¥�§�ª�±.¡®Æ2Á£«µª�¤ � Ü(¡®  ±�´µ«Ç¥¦¥ ¤£¨$Â.§.«Ç¥ ��§.¤�´@Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´µ¤
ª.¡®ª � ¤� ¦ ¦Á£ª,¯æ°�¬�«Ç¯¦¤�´µ¤�¥� ¦°�Ï®«µ¡®ª�¥�¥ ¯b  «µ·í¯b¤�Æ=¤�ª,¯�Â�¥¦¤�§�±.¡L·�¡®ª,¬®¤ Å�¤�¥�ïVÄ ª�ÂIÁÈ  ¯b«Ç·�§.´Ç«µ¤� �¨�´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«µ¤
¤�¥ ¯ ¯¦¡®§ � ¡®§� ¦¥ Â8¡®  ¯¦°�¤ÝÂIÁ£  ´Ç¤Ý´µ«Ç¤�§�±.¤Ý¢'Á£«ÇÜ.´µ¤:Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL«Ç¯¦°£ï(ÓV¤�¯ ¯b¤²Â. ¦¡£Â. ¦«Ç°�¯b°Ý±�¤Ý ¦«µÏ£«µ±.«­¯b°
¥¦¤�Æ×Ü.´µ¤:Â(¡®§L¬®¡®«Ç D¢3¡®  ·�¤�  ´ ÌÎ«µª � ¤�·�¯¦«Ç¬�«Ç¯¦°£ï�é:¡£§.¥V´Ç¤:¬®°� ¦«�"I¡®ª.¥ Â8¡®§. D´1Á¿·�´µÁ£¥¦¥ ¤M±.¤�¥V±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ ±�«µ¥��
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ÓV¡®§.Â8¤�¯ � �
Á£ª �åçL§
��Ô.¡�¬8ï

ÓV¤�¥�  °�¥ §.´Ç¯bÁÈ¯b¥�Æ=¡®ª,¯b  ¤�ª,¯,��§�¤ ´µÁ�±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�±uÌÎ§.ª.¤ Á£§�¯¦¡ � Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª Ô.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤
Â. ¦¡®Â� ¦¤�¤�¯�ª.¡®ª � «µª � ¤�·�¯b«­¬®¤�±�Ì §.ªH±.¡®Æ2Á£«Çª.¤/  °�Ï®§.´Ç«µ¤� ×¤�¥å¯æª.¡®ª �  ¦°�·�§.   ¦¤�ª,¯¦¤£ïDÓV¤�´µÁ ¥¦«ÇÏ®ª.«.".¤�¤�¥ �
¥¦¤�ª,¯¦«µ¤�´Ç´µ¤�Æ2¤�ª�¯ ��§.¤=´µ¤æ±.¡£Æ/Á£«Çª.¤�¤�¥å¯×§�ªBÜIÁ£¥ ¥¦«Çª ±.¤æ¯ -�Â(¤=ÂIÁ£ ¦Á£Ü8¡®´µ«.��§�¤£ïKÛK¡®  ¥���§.¤=´µ¤
[ Â8¡®«µª,¯
� ´@Ì «Çª�"Iª.«]\X¤�¥ ¯:§.ªPÂ(¡®«Çª,¯À±.¤º¥å¯b  «µ·�¯¦¤²Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL«Ç¯b°È¨�´@Ì °í¯b§.±.¤²Â.  °�·�°�±.¤�ª�¯¦¤×  °�¬���´µ¤¿´µ¤²·�¡£Æ �
Â(¡® å¯b¤�Æ2¤�ª�¯¿·�¡®ª,¯b bÁÈ·�¯ÕÁÈª�¯º±.¤=´1Á�±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤æ¥ §. º´Ç¤�´µ«Ç¤�§6±.¤=¥ ¯b  «µ·í¯b¤æÂ.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL«Ç¯¦°£ï<©7ª
¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤�±_^ �H` ¤�Ü.¥ ¯¦¤� �GaM£êZI@¨ � §. ¦ª.¥ �åçLÔ�ª.«µ±.¤� �G ìÈîZI@¨ �V¤�´µ¡®¥ ÔIÁ£Â
� ÁbG è êZI:¤�¯�Û$¡£Ü(¡�±IÁbG Þ£ß�I
Á£¥¦¥ §. ¦¤�ÁÈ´µ¡®  ¥ ��§.¤�´µÁ/ÂIÁ£ å¯b«µ¤¿¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤�Æ2¤�ª,¯ÝÂ.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL¤2¤�¥ ¯Ý¥ Â.Ô.°� ¦«&��§.¤cU� %d%�Bd�´µ¡�·�ÁÈ´µ¤�Æ=¤�ª,¯
Ó ¾ � ±.«PO(°�¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤ � §.ª/¡®§L¬®¤� å¯V±�¤:´µÁ²¥ Â.Ô
�� ¦¤X¤�§.·�´Ç«µ±.«Ç¤�ª.ª�¤?Wíï,ç�ÁºÂ.  ¤�§�¬£¤X§�¯¦«µ´Ç«µ¥¦¤VÂ.´µ¤�«µª.¤�Æ2¤�ª�¯
´1Á�¯bÔ.°�¡® ¦«Ç¤2±.¤�ÓVÔ.¤�  ª �åÖP¡®¥¦¤� �ï<é7¡®§.¥ºª.¡®§.¥º¥¦¡®Æ=Æ2¤�¥×Á ¯¦¯ÕÁÈ·ÕÔ.°�¥ � ¤�ª ¢3¡®§. ¦ª�«µ ¿§.ª.¤/±�°�Æ=¡®ª.¥��
¯b bÁ ¯b«µ¡£ª�°�´Ç°�Æ=¤�ª,¯ÕÁ£«Ç ¦¤Èï.ÓV¤�´µ´µ¤ � ·�«� ¦¤�Â(¡£¥¦¤Ý¥¦§�  ´µ¤�¥ ¯b¤�·ÕÔ�ª.«&��§.¤�¥7±�¤Ý±.«µ´µÁÈ¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥ ±.¤X·�¡�¡® ¦±.¡£ª.ª.°�¤�¥
±.¤²�?«µª.·ÕÔ�§
��ÁÈ«µª.¥ « ��§.¤²¥¦§.  ´Ç¤�¥ Â� ¦¡®Â.  «µ°í¯b°�¥ ±�Ì ¤ Å�Â.Á£ª.¥¦«­¬�«Ç¯b°Ý±�¤�¥ ¢'Á£Æ=«µ´µ´Ç¤�¥ ±uÌ Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ Ó ¾
Æ2¤�ª�¯¦«µ¡®ª�ª.°�¤�¥7·�« � ±.¤�¥ ¥¦§.¥�ï

è



�
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� �����������������
������� �!��"$#
¶MÁ£ª.¥�´µ¤VÂ�´1Á£ª¿·�¡®Æ=Â.´Ç¤íÅL¤£¨ ´µ¤�¥�¯b ¦Á�¬£ÁÈ§LÅº±.¤ ¾À«µ¤�Æ/Á£ª�ªº¤í¯ Ó Á£ ¦ÁÈ¯bÔ.°�¡L±�¡® �-¿¥¦§� 
´ ÌÎ§.ª.«­¢3¡® ¦Æ=«µ¥¦Á �

¯b«Ç¡®ªÝ±.¤�¥�±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥$Á£Ü8¡®§�¯¦«µ  ¤�ª,¯ � ±.¤�¥� ¦°�¥¦§.´­¯ÕÁÈ¯¦¥$¯¦ ���¥�·�¡®Æ=Â.´µ¤í¯b¥�ï�³�¡®§L¯�±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤?¥ «µÆ=Â.´µ¤�Æ2¤�ª�¯
·�¡®ª�ª.¤íÅL¤

Ω ( C
¤�¥å¯ ·�¡®ª�¢3¡®  Æ2°�Æ2¤�ª�¯D°+��§�«Ç¬ÈÁ£´µ¤�ª,¯VÁÈ§2±.«Ç¥���§.¤:§.ª.«Ç¯¦°£ï�ÛK¡®  ¥���§uÌÎ§.ª�Æ=¡® ¦·�¤�Á£§=±.¤

bΩ
¤�¥å¯? ¦°�Ï®§.´µ«Ç¤�  U Cα Wí¨ ´1Á:  ¤�Â.  °�¥ ¤�ª,¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª×·�¡®ª�¢3¡£ ¦Æ=¤V¥�Ì -ºÂ. ¦¡®´Ç¡®ª.Ï®¤DÁ�¬®¤�· ´1Á7Æ ��Æ2¤D ¦°�Ï®§.´1ÁÈ ¦«Ç¯¦°£ï

çL«
bΩ

¤�¥ ¯<¤�ª�¡®§L¯b ¦¤VÁ£ªIÁ£´�-�¯b«&��§.¤D ¦°�¤�´LÁ£´µ¡£ ¦¥�¤�´µ´Ç¤ ¥ ¤VÂ.  ¡®´µ¡£ª.Ï®¤ � §.ª�¬£¡®«µ¥ «µªIÁ£Ï£¤D±�¤
Ω

ï£Û?Ì Á£ªIÁ£´�-�¥¦¤
±.¤�¥À±.¡£Æ/Á£«Çª.¤�¥V¥¦«µÆ=Â.´Ç¤�Æ=¤�ª,¯ ·�¡£ª.ª.¤íÅL¤�¥:±.¤

C
¥ ¤¿  °�¥ §.Æ2¤¿Á£«Çª.¥¦« � ·�¤�´Ç´µ¤M±.§P±.«Ç¥���§.¤£ï;¶:¤¿Â�´µ§.¥�¨

´µ¤�¥VÁ£§L¯b¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.«µ¥ Æ2¤�¥D¤í¯ Â.´Ç§.¥VÏ£°�ª.°� bÁ£´Ç¤�Æ=¤�ª,¯V´Ç¤�¥ Á£§�¯¦¡ � Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥?Ô�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤�¥ Â.  ¡®Â.  ¤�¥
±.§�±.«Ç¥���§.¤Ý¥¦¡£ª�¯ÀÂ.Á£  ¢'Á£«­¯b¤�Æ2¤�ª�¯V«µ±.¤�ª,¯b«.".°�¥�ïIÓV¤�¥ ±.¤� ¦ª.«.�� ¦¤�¥ ·�¡®   ¦¤�¥¦Â8¡®ª.±.¤�ª�¯:Á£§�Å�Â.  ¡L±.§�«Ç¯b¥V±.¤
�V´1ÁÈ¥¦·ÕÔ
�È¤ ".ª.«µ¥A	

B(z) := eiα
n∏

i=1

z − ai

1 − āiz
, |ai| < 1, n ∈ N.

Ä?ªEÂ�´µ§.¥ «µ¤�§� ¦¥�¬ÈÁ£ ¦«µÁ£Ü.´Ç¤�¥�¨D´µ¤�¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤�±.¤6  ¤�Â.  °�¥¦¤�ª,¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª ·�¡£ª�¢3¡® ¦Æ=¤ ¤�¥ ¯ ¯b ¦Á£Ï®«&��§.¤�Æ2¤�ª,¯
¢'Á£§LÅ(ïD��¡®«Çª.·�ÁÈ ¦°�Â� ¦¡®§�¬ÈÁ ��§�Ì «Ç´7ª�Ì ¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤ ÂIÁ£¥2±.¤�Ü.«ÇÔ.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤�¤�ª,¯¦ ¦¤�´µÁ�Ü8¡®§.´Ç¤�¤í¯�´Ç¤
Â(¡£´.-�±.«µ¥���§.¤/¤�ª ·�¡®Æ=ÂIÁ£ ¦Á£ª,¯�´µ¤�§. ×Ï®  ¡®§.Â8¤/±uÌ Á£§�¯¦¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�«µ¥¦Æ=¤£ï�©:ª�¤�Á£§�¯¦ ¦¤�Á£Â�Â. ¦¡�·ÕÔ.¤£¨�¯b ���¥
ªIÁÈ¯¦§. ¦¤�´µ´µ¤�¤�¯PÆ2¡£«µª.¥/¢'ÁÈ·�¯b§�¤�´µ´Ç¤£¨ ·�¡®ª.¥ «µ¥å¯b¤ � ¤íÅLÂ.´µ¡£«Ç¯b¤� �´1Á�Â.  °�¥ ¤�ª.·�¤ U'  ¤�¥ Âuï ´ Ì Á£Ü.¥ ¤�ª.·�¤?W�±.¤
±.«µ¥���§.¤�¥DÔ.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤�¥?±IÁ£ª.¥ ´Ç¤ Ü(¡®  ±2±�§2Â8¡®´.-�±.«Ç¥���§.¤DU'  ¤�¥ Âuï�±.¤:´µÁMÜ(¡£§.´µ¤ Wíï�ÓV¤�¯ ¯b¤7±.°�Æ2Á£  ·ÕÔ.¤
Á�´µ¤æÆ2°� ¦«­¯b¤�±uÌÎ¤íÅLÂ.´Ç«&��§.¤� ¿´1Á�±.« O�°� ¦¤�ª.·�¤æ¢3 bÁ£Â�ÂIÁ£ª,¯b¤æ¤�ª,¯¦ ¦¤=´µ¤�¥Ý¯¦Ô.°�¡®  «µ¤�¥º±uÌÎ§.ª.¤=¤�¯¿Â.´Ç§.¥¦«Ç¤�§.  ¥
¬ÈÁ£ ¦«µÁ£Ü.´µ¤�¥2·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�¤�¥/ÂIÁÈ �´ Ì Á£Ü.¥ ¤�ª.·�¤ ±.¤ Ï®°�¡®Æ=°�¯b  «µ¤�Ó ¾e¤�ª)±.«µÆ=¤�ª.¥ «µ¡®ª è ï Û?ÌÎ§�¯b«Ç´µ«Ç¥bÁÈ¯¦«µ¡®ª
¥�-�¥ ¯¦°�Æ2ÁÈ¯b«.��§.¤�±.¤�´1Á Ï£°�¡®Æ=°�¯¦ ¦«µ¤�Ó ¾~±IÁ£ª.¥�´Ç¤�¥�Â.  ¡®Ü.´.��Æ=¤�¥�±uÌÎ°���§.«­¬ÈÁ£´µ¤�ª.·�¤�¤�¥ ¯=·�¤�Â(¤�ª.±IÁ£ª,¯
±.°�Â8¤�ª�±IÁ£ª,¯b¤º±uÌ §�ª�[ ¯¦Ô.°�¡® ���Æ=¤º±�¤�Ó Á£ ¦ÁÈ¯bÔ.°�¡L±�¡® �- Æ�§�´Ç¯b«Ç±.«µÆ=¤�ª�¥¦«µ¡£ª.ª.¤�´]\Õ¨ � ¥¦Á�¬£¡®«µ 7§.ªP¯bÔ.°�¡ �
 ���Æ2¤Ý±.¤²Â.  ¡®´µ¡£ª.Ï®¤�Æ=¤�ª,¯À´Ç«µ¥¦¥ ¤Ý±.¤�¥ÀÜ.«ÇÔ.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤�¥VÁ£§ Ü(¡®  ±uï

ÓV¤æÂ.  ¡®Ü.´.��Æ=¤�±uÌÎ¤íÅ�¯b¤�ª.¥¦«Ç¡®ªB¥ ¤=  °�¬£°�´1Á�Ü.«Ç¤�ª6Â.´Ç§.¥Ý±.°�´Ç«µ·�ÁÈ¯ ��§.¤=¥¦¡®ª6¥¦¡£ªBÁ£ª.Á£´µ¡®Ï£§.¤�§.ª.«Ç±.« �
Æ2¤�ª.¥¦«Ç¡®ª.ª.¤�´�¤í¯  ¦¤�¥ ¯b¤ � ·�¤4� ¡®§.  ÂIÁÈ  ¯b«Ç¤�´Ç´µ¤�Æ=¤�ª,¯ ¡®§�¬£¤�  ¯�ïIÛK¤ÝÂ. ¦¤�Æ2«Ç¤�   ¦°�¥ §.´Ç¯bÁÈ¯ Ï®°�ª.°� ¦Á£´u±IÁÈª.¥
·�¤í¯¦¯b¤²±.«Ç ¦¤�·�¯b«Ç¡®ª�¢3§�¯7¡®Ü�¯¦¤�ª�§PÂIÁ£ 7ÓXï8áI¤RO(¤� ¦Æ2Á£ª.ª U�GÎî è I ¨ è&% MÈî W 	
' Ú�(��8�*),+B�;�.- �����0/B +(*���+��,-��. �*(� +��,-� ��&*�@.1� 2���,7�� 8&9���0���@.X #"��/��,-��&*�C�*�?���'2��?"���&21��435��� 2��
Ck 5 /���. 2�� C∞ �?� ��.����+��&�<��
��&��5&7698 ��2� : ;���,-��. �*(� +��,-�
��&*�%.1�A�+����.$/���. 2�d

Û�Á=Â. ¦¤�§�¬®¤×±.¤º·�¤º¯¦Ô.°�¡® ���Æ=¤×¤ Å�Â�´µ¡®«­¯b¤²´ ÌÎ«µª,¬ÈÁ£ ¦«µÁ£ª.·�¤Ý±.¤×´µÁ=Æ=°�¯¦ ¦«&��§.¤¿±.¤ �V¤�  Ï®Æ/ÁÈª�¥ ¡®§.¥
Ü.«µÔ�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.«µ¥ Æ2¤È¨LÂ.Á£ :§�ª.¤º°í¯b§.±�¤×¥¦¡£«µÏ®ª.¤�§.¥¦¤¿±.§�·�¡®Æ=Â(¡£  ¯b¤�Æ2¤�ª,¯:±�¤º¥ ¤�¥XÏ£°�¡�±.°�¥ «&��§.¤�¥XÁ£§
¬®¡®«Ç¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤2±.§�Ü(¡®  ±uï?¶MÁÈª.¥�´µ¤�¥�Á£ª.ª.°�¤�¥=ß®à�¨�´1Á Æ=°�¯¦ ¦«&��§.¤/±.¤ �V¤�  Ï®Æ2Á£ªB¢3§�¯æ±.°í¯b 4;®ª.°�¤�Â.Á£ 
´1Á�Â. ¦¡ � ¤�·�¯¦«µ¡®ª�±�¤ �V¤�  Ï®Æ2Á£ªu¨D±.¤�¥�¡®§L¯b«µ´Ç¥2±�¤ Â. ¦¡£´µ¡®ª.Ï£¤�Æ=¤�ª,¯b¥2Â.§.«µ¥ ¥bÁ£ª,¯¦¥�¢3§. ¦¤�ª�¯�±.°�¬£¤�´µ¡£Â �
Â(°�¥M¤�¯X´µ¤�¥MÆ2°í¯bÔ.¡�±.¤�¥:¢3§.  ¤�ª,¯²¥¦Â8¤�·í¯ÕÁ£·�§.´1Á£«Ç ¦¤�Æ2¤�ª�¯X¥¦«ÇÆ2Â.´Ç«."I°�¤�¥�ï8Í:«µª.¥ « ¨'�V¤�´µ´ U G è ì�I@¨ è<% ß è W7¤í¯
�V¤�´Ç´ � Û$«ÇÏ®¡�· �ÈÁ U�G è®è I ¨ è<% ß®àTW¿°�¯bÁ£Ü.´Ç«µ ¦¤�ª,¯×´@Ì ¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤�ª.·�¤�±uÌÎ§.ª Â. ¦¡£´µ¡®ª.Ï£¤�Æ=¤�ª,¯�Â8¡®§. º´µ¤�¥×Ü.«µÔ.¡£´µ¡ �
Æ2¡£ ¦Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤�¥?¤�ª�¯¦ ¦¤7±.¡®Æ2Á£«µª�¤�¥<¬®°� ¦«�";Á£ª,¯V´µÁÝ·�¡®ª.±�«Ç¯b«Ç¡®ª:U@¾ Wíï�ÓV¤7 ¦°�¥¦§.´­¯ÕÁÈ¯ ¢3§�¯DÏ®°�ª.°� ¦Á£´µ«Ç¥¦°7Á£§LÅ
Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ Ô.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤�¥ÀÂ.  ¡®Â. ¦¤�¥XÂIÁÈ  �V¤�´µ´ �åÓ ÁÈ¯¦´µ«µª U�G è à�I@¨ è&% ß,ìTW ¤�¯M¶X«µ¤�±.¤�  «µ·ÕÔ � áI¡® ¦ª2= ¥ ¥U GÎê,ÞJI@¨ è<% ß®ìTWíï
' Ú�(��8�*),+B�;�?>��� #��&*�

Ω1
���

Ω2
2���� 2���,7�� 8&9���
�*�?���'2��?"���&21��435���@/���.X&9;�� 2��

Ck 5 /���. 2���! +���?���BdA>  
Ω1
1�;�.X BF� � �-"���&�2� 8�% #��&

(R)
���+��.1� �/���5�/�A�������! #"$���% #��& (*���+��,-��. �*(*� ��.�����.1�A��&*�%.��

Ω1
���

Ω2
�?� ��.����+��&�<�� 5 bΩ1

��&��5&9�D�������! #"$���% #��&C698 �! +���?�Bd
ç�Á£ª.¥:¤�ª,¯b  ¤� M±IÁÈª.¥X´Ç¤�¥X±�°�¯ÕÁÈ«µ´µ¥�¨;Â. ¦°�·�«µ¥ ¡®ª.¥ ��§uÌÎ§.ª ±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤

Ω
¬®°� ¦«.".¤�´1Áæ·�¡®ª�±.«Ç¯¦«µ¡®ªLU@¾ W

¥¦« ¥¦Á�Â.  ¡ � ¤�·í¯b«Ç¡®ª ±�¤ �V¤� ¦Ï®Æ2Á£ª.ª
L2(Ω) −→ H(Ω)

¤�ª�¬£¡®«µ¤ C∞(Ω)
±IÁ£ª�¥=´Ç§.« � Æ ��Æ2¤Èï
Û$Á
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·�¡®ª.±�«Ç¯b«Ç¡®ªHU@¾ WÀ¤�¥ ¯M§�ª.¤×Â.  ¡®Â.  «µ°�¯¦°×ÁÈ¥¦¥¦¤RS�Ï®°�ª.°� ¦Á£´µ¤º±.¤�¥:±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥�¨;Ü.«Ç¤�ª�Æ=¡®«Çª.¥À ¦¤�¥å¯b  «µ·�¯¦«Ç¬£¤
��§�¤�´1Á ¥ ¯¦ ¦«µ·í¯b¤2Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL«Ç¯b°�¡£§�´µ¤æ¯ -�Â(¤ ".ª.« ï'&Mª Á�´Ç¡®ª.Ï£¯¦¤�Æ=Â.¥²·�¡®ª � ¤�·�¯¦§. ¦°�¤%��§�Ì ¤�´µ´µ¤
°�¯ÕÁÈ«Ç¯²¬� bÁ£«Ç¤=±.Á£ª.¥¿´µ¤�¥¿±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥²Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL¤�¥ � Ü(¡£ ¦±.¥¿´µ«Ç¥¦¥¦¤�¥�ï2� Á£   ¦¤í¯ºÂ� ¦¡®§�¬ÈÁ,��§�¤/´1Á
·�¡®ª.±�«Ç¯b«Ç¡®ª U'¾ W:ª�Ì Á�ÂIÁÈ¥Ý±uÌ ¡£Ü.¥ ¯¦ ¦§.·í¯b«µ¡£ª�´Ç¡L·�Á£´µ¤º±IÁ£ª.¥Ý·�¤�¥Ý±.¡£Æ/Á£«Çª.¤�¥0U GÎêZI ¨ è<% ß®ëTWíïKÖ�ï ÓVÔ.  «µ¥å¯
Æ2¡®ª,¯¦ bÁ²Â(¡®§�  ¯ÕÁÈª�¯4��§.¤X´Ç¤�¥ ` ¡® ¦ÆQ±.¡£Æ/Á£«Çª.¥ ±.¤M¶:«µ¤�±�¤� ¦«Ç·ÕÔ � áI¡®  ª2= ¥¦¥Dª.¤:¥bÁÈ¯¦«µ¥ ¢3¡£ª�¯DÂIÁÈ¥V·�¤í¯¦¯¦¤
·�¡®ª.±�«Ç¯b«Ç¡®ªHU GÎê®à�I@¨ è&% % ë�W ï;Û$¤ºÂ. ¦¡£Ü.´&��Æ2¤²±.§ Â� ¦¡®´Ç¡®ª.Ï®¤�Æ2¤�ª�¯:Á£§�Ü(¡£ ¦±u¨;Æ ��Æ=¤º·�¡®ª,¯b«µª�§u¨;  ¤�¥ ¯¦¤
��§.Á£ª,¯ � ´Ç§.«K¡®§�¬£¤� å¯�ï(¶MÁ£ª.¥:´µ¤�¥7±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥ � Ü8¡®  ±.¥:  °�¤�´µ¥MÁÈªIÁ -�¯¦«&��§.¤�¥�¨8«µ´K·�¡£ª�¬�«Ç¤�ª,¯M±.¤º·�«­¯b¤� 
´µ¤�¥Ý¯¦ bÁ�¬ÈÁ£§LÅ6±.¤=¶X«Ç¤�±.¤� ¦«Ç·ÕÔ � �?«µª�·ÕÔ�§�� U GÎê®ß�¨$ê�M?I ¨ è<% % Þ�¤�¯×ì£à®à®êTWíïKÛK¤�¥²¯b¤�·ÕÔ.ª.«.��§�¤�¥¿ ¦¤�Â8¡®¥ ¤�ª,¯
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��§.¡®ª�¥7� §.¥ ¯¦¤7±�¤�¥ Æ2¡0-£¤�ª.¥ Â8¡®§. ?´µ¤�¥<Â.  ¤�ª.±.  ¤À¤�ª=·�¡®ª.¥ «µ±.°� bÁ �
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Ck+1 ±.¤�¥=¤�ª�±.¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�«µ¥¦Æ=¤�¥�±�¤�Û$ÁÈ¯ ¯ ��¥�¨?°�¯¦§.±.«Ç°�ÂIÁ£  �V¤� å¯b¤�´µ¡�¡£¯ � Û$¡�¤�ÜbG è<% I
Â.§.«Ç¥2¶:§.Â(¡£ª�¯ GÎê % IÀ¢3¡®§.  ª.«Ç¯æÆ ��Æ=¤ ±.¤�¥=ÜIÁ£¥ ¥¦«µª�¥/Ü8¡® ¦ª.°�¥2·�¤�  ·�´µ°�¥ � Ü8¡® ¦±.¥=´µ«Ç¥¦¥ ¤�¥=¤�¯=¥¦Â.Ô�° �
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C2 ïIÄ?ª�".ªu¨;±IÁ£ª.¥À§.ªP ¦¤�Ï®«µ¥å¯b ¦¤Ý¥ ¤�ª.¥ «µÜ.´Ç¤�Æ=¤�ª,¯7±.«PO(°�  ¤�ª,¯�¨I³�¥bÁ	� U GaM è I@¨
è<% % êTW Â. ¦¡£´µ¡®ª.Ï£¤�Á�´µ¤�¥À ¦°�¥ §.´Ç¯bÁÈ¯b¥ ±�¤
�7¤�ª
��«Çª � é7¡&¬�«.�£¡�¬8ï

ÊD¼ W����&¼��&(���,3� 1,�3¼!W�WE,�
u½$�;��Û$Á7Â�´µ§.ÂIÁÈ  ¯�±.¤V·�¤�¥�¯b bÁ�¬ÈÁ£§LÅ¿  ¤�Â8¡®¥¦¤�ª,¯?¥¦§. �§.ª.¤ ¥ ¯¦ bÁÈ¯¦°�Ï®«Ç¤D·�¡®Æ �
Æ�§.ª.¤=¤íÅLÂ.´Ç¡®«Ç¯bÁ£ª,¯×´µÁP·�¡®Æ=Â(°í¯b«Ç¯¦«µ¡®ª6¤�ª�¯¦ ¦¤2±.¤�§LÅBÂ.Ô.°�ª.¡®Æ ��ª.¤�¥ 	$´ ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤=·� ¦«­¯b«.��§�¤2·� ¦¡�YÇ¯
Á�¬®¤�·�´@Ì «­¯b°� bÁÈ¯¦«µ¡®ªPÆ/ÁÈ«µ¥7¥bÁ/¯b ¦Á£·�¤�Á£§�Ü(¡£ ¦±� ¦¤�¥ ¯¦¤�´µ«µÆ=«Ç¯¦°�¤²ÂIÁ£ :´µ¤�´Ç«µ¤�§�±.¤×¢'ÁÈ«µÜ.´Ç¤×Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª �
¬®¤ Å�«­¯b°Èï

Û$¤�  °�¥ §.´Ç¯bÁÈ¯�±.¤ �V¤�±�¢3¡®  ± � �V¤�´µ´:«µ´µ´Ç§.¥ ¯¦ ¦¤P¯b ���¥�·�´µÁ£«µ  ¤�Æ=¤�ª,¯�·�¤�Â8¡®«Çª�¯/±.¤ ¬�§.¤£¨ÀÁÈ§.¥¦¥ «Ý¤�ª
±.°�¯bÁ£«µ´Ç´µ¡®ª�¥�� ª�¡®§.¥V´µÁ�Â. ¦¤�§�¬®¤Èï
' Ú�(��8�*),+B� *¦����.�� �8�0. 3Õ�����'�^9�� >  

Ω
����� ��& 2���,7�� 8&9� �*�?���_2��?"���&21��435� /���.�&9; 2���&'�

Ck 5`X.1��&*�@ �C�.1�V�! +���?� ��� .1;����8�+� ��&����;:��@ =<B�*� ���+��.1�V�/�������D�����/�����������! #"$���@ #��&)(*���+��,-��./�*(*�C��.1����.1� 2��
Ω
����� ��& ��������,-��. �*(� +��,-�Bd

�? ¦¤�§L¬®¤7	 ã ª,¯b  ¡L±�§.«µ¥ ¡®ª.¥×´Ç¤=¯ -�Â8¤
τ(p)

±uÌ §�ª Â(¡®«Çª,¯
p ∈ bΩ

ï
�
Á£ º±.°+"Iª�«Ç¯b«Ç¡®ªu¨$·£ÌÎ¤�¥å¯�´ ÌÎ¡®  ±. ¦¤
±uÌ Á£ª.ª�§.´1Á ¯b«µ¡£ª�¤�ª

p
±.§ ±�°�¯b¤� ¦Æ=«µªIÁÈª�¯²±�¤2ÛK°í¬L«

Λr

±uÌ §�ª.¤=¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª�±.°/"Iª.«Ç¥¦¥bÁÈª�¯¦¤2´Ç¡L·�Á£´µ¤×±.¤



���������
	���
���
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������
 !�"�$# �

bΩ
¤�ª

p
	

Λr := det




0 ∂r/∂z̄j

∂r

∂zi

∂2r

∂zi∂z̄j


 .

Û$¤²¯bÔ�°�¡® ���Æ=¤º  ¤�Â8¡®¥¦¤º¥¦§. :´1Áæ¥ ¯b ¦ÁÈ¯b«�"I·�Á ¯b«µ¡£ªP±�¤
bΩ

¤�ª�¥¦¡®§.¥ � ¬ÈÁ£  «µ°�¯¦°�¥:Á£ªIÁ£´�-�¯b«&��§.¤�¥:±�¡®ª.ª.°�¤�¥
ÂIÁ£  ´µ¤�¥D¥ §. �� ª.«Ç¬£¤�Á£§�Å=±.¤:´µÁ²¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª

τ
ï�ÛK¤�¥D¤�ª�¥¦¤�Æ×Ü.´µ¤�¥

S(i)
±.¤�¥DÂ(¡£«µª,¯b¥ ±.¤À¯ -�Â(¤7¥¦§.Â8°�  «µ¤�§. 

�
i
¥ ¡®ª,¯:±�¤�¥À¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤�¥:Á£ªIÁÈ´.-�¯b«.��§�¤�¥  ¦°�¤�´Ç¥7¤í¯7«µ´�¤ ÅL«µ¥ ¯¦¤º§�ªP¤�ª,¯b«µ¤� 

d
¯¦¤�´ ��§.¤

bΩ = S(0) ⊃ S(1) ⊃ · · · ⊃ S(d) ⊃ S(d+ 1) = ∅.
Ä?¯bÁ£ª,¯M±.¡£ª.ª.°�¤×§.ª.¤�Á£§L¯b¡ � Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª�Ô.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤¿Â. ¦¡£Â. ¦¤º±.¤

Ω
¨8¡®ª ·�¡£ª.¥¦«Ç±
��  ¤�¥¦¡®ª�Â. ¦¡ �

´µ¡®ª.Ï£¤�Æ=¤�ª,¯ �
Ω

¨�¯b¡£§ � ¡®§.  ¥ ª.¡£¯b°
f
G è à�¨Iê,Þ�I@ï;ÓV¤ÝÂ.  ¡®´µ¡®ª�Ï®¤�Æ=¤�ª,¯ ¥å¯ÕÁ£Ü.«Ç´µ«Ç¥¦¤M°í¬L«Ç±.¤�Æ=Æ=¤�ª,¯

bΩ
ï

Û�Á�Â.  ¤�§�¬£¤º±�°�·�¡£§.´µ¤²±.¤²´ ÌÎ¡®Ü.¥ ¤� å¬£Á ¯b«µ¡£ª�·� ¦§�·�«1ÁÈ´µ¤0	
(∗)
{
τ(f(p)) ≤ τ(p) ∀p ∈ bΩ,
τ(f(p)) < τ(p) ⇐⇒ �®Á£·

f(p) = 0.
çL¡®«Ç¯

dmax
´µ¤X¯ -�Â8¤ÝÆ/Á ÅL«ÇÆ/Á£´8±.¤�¥ Â(¡®«Çª,¯b¥ ¤�ªP´Ç¤�¥���§�¤�´µ¥

f ′ ªuÌÎ¤�¥ ¯7ÂIÁÈ¥ «µª,¬®¤� ¦¥¦«ÇÜ.´µ¤X¤�¯
C1, . . . Cn§.ª.¤×Â.Á£  ¯¦«Ç¯b«Ç¡®ªP±.¤

Sdmax

¤�ª�·�¡£Æ2Â8¡®¥bÁÈª�¯¦¤�¥:·�¡®ª.ª�¤íÅL¤�¥�¨K´µ¤¿·�Á£ ¦Á£·�¯��� ¦¤�Á£ªIÁ£´�-�¯¦«&��§.¤¿±.¤
bΩ

Ï,Á �
 bÁ£ª,¯b«­¯2��§�¤V·�¤í¯¦¯¦¤VÂIÁ£ å¯b«­¯b«µ¡£ª¿¤�¥ ¯2"Iª.«Ç¤£ïU&Mª�Â(¤�§�¯�¥¦§.Â.Â8¡®¥ ¤�  ��§.¤

f
Ü� bÁ£ª.·ÕÔ�¤V¥¦§� 

C1

ï&ã ´�¤�¥ ¯
·�´µÁ£«µ 
��§�¤

f
ª.¤�Ü� bÁ£ª.·ÕÔ�¤�¤�ª6Á£§.·�§.ª�Â8¡®«µª,¯X±.¤

f−i(C1)
¨
i ∈ N

±uÌ ÁÈÂ. ���¥KU ∗ W ï &Mª�¤�ª ¯b«µ  ¤×ÂIÁÈ X§.ª
¥¦«µÆ=Â.´Ç¤²Á£ ¦Ï®§�Æ2¤�ª�¯7±.¤¿·�¡£ª.ª.¤íÅL«­¯b° ��§.¤

f−i(C1) =
⋃

k∈Ii
Ck

¤í¯ ��§.¤º·ÕÔIÁ#��§.¤
Ck

¨
k ∈ Ii

¤�¥å¯
¤�ª,¬®¡0-®° ¥¦§ � ¤�·�¯¦«Ç¬®¤�Æ2¤�ª,¯
¥ §. 

C1

ÂIÁ£ 
f i ï0&MªºÂ8¤�§L¯�¯¦ ¦¡®§L¬®¤� 

j ≥ i
¯¦¤�´µ¥ ��§.¤

Ii∩Ij 6= ∅ ï�ã ´,¤ ÅL«µ¥ ¯¦¤±.¡®ª.·
k ∈ Ii

¤í¯
k′ ∈ Ij

¯¦¤�´Ç¥ ��§.¤
Ck = Ck′

ï(Í:´µ¡®  ¥
C1 = f j(Ck′) = f j(Ck) = f j−i(C1)

ï
ÓV¤�·�«K¤�¥ ¯:«µÆ=Â(¡£¥¦¥¦«ÇÜ.´µ¤:±uÌ Á£Â. ���¥DU ∗ W ·�ÁÈ 

f
Ü� bÁ£ª.·ÕÔ�¤º¥ §. 

C1

ï
�

ÓV¤í¯¦¯¦¤2Â.  ¤�§�¬£¤=¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª.ª�¤�·�´1ÁÈ«µ ¦¤�Æ2¤�ª,¯ÝÂ(¡£§. Ý´µ¤�¥Ý±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥Ý±.¡®ª,¯¿´µ¤�Ü8¡® ¦±6¤�¥ ¯¿´µ«Ç¥¦¥¦¤�±�¤
¯ -LÂ8¤ "Iª�«(¤í¯ ¯b¤�´7��§.¤

S(d)
Â8¡®¥¦¥���±.¤Ý§.ª/ª.¡®Æ�Ü.  ¤)"Iª�«�±.¤M·�¡®Æ=Â(¡®¥¦Á£ª,¯b¤�¥V·�¡£ª.ª.¤íÅL¤�¥7Â8¡®§. D¯b¡®§L¯

d
ï<¾À¤�Æ2Á£ ���§.¡®ª�¥×¯b¡®§L¯æ±.¤�Æ ��Æ=¤ ��§.¤�¯b¡®§�¥�´µ¤�¥×±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥�±.¤�¯ -�Â8¤ "Iª.« ª.¤�¬£°�  «."I¤�ª�¯æÂ.Á£¥

·�¤�¯ ¯b¤²Â.  ¡®Â. ¦«Ç°�¯¦°£ï
���K�,+����'��� >��� 8�

f : C −→ R+ ��&9��` ��&9"��% #��&L�! +���?�Bd >  
f
�����F���	� �B��,0,-��&*� �*���@ 8�/�c��&&9��.�,-� C4 ���+��.1�F�+� 2���,7�� 8&9� Ω := {|z|4+|w|2+f(w)|z|2 ≤ 1} ⊂ C2 �����
"���&21��435� 2�� �2:��*�B &* %d > �A�'��.X�@ #�
2�� `R�� /B�+� �*�?���_2��?"���&21��43T 8�/;N����� {(z, w) | |z| = 0, |w| = 1, f(w) = 0} ïçL«

f
Á2§.ª�¤×«µª�"Iª.«Ç¯¦°²±.¤
S�°� ¦¡£¥M¥¦§� X´µ¤²·�¤� ¦·�´µ¤ {z = 0, |w| = 1} ÁÈ´µ¡®  ¥7´Ç¤º±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤

Ω
¤�¥ ¯M±�¤

¯ -LÂ8¤ "Iª.«K¤í¯:Â8¡®¥ ¥���±�¤º§.ª�¤¿«Çª�"Iª,¯b°²±.¤²·�¡®Æ2Â8¡®¥¦Á£ª,¯b¤�¥À±.¤Ý¢'Á£«ÇÜ.´µ¤XÂ.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL«Ç¯b°Èï
�   ¤�§�¬£¤ 	 çL¡£«Ç¯

f
§.ª�¤:¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª= ¦°�¤�´µ´Ç¤:Â8¡®¥¦«­¯b«­¬®¤£¨,´Ç«µ¥ ¥¦¤7¥¦§. 

C
¨�Á�¬®¤�· ‖f‖C4 � 1

ïLÛK¤:±.¡®Æ2Á£«µª.¤
Ω

¤�¥ ¯<Á£´µ¡£ ¦¥�§.ª�±.¡®Æ2Á£«Çª.¤ ´µ«µ¥ ¥¦¤È¨ ±�°+"Iª.«�ÂIÁ£ �´1Á ¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª
r(z, w) := |z|4+|w|2+f(w)|z|2−1

ï
ã ´I¥�Ì Á£Ï®«Ç¯ ±�¡®ª.·À±uÌÎ§.ª.¤7Â(¤�  ¯b§� ¦ÜIÁÈ¯¦«µ¡®ªæ±.§=±.¡®Æ2Á£«Çª.¤ |z|4 + |w|2 = 1

��§.«;¤�¥ ¯D±.¤À¯ -�Â(¤7«µªL¢3°� ¦«Ç¤�§. 
� ì7¤�ª×¯b¡£§�¯
Â8¡®«Çª�¯�ï&ÛK¤ ¯ -�Â(¤ °�¯bÁ£ª,¯<ÂIÁ£ �±.°/"Iª.«Ç¯¦«µ¡®ª¿´ ÌÎ¡®  ±. ¦¤D±uÌ Á£ª.ª�§.´1Á ¯b«µ¡£ªº±.§º±.¤�¯¦¤�  Æ2«ÇªIÁ£ª,¯
±�¤
Û$°í¬�« ¨£´@Ì Ô -�Â8¡£¯bÔ
��¥¦¤ ‖f‖C4 � 1

Ï,Á£ bÁÈª�¯¦«Ç¯ ��§�¤7´Ç¤ ±.¡®Æ2Á£«Çª.¤VÂ8¤� å¯b§.  Ü(°   ¤�¥ ¯¦¤À±.¤ ¯ -�Â(¤À«µªL¢3°� ¦«Ç¤�§. 
� ì�ïI©:ªP·�Á£´Ç·�§.´K¤ ÅLÂ.´µ«Ç·�«Ç¯¦¤MÆ=¡®ª,¯b ¦¤ ��§.¤7	

{ ¯¦ 
(∂∂̄r)(z, w) = 1 + f(w) + |z2|

(
4 +O(‖f‖C2)

)
,

det(∂∂̄r)(z, w) = f(w) + |z|2
(
4 +O(‖f‖C2)

)
.ÓV¡®Æ2Æ=¤

f
¤�¥å¯ Â8¡®¥¦«­¯b«Ç¬£¤£¨�´1Á¿Ô.¤�¥ ¥¦«Ç¤�ª.ª�¤M±.¤

r
¤�¥å¯ ±.¡£ª.·XÂ8¡®¥¦«­¯b«­¬®¤X¤í¯

Ω
¤�¥ ¯ ·�¡®ª,¬®¤ Å�¤Èï;¶X¤XÂ�´µ§.¥�¨

det(∂∂̄r)(z, w)
¥�Ì Á£ª.ª�§.´Ç¤2¥ §. 

bΩ
¤íÅ�Á£·í¯b¤�Æ=¤�ª,¯ºÂ(¡£§.  |z| = 0

¨ |w| = 1
¤�¯
f(w) = 0

ï$Ä?ª
·�¤�¥ÀÂ8¡®«µª,¯¦¥¿¨�´µ¤Ýª.¡0-,ÁÈ§�±.¤

∂∂̄r
¤�¯À±.¤

∂̄r
·�¡ � ª.·�«Ç±.¤�ª,¯ ¯b¡£§.¥À±.¤�§LÅ�Á�¬£¤�·�
 ¤�·�¯

C∂/∂z
ï

�



�

�-7���7��8½K»8�L�'�3� W���� ¼L�<( �\,3�;� ¶MÁÈª.¥Ý·�¤í¯¦¯b¤º¯bÔ
��¥¦¤£¨Kª�¡®§.¥²Á£±.¡£Â�¯b¡®ª�¥M§.ª�ª.¡®§L¬®¤�ÁÈ§�Â8¡®«Çª�¯M±.¤
¬�§.¤=Á ÅL°=¥ §. ¿§.ª.¤=Á£Â.Â.  ¡L·ÕÔ�¤2Â.´Ç§.¥Ý±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤Èï$é:¡®§�¥¿Æ=¡®ª,¯b  ¡®ª.¥ ��§.¤æ´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤�±.¤�¥¿Â. ¦¡ �
´µ¡®ª�Ï®¤�Æ=¤�ª,¯b¥ ÁÈ§EÜ8¡®  ± ¤�¥ ¯ ¯b¡®§ � ¡®§. ¦¥ Â8¡®  ¯¦°�¤6ÂIÁ£ �´Ç¤�´µ«Ç¤�§ ±.¤�¢'Á£«µÜ�´µ¤ Â.¥ ¤�§.±�¡L·�¡®ª,¬®¤íÅL«­¯b°B¤í¯
·�¡®ªL¢3 ¦¡®ª,¯b¡£ª.¥À·�¤�¯ ¯b¤²·�¡£ª�¯¦ bÁ£«Çª,¯b¤ � ´1Á� ¦«Ç·ÕÔ.¤�¥ ¥¦¤¿±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤²¤�ªPÂ.  °�¥¦¤�ª.·�¤¿±.¤²±.¤�Ï® ¦°Èï

¶MÁ£ª.¥:·�¤�¯ ¯b¤ºÂ(¤� ¦¥¦Â8¤�·í¯b«­¬®¤£¨8ª.¡®§�¥X°�¯¦§.±.«Ç¡®ª.¥7´µ¤¿´µ«µ¤�ª�¤�ª,¯b ¦¤º´1Áæ±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤¿±uÌÎ§.ª.¤�ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�Á �
¯b«Ç¡®ª�Á£§/Ü(¡®  ±/¤í¯ � ´ ÌÎ«µª,¯¦°� ¦«Ç¤�§.  ±uÌÎ§.ª�±.¡£Æ/Á£«Çª.¤£ïLÓV¡®Æ=Æ=¤:¡®ª/´µ¤:¬£¡®«Ç¯VÁ£¥ ¥¦¤BSM¢'ÁÈ·�«µ´Ç¤�Æ=¤�ª,¯�¨,·�¤�¯ ¯b¤
±.¤�  ª.«&�� ¦¤ ¤�¥ ¯DÏ®¡®§�¬£¤�  ª.°�¤ÀÂIÁ£ ?§�ª.¤À±.«µ·ÕÔ.¡È¯b¡®Æ=«µ¤  ¦¤�Æ2Á£ ���§.Á£Ü.´µ¤Èï®Ä?´µ´Ç¤ ¤�¥å¯D¥¦¡®«­¯ &9��&*�/.1;�"��5.X.1��&*���í¨
·�¤(��§.«�¥ «µÏ®ª�«."I¤ ��§.¤º¯¦¡®§�¯¦¤�¥7´µ¤�¥7´µ«ÇÆ2«­¯b¤�¥ ¥¦¡®ª,¯ � ¬ÈÁ£´Ç¤�§.  ¥:±IÁÈª.¥X´Ç¤¿Ü8¡®  ±u¨;¥¦¡®«­¯D.1;�"���.X.���&*�/�7Á£§ �
��§.¤�´ ·�Á£¥�´ ÌÎ¡®  Ü.«Ç¯¦¤/±.¤�¯¦¡®§�¯�·�¡®Æ2Â.Á£·�¯�  ¤�¥å¯b¤  ¦¤�´1ÁÈ¯¦«Ç¬®¤�Æ2¤�ª,¯�·�¡£Æ2ÂIÁÈ·�¯b¤Èï?¶MÁ£ª�¥�´µ¤�·�Á£¥�±uÌÎ§.ª.¤
±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤º ¦°�·�§. ¦  ¤�ª,¯b¤È¨u¯b¡®§L¯b¤�¥X´µ¤�¥:´µ«ÇÆ2«­¯b¤�¥À¥ ¡®ª,¯²±.¤�¥ÝÁÈ§�¯b¡®Æ=¡®  Â.Ô.«µ¥ Æ2¤�¥:±�Ì §.ª�¤�Æ ��Æ2¤¿¬£Á �
 ¦«Ç°�¯b°ÝÔ�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤M¡®ÜL¯b¤�ª�§.¤ºÂIÁ£    °�¯b ¦Á£·�¯¦«µ¡®ª ±.§�±.¡®Æ2Á£«µª�¤£ï.é7¡®§.¥7±.«µ  ¡®ª.¥ ��§.¤¿·�¤í¯¦¯b¤²¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯¦°
¤�¥å¯:´Ç¤0.1;��@. ��"��K±.¤²´ Ì Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ªuï

©:ª.¤ÝÂIÁÈ  ¯b«Ç¤:¢3¡®ª�±IÁ£Æ=¤�ª,¯ÕÁ£´Ç¤X±.¤Ýª�¡£¯b  ¤M°�¯¦§.±.¤Ý·�¡£ª.¥¦«Ç¥ ¯b¤� bÁ � °�¯bÁ£Ü.´Ç«µ D´µ¤�¥VÂ. ¦¡®Â� ¦«µ°í¯b°�¥ ±.¤M±.« �
´1ÁÈ¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥?ÁÈ§=Ü8¡®  ±2±.¤�¥ «­¯b°� ¦°�¤�¥ ±�Ì §.ª�¤XÁ£§L¯b¡ � Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª×Ô.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�¤ Â. ¦¡®Â� ¦¤ÀÂ(¡£§.  ·ÕÔIÁ#��§.¤
¯ -�Â(¤²±.¤²±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤Ý¤�ª,¬L«Ç¥bÁ£Ï£°�¤£ï(ÓV¤Ý¯b ¦Á�¬£ÁÈ«µ´u¥ ¤� bÁæ¤RO(¤�·í¯b§.°¿±IÁ£ª�¥7´µÁ�ÂIÁ£ å¯b«µ¤¿ì�ï

é:¡£¯¦ ¦¤XÂ� ¦¤�Æ=«µ¤� V  °�¥¦§�´Ç¯ÕÁ ¯ Æ=¡®ª,¯b ¦¤ ��§.¤Ý´1Á¿ ¦°�Ï®§.´1ÁÈ ¦«Ç¯¦°:±�§�Ü(¡£ ¦±�¤�¥ ¯ §.ª�¤M¡®Ü.¥å¯b ¦§�·�¯b«Ç¡®ª � ´µÁ
 ¦°�·�§.   ¦¤�ª�·�¤7	
' Ú�(��8�*),+B���I�0>��� 8�

Ω
�5& 2���,7�� 8&9� /���.X&9;c2��

Ck �*�?���?;$2���&*� �5&9� ` ��&9"��@ #��&
p.s.h

�! +���?���� 2�; B &* +���B��&*�/� <��+� /����+�Bd9>��� 8�
f : Ω −→ Ω

�5&9�N�������! #"$���% #��& (*���+��,-��. �*(*� ��.�����.1�
2���&*� � �2�:Z&���,0 =<B�*� ����� .�;�"���.X.1��&*���Bd9� �V.1;��@. ��"�� 2��
f
&9�C�*���������%.1�V&* 
�5&K�*�� 8&*� &* ��&9� ����.G`R��"�� 2��

8  #��,7��&*&�d�>  
k = 2

���+��.1�
f
�����C��& ���5�/��,-��. �*(� +��,-�Bd

çL¡®§.´Ç«µÏ®ª.¡£ª.¥ ��§.¤6´ ÌÎ¤�¥ ¥¦¤�ª,¯¦«µ¤�´Ý±�¤�´µÁ�±.°�Æ=¡®ª.¥å¯b ¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª)±.¤6·�¤�¯bÔ�°�¡® ���Æ=¤�¤�¥ ¯ ¬ÈÁ£´µÁ£Ü.´µ¤�¤�ª
¯b¡®§L¯b¤�¥P±.«ÇÆ2¤�ª.¥¦«Ç¡®ª.¥�ï ¶X¤BÂ.´Ç§.¥�¨ ¤�´µ´Ç¤�¥�Ì Á£±IÁ£Â�¯¦¤BÁÈ§LÅE±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�¥�ª.¡£ª �   °�·�§� ¦ ¦¤�ª,¯b¤�¥�¤�ª ¥¦¤
 ¦¤�¥ ¯b  ¤�«ÇÏ®ªIÁ£ª,¯ � §�ª.¤�·�´1Á£¥ ¥¦¤ ±.¤P±.¡®Æ2Á£«µª�¤�¥�Â8¡®¥¦¥ °�±IÁ£ª,¯/±.¤�Ü8¡®ª.ª�¤�¥æ¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª�¥�Â.«µ·�¥

p.s.h
	

´µ¤�¥M±.¡®Æ2Á£«µª�¤�¥
LB

�  ¦°�Ï®§.´Ç«µ¤�  ¥�ï�ÓV¤�¯ ¯b¤æ·�´µÁ£¥¦¥ ¤�¤�ª.Ï£´µ¡®Ü8¤�´µ¤�¥M±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥:±.¤�¯ -�Â(¤ "Iª�«<±.¤
C2 ¤í¯

´µ¤�¥:±.¡£Æ/Á£«Çª.¤�¥À¥å¯b ¦«Ç·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯MÏ®°�¡®Æ=°�¯b  «&��§.¤�Æ2¤�ª�¯:·�¡£ª�¬£¤íÅL¤�¥�ïKé:¡£§.¥XÆ=¡®ª,¯b  ¡®ª.¥ ��§�¤�´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤
±.¤

f|bΩ
¤�¥ ¯²Â8¡®  ¯¦°�¤�ÂIÁ£ X´µ¤�´Ç«µ¤�§�±.¤�¢'Á£«µÜ�´µ¤¿Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL«Ç¯b°=¤�ª6·�¡®ª,¯b  ;£´1Á£ª,¯Ý¥ ¡®ª6¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤

ª.¡®ª � ¤�   bÁ£ª,¯
NW (f|bΩ)

	
' Ú�(��8�*),+B� [K� >��� 8�

Ω
��& 2���,7�� 8&9� /���.X&9; 2��

Ck 5 /���. 2:�! +���?�-��� LB �/.1;#<����! #��.72���&*� �+�/���. 2 "���&*�% #��&*�0��� ,-�� 8&'��2���� 3 �*�� 8&*� �32�� `R�� /B�+�K�*�?���_2��?"���&21��43T 8�/;Bd >��� 8�
f : Ω −→ Ω(*���+��,-��. �*(*� ��.1����.1�N�?� ��.1���+��&�<��$��&*� 2� : ;�.1��&*�@ %��/B�+��,-��&*� ��� /���. 2 ��� 2���&*� � �32�:Z&���,0 =<B�*������ &9��&*�/.�;�"���.X.1��&*���Bd�� �+��.1�  8� �43T +���/�
���0���!� � ��& �*�� 8&*�

a ∈ SPC(bΩ)
�/���8<B�*�

NW (f|bΩ) ⊂ FPC(bΩ) ∪ {a}.
� �!� � ��.1;�"� +�?;�,-��&*�C2���� 3:"$���F�*��� 1���&*� �?�F��.1;��?��&*�/��.
	
� d
fn "���&21���.@<�� �+�?"$���+��,-��&*� ��&* ` ��.�,-;�,-��&*�V����.

Ω
���D����. SPC(bΩ)

1���.1�:�5& �*�� 8&*�
a ∈ SPC(bΩ)

���
NW (f|bΩ) ⊂ FPC(bΩ) ∪ {a} B���

@�d �+��� �! 8,0 8�����V2��
fn ���5.

Ω
��� ���5. SPC(bΩ)

"��
�8&9"� %2���&*� ��� �?��&*� �������/��� 2����C�*�� 8&*� �A2��
FPC(bΩ)

d�� �+��.1�
NW (f|bΩ) ⊂ FPC(bΩ)

d
Ä ª�"Iªu¨$ª.¡®§.¥Ý¢'Á£«Ç¥¦¡®ª�¥²Á£Ü(¡£§�¯b«Ç Ýª.¡£¯b  ¤æ¥ ¯b ¦ÁÈ¯b°�Ï®«µ¤�Â8¡®§. Ý´µÁ�·�´1ÁÈ¥¦¥¦¤æ±.¤�¥º±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤�¥Ý±.«µ¥���§�°�¥

±.¤
C2 ï;é:¡®§.¥À¡®ÜL¯b¤�ª�¡®ª.¥À§.ª.¤²Ï®°�ª.°� ¦Á£´µ«Ç¥bÁÈ¯¦«µ¡®ª�±�§�  °�¥¦§�´Ç¯ÕÁ ¯À±.¤ºÓV¡®§.Â8¤�¯ � �
Á£ª �åçL§
��Ô.¡�¬ GÎê è I 	



���������
	���
���
�����������
������
 !�"�$# �

' Ú�(��;�*),+B� Qu� >��� 8�
Ω b C2 ��&H2���,7�� 8&9� �*�?���'2��?"���&21��435� 2� +�E<B�*;�B

LB
�/.1;#<��5�! #��.0��� 2���&*�� � ` ��&9"��% #��& 2�� D ���T<��K�����F�! +���?�Bd�� �+��.1�D�/���5�/�K�������! #"$���% #��& (*���+��,-��. �*(*� ��.1����.��
2��

Ω
2���&'��!�5 8�/, ��,-�N����� ��& ���5�/��,-��. �*(� +��,-�D2��

Ω
d

Û$Á¿±.°�Æ=¡®ª.¥å¯b bÁ ¯b«µ¡£ª2±.¤7·�¤7¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤7°�Â8¡®§.¥ ¤XÂIÁÈ  ¢'Á£«­¯b¤�Æ=¤�ª,¯D´µ¤7Â8¡®«µª,¯D±.¤À¬L§�¤X±.°í¬®¤�´Ç¡®Â.Â8°
«µ·�«@ïIÛK¡® ¦¥���§.¤

f
ªuÌÎ¤�¥å¯XÂIÁÈ¥:«Çª � ¤�·í¯b«­¬®¤²¡®ª ¬®¡®«­¯�¨I¤�ª�§�¯b«Ç´µ«Ç¥bÁ£ª,¯ ´Ç¤�¥ ¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤�¥ è ¤�¯MìæÁ£«µª.¥ «!��§.¤

´1ÁÝÏ®°�¡£Æ2°í¯b ¦«Ç¤ ±.§/±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤È¨#��§.¤:¯¦¡®§�¯¦¤7´µÁÝ±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤À±.¤
f|bΩ

¥ ¤:·�¡®ª.·�¤�ª,¯b ¦¤7¥¦§�  §.ª2§.ª.«.��§�¤
·�¤�  ·�´Ç¤�±.¤�¢'Á£«µÜ�´µ¤×Â�¥¦¤�§�±.¡L·�¡®ª,¬®¤ Å�«­¯b°Èï�¶:¤�¥²¤�¥å¯b«µÆ2ÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥:¥ ¯bÁ£ª.±IÁ£  ±.¥Ý±uÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤�¯b¡®Â8¡®´µ¡£Ï®«&��§.¤
Æ2¡®ª,¯¦ ¦¤�ª,¯���§.¤¿·�¤�·�«$¤�¥å¯:«ÇÆ2Â8¡®¥ ¥¦«µÜ�´µ¤£ï
�A7$� WE,3�&½$¼��e,3��7 + ��. )��3� �X�'�HË�¼!W�W�,=7 . bÇ½87 �?��,278�6¼������&¼!1£�e, �b�qÍ)"Iª ±�Ì «Ç´µ´µ§�¥ ¯b  ¤� ¿´µ¤�¥
´µ«µ¤�ª.¥X¤�ª,¯b ¦¤æ±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤ � ´ ÌÎ«µª,¯b°� ¦«µ¤�§. X¤í¯²Á£§6Ü8¡® ¦±u¨(·�¡®ª�¥¦«µ±�°� ¦¡£ª.¥Ý´1Á�¥ «Ç¯b§.ÁÈ¯b«Ç¡®ª�±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤
´1Á�Â.´Ç§.¥À¥¦«µÆ=Â.´Ç¤N	.·�¤�´µ´Ç¤Ý¡�� ´µ¤Ý±.¡®Æ2Á£«Çª.¤M¤�¥å¯X´Ç¤ÝÜIÁ£¥ ¥¦«µª ±uÌ ÁÈ¯ ¯b bÁÈ·�¯b«Ç¡®ª ±uÌÎ§.ª�Â8¡®«Çª�¯ "�ÅL¤£ï
' Ú�(��;�*),+B�;���
& 2���,7�� 8&9� /���.X&9; 2��

Ck 5 /���. 2 �! +���?� �*�?���?;$2���&*�0��&9� ` ��&9"��% #��&
p.s.h2�; B &* +���B��&*���A<��+� /����+�

χ
&9� �*����� ���%.1�K�+� /������� 8& 2
4 ���%�%.$��"��% #��& 2��K�$4 ��& 2��N�?��� �*�� 8&*� � �*���5.�5&9� �%. ��&'� ` ��.�,7���% #��&�(*���+��,-��. �*(*�Bd

Û$Á�±.°�Æ2¡®ª�¥ ¯b ¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª�Â8¤�  Æ2¤í¯À±uÌ «Ç´µ´Ç§.¥ ¯¦ ¦¤�  ´µ¤�¥ Æ2°í¯bÔ.¡�±.¤�¥ §L¯b«µ´Ç«µ¥ °�¤�¥V±IÁ£ª.¥À·�¤í¯¦¯¦¤M¯bÔ
��¥¦¤²¯b¡®§�¯
¤�ª °�¬�«­¯ÕÁ£ª,¯�´Ç¤�¥º±.«.�=·�§�´Ç¯b°�¥º¯¦¤�·ÕÔ.ª.«.��§.¤�¥�´Ç«µ°�¤�¥�Á£§B·�Á£¥�Ï£°�ª.°� bÁ£´@ï
Ä?ª�¬®¡£«µ·�«D´µ¤2Â. ¦«Çª.·�«ÇÂ(¤Èï�çL¡®«Ç¯
f : Ω −→ Ω

§�ª.¤²Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª2Ô�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤7Â. ¦¡®Â� ¦¤X¯¦¤�´µ´Ç¤)��§.¤
(fn)n

·�¡®ª,¬®¤�  Ï®¤Ý´µ¡�·�ÁÈ´µ¤�Æ=¤�ª,¯
§.ª.«Ç¢3¡£ ¦Æ=°�Æ=¤�ª,¯ ¬®¤� ¦¥

a ∈ Ω
ïIã ´�¥¦§��æ¯:Â(¡®§� ÀÁ£Ü(¡£§�¯b«Ç  � §.ª.¤²·�¡®ª,¯¦ bÁ£±.«Ç·�¯¦«µ¡®ª�±.¤²Æ=¡®ª,¯b  ¤�  ��§.¤

f
¤�¥å¯�«µª � ¤�·�¯¦«Ç¬£¤2·�Á£ �Á£´Ç¡® ¦¥

f
±.¡®«Ç¯ºÂ.  °�¥¦¤�  ¬£¤� �´1Á Æ=°�¯b  «&��§.¤=±.¤��7¡®ÜIÁ -,Á£¥ Ô.«V±�¤

Ω
ï &Ýª ¬®¡®«­¯

±IÁ£ª.¥ §.ª=Â. ¦¤�Æ2«Ç¤� 
¯¦¤�Æ=Â.¥ ��§.¤À´1ÁÝ¥¦§.«­¯b¤
fn Â. ¦°�¥¦¤�ª,¯¦¤X§.ª���±.°í¢'Á£§�¯�� ±uÌÎ°���§.«Ç·�¡®ª,¯¦«µª�§.«Ç¯¦° ±IÁ£ª.¥D´1Á

±.«µ  ¤�·�¯¦«µ¡®ª ª.¡£ ¦Æ2Á£´µ¤²Á£§ ¬®¡£«µ¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤²±.¤
bΩ

ï\&Mª�¤�ª�±.°�±�§.«Ç¯ ��§.¤¿´µ¤�¥7±.°� ¦«Ç¬£°�¤�¥X±.¤
fn °�¬ÈÁ£´Ç§.°�¤�¥

¥¦§. �´Ç¤�¥º±.«µ  ¤�·�¯¦«µ¡®ª�¥¿¯bÁ£ª.Ï®¤�ª�¯¦«µ¤�´µ´µ¤�¥º·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�¤�¥�¤íÅLÂ.´Ç¡®¥¦¤�ª,¯�¥¦§.  SPC(bΩ)
ï?Ä?ª� ¦Á£«µ¥ ¡®ª�±.¤�´µÁ

ª.¡®ª � «µª,¯b°�Ï® bÁ£Ü�«µ´µ«­¯b°À±.¤Ý´µÁ×±.«µ¥å¯b  «µÜ.§�¯¦«µ¡®ª/·�¡®Æ=Â.´µ¤ ÅL¤£¨�«Ç´�¥�Ì ¤�ª.¥¦§.«­¯���§.¤
bΩ = SPC(bΩ)

¤í¯À±.¡®ª.·
��§�¤

f
¤�¥å¯7«µª � ¤�·�¯b«­¬®¤Èï 
 ¡0-®¡®ª.¥7·�¤�´1Á�Â.´Ç§.¥ ¤�ªP±.°í¯ÕÁ£«Ç´ ï

ã ª,¯¦ ¦¡�±.§.«µ¥ ¡®ª.¥ ��§.¤�´&��§.¤�¥²ª.¡È¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥�ïKçL¡£«Ç¯
U

§.ª6¡®§�¬®¤�  ¯¿±.¤
bΩ

 ¦¤�´µÁÈ¯b«­¬®¤�Æ2¤�ª�¯M·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯
±IÁ£ª.¥ SPC(bΩ)

ï
©7ªB¯bÔ�°�¡® ���Æ=¤/±.¤2Â. ¦¡®´Ç¡®ª.Ï®¤�Æ2¤�ª,¯×±_^ � �V¡,ÁÈ¥×¤�¯�ç�¯b ¦Á£§.Ü8¤ G ì è I Ï,Á£ ¦Á£ª,¯b«­¯
��§�¤

f
¥¦¤ÝÂ.  ¡®´µ¡£ª.Ï®¤X¤�ª�§.ª.¤²Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª=´µ«Ç¥¦¥ ¤X±.¤

Ω
U3¯¦Ô.°�¡£ ���Æ=¤ è ï ê�ïÎî WíïL��¡£§. 

q ∈ bΩ
¨.ª�¡®§.¥

ª.¡£¯b¡£ª.¥
TC

q bΩ
´Ç¤ÝÂ.´1ÁÈª ¯bÁ£ª.Ï®¤�ª,¯À·�¡®Æ=Â.´µ¤ ÅL¤ �

bΩ
¤�ª

q
¤�¯

nq(f
n) := 〈fn′(q) ~N(q), ~N(fn(q))〉.

ÓV¤�¯¦¯¦¤ ��§.Á£ª,¯b«Ç¯¦°²Æ2¤�¥¦§.  ¤¿´Ç¤��í¯ÕÁÈ§LÅ ±uÌÎ°�·ÕÔIÁÈÂ.Â(¤�Æ2¤�ª,¯X±IÁÈª.¥À´1Á�±.«Ç ¦¤�·í¯b«Ç¡®ª ª.¡® ¦Æ2Á£´Ç¤	�:±.¤
fn ï

�$¼],3� ��� ���7���� 8���
nq(f

n)
����&�2 1���.1�A�$4  8&&B &* �5&* ` ��.X,-;�,-��&*� ���5.

bΩ
d

ÓV¡®ª.¥¦«Ç±.°�  ¡®ª.¥2´ ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤
Ωε := {z ∈ Ω | d(z, bΩ) ≥ ε} ï ��¡®§� 

n ≥ nε � 1
¨D¡£ª)Á

fn(Ωε) ⊂ {χ ≤ χ(a)/2} ï�Û$¤Ý´Ç¤�Æ=Æ2¤:±.¤ �:¡£Â�¢<ÁÈÂ.Â.´µ«.��§.° �
χ ◦ fn Æ=¡®ª,¯b  ¤ ��§.¤

χ ◦ fn ¤�¥å¯
§.ª.¤7ª.¡®§�¬£¤�´µ´Ç¤7¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª

p.s.h
±.°/"Iª.«Ç¥¦¥bÁÈª�¯¦¤XÏ®´Ç¡®ÜIÁ£´Ç¤ Â(¡£§. 

Ω
¤�¯4��§�¤ ‖~∇χ ◦ fn‖ & 1/ε

Â(¡£§. 
n ≥ nε

U3¬£¡®«µ  ´Ç¤�Æ=Æ2¤²ì�ï ìLï è W ï;ÓV¤�·�«�¥ §��æ¯7·�Á£ 
nq(f

n) ' ‖~∇χ ◦ fn(q)‖ 	
‖~∇χ ◦ fn(q)‖ = 〈~∇χ ◦ fn(q), ~N(q)〉 = 〈~∇χ(fn(q)), fn′(q) ~N(q)〉 ' nq(f

n).

�K¼!,4� [ ��
�� �43T +���/�A��&9�0"���&'��� ��&*�/�
c > 0

�����8�+� <B� � �$4 �����% 8,7���@ #��&
‖F ′(q)u‖ ≥ cnq(F )1/2‖u‖ ∀q ∈ U, ∀u ∈ T C

q bΩ



�

�� 8� �! #���K�*����.A���������N�����������������! #"$���% #��&�(*���+��,-��. �*(*� ��.�����.1�
F

2��
Ω
d

ÓV¡®Æ=Æ2¤
U b SPC(bΩ)

¨;«µ´u¤ ÅL«µ¥ ¯¦¤²§.ª.¤²·�¡®ª�¥ ¯ÕÁÈª�¯¦¤
κ

¯b¤�´µ´µ¤ ��§.¤²Â8¡®§.  ¯b¡£§�¯b¤M¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª
p.s.h±.°+".ª.«µ¥ ¥bÁ£ª,¯b¤²Ï®´Ç¡®ÜIÁ£´Ç¤

ψ
±.¤

Ω
¨

L(ψ, q, u) ≥ κ‖~∇ψ(q)‖ ‖u‖2 ∀q ∈ U, ∀u ∈ TC

q bΩ.

é:¡®§�¥�Á�¬®¡®ª.¥æ  ¤�Æ2Á£ ���§.° ��§.¤ ‖~∇χ ◦ F‖ ' nq(F )
´µ¡®  ¥���§.¤

F
¤�¥å¯æ§.ª.¤ Á£§�¯¦¡ � ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª

Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤�Â� ¦¡®Â.  ¤�±.¤
Ω

ïDÍX«µª�¥¦« ¨ L(χ ◦ F, q, u) & nq(F )‖u‖2 ï &Ý  L(χ ◦ F, q, u) =
L(χ, F (q), F ′(q)u) . ‖F ′(q)u‖2 Â.§�«µ¥���§.¤

bΩ
¤�¥ ¯7´µ«Ç¥¦¥ ¤£ï"&Ýª ¡®ÜL¯b«µ¤�ª,¯À±.¡®ª.· "IªIÁÈ´µ¤�Æ=¤�ª,¯A	

‖F ′(q)u‖ & nq(F )1/2‖u‖.

¹º�\781,�'½'W�,3��7 �.á
«­ÅL¡®ª.¥
p ∈ U

ï�&Mª�¬®¡®«­¯ � ´@Ì ÁÈ«µ±.¤ ±�¤�¥?¢'Á£«Ç¯¦¥ è ¤�¯Vì ��§�¤ ‖fn′(q)u‖ ¯¦¤�ª.±æ¬®¤� ¦¥
´ ÌÎ«µª�".ª.«K§.ª.«­¢3¡® ¦Æ=°�Æ=¤�ª,¯:¥¦§.  {(q, u) ∈ U × T C

q bΩ, ‖u‖ = 1} ï(ÛK¤�¥X·ÕÔ�¤�Æ=«µª.¥:±IÁ£ª.¥
U

±�¡®ª,¯
´1Á ±.°�  «Ç¬£°�¤/¤�¥ ¯º¯ÕÁ£ª.Ï£¤�ª,¯b¤ � ´1Á ±.«Ç¥ ¯b  «µÜ.§L¯b«µ¡£ª�·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�¤

TCbΩ
¥ ¡®ª,¯�±.¡£ª.·/±.«Ç´1ÁÈ¯¦°�¥²ÂIÁ£ 

fn ï
Û?Ì «ÇÆ/Á£Ï£¤X±.¤

fn ·�¡®ª,¯b«Ç¤�ª,¯À±.¡®ª�·M¯b¡®§.¥ ´Ç¤�¥ Â8¡®«µª,¯¦¥ Â(¡®§L¬£ÁÈª�¯��í¯b  ¤4� ¡®«µª,¯b¥ �
fn(p)

ÂIÁ£ V§.ª�·ÕÔ�¤ �
Æ2«Çª�·�¡£Æ2Â.´Ç¤íÅL¤Ý±.¤²´µ¡£ª.Ï®¤�§� 

Rn

¡��
Rn

¯¦¤�ª.± ¬®¤� ¦¥À´ ÌÎ«µª�".ª.« ï.ÓV¤�·�«K¤�¥ ¯7¥¦§��2¥¦Á£ª,¯XÂ8¡®§.  °í¯ÕÁ£Ü�´µ«µ 
��§.¤

fn(U)
·�¡£ª�¯¦«µ¤�ª�¯

bΩ
Â8¡®§. 

n
Á£¥ ¥¦¤RS¿Ï£ bÁ£ª.± ÁÈ§�¬L§ ±.¤�¥ÀÂ. ¦¡®Â� ¦«µ°í¯b°�¥ ±.¤Ýª.¡®ª � «µª,¯b°�Ï® bÁÈÜ.«µ´Ç«Ç¯b°

±.¤À´1ÁM±.«Ç¥ ¯¦ ¦«µÜ�§�¯b«Ç¡®ª�·�¡®Æ=Â.´Ç¤íÅL¤V	,´1ÁM±.«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤À¤�ª�¯¦ ¦¤7±.¤�§�Å=Â(¡®«Çª,¯b¥?±.§=Ü(¡£ ¦±
[ ´Ç¤ ´µ¡®ª.ÏÝ±�¤7´µÁÝ±.«µ¥ �
¯b  «µÜ.§�¯¦«µ¡®ª�·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�¤X\²¤�¥å¯XÜ8¡®  ª.°�¤-U3¬£¡®«µ À´1Á�Â.  ¡®Â8¡®¥¦«­¯b«µ¡£ª è ï ì�ï MTW ï;ÛK¤�¥7Â. ¦¡®Â� ¦«µ°í¯b°�¥7·�´1Á£¥ ¥¦«.��§�¤�¥
±.¤�¥ºÂ. ¦¡£´µ¡®ª.Ï£¤�Æ=¤�ª,¯b¥ºÁ£¥¦¥ §. ¦¤�ª,¯=Á£´µ¡®  ¥ ��§�¤

bΩ = fn(U)
¤�¥å¯�¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤�Æ2¤�ª,¯�Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL¤£ï

¶×Ì Á£Â. ���¥À´µ¤M¯bÔ�°�¡® ���Æ=¤¿±�¤º�?«Çª.·ÕÔ�§
��·�«­¯b°Ý·�« � ±.¤�¥¦¥ §.¥�¨
f

¤�¥å¯7§.ª�Ü�«µÔ.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�«µ¥¦Æ=¤£ï
�

� �?� � ���������!�@�!�!�!��" ����� ���
	 � ���
�.������� ��� � � �9�������
� �
� � 	�� �����
��� ���$� � ��� ��� #

Ä ª ±.«ÇÆ2¤�ª.¥¦«Ç¡®ª�ìº¯¦¡®§�¯ÀÁÈ§�Æ2¡®«Çª.¥�¨�´µ¤:¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤ è Â� ¦¡®Ô.«ÇÜ(¤:¯b¡®§�¯ ·�¡®Æ=Â(¡£  ¯b¤�Æ2¤�ª,¯  ¦°�·�§.  �
 ¦¤�ª�¯ � ´ ÌÎ«µª,¯b°� ¦«µ¤�§. �±.§�±.¡®Æ2Á£«µª�¤£ïÈÛ$¤ ¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤ÀìX·�¡®ª.¥å¯b«Ç¯¦§.¤ ��§IÁ£ª,¯ � ´Ç§.«�§.ª�Â(¡£«µª,¯<±.¤ ±�°�ÂIÁ£ å¯
Â(¡£§. À´ ÌÎ°�¯b§�±.¤²±.¤�¥:±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�¥7ª.¡®ª �  ¦°�·�§.   ¦¤�ª�¯¦¤�¥�ï(ã ´�Á£¥ ¥¦§.  ¤×ÂIÁ£ À¤ Å�¤�Æ2Â�´µ¤ ��§uÌ §�ª Â(¡£«µª,¯7±.¤
¥ ¯¦ ¦«µ·í¯b¤DÂ.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL«Ç¯¦° ±IÁ£ª.¥�´ Ì Á£±.Ô�°� ¦¤�ª.·�¤ ±.¤V´µÁ ±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤D¤�¥ ¯
§.ª×Â8¡®«Çª�¯ "�ÅL¤È¨ ��§.«LÁÈ¯¦¯¦«µ  ¤
´µ¤�¥ ¡® ¦Ü�«Ç¯b¤�¥ ±.¤�¥7Â8¡®«Çª�¯¦¥ ±.¤

Ω
¤�¯ SPC(bΩ)

ï;¶MÁ£ª.¥ ·�¤�¯¦¯¦¤²¥¦«Ç¯¦§IÁÈ¯¦«µ¡®ªu¨�´µ¤�¥V¯b ¦Á�¬£ÁÈ§LÅ�±.¤ºÓVÔ.¤� ¦ª �
Ö�¡®¥ ¤�  U G ì£ß�I@¨ è<% MÈî�WKÂ8¤�  Æ2¤í¯¦¯¦¤�ª,¯�±.¤ ·�¡®Æ=Â.´µ°í¯b¤� K´Ç¤?¯ÕÁ£Ü.´Ç¤�Á£§²±.¤ ¢'Á#��¡®ª¿¢3 ¦Á£Â.ÂIÁÈª�¯¦¤ 	�´ ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤
SPC(bΩ)

¤�¥å¯²¥¦Â.Ô�°� ¦«.��§.¤£¨u·ÈÌ ¤�¥ ¯�� � � ±.«µ  ¤×´µ¡�·�ÁÈ´µ¤�Æ=¤�ª,¯XÓ ¾ ±�«PO(°�¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤ � §�ª�¡®§�¬®¤�  ¯Ý±�¤�´1Á
¥¦Â.Ô��� ¦¤ÈïD¾:Á£Â�Â(¤�´µ¡®ª.¥ ��§.¤�ÓVÔ.¤� ¦ªH¤�¯/Ö�¡®¥ ¤� =°�¯ÕÁÈÜ.´µ«Ç ¦¤�ª,¯�´@Ì ¤ ÅL«µ¥ ¯¦¤�ª.·�¤�±�Ì §.ª�¤P´Ç«µ¥å¯b¤�·�¡£Æ2Â.´.��¯¦¤
±uÌÎ«µª,¬ÈÁ£ ¦«µÁ£ª,¯b¥²Ó ¾S±.¤�¥ºÔ -�Â8¤� ¦¥ §.  ¢'ÁÈ·�¤�¥×ÛK¤�¬�«?ª.¡®ª � ±.°�Ï£°�ª.°� ¦°�¤�¥�ï�¶MÁ£ª.¥¿´1Á�¥ «Ç¯¦§IÁÈ¯b«Ç¡®ª�·�¡£ª�¯¦ bÁ£· �
¯ÕÁ£ª,¯¦¤�¤�ª,¬�«µ¥bÁÈÏ®°�¤È¨�·�¤�¥¿«µª,¬ÈÁ£ ¦«µÁ£ª,¯b¥M¥ ¡®ª,¯¿·�´1ÁÈ«µ ¦¤�Æ2¤�ª,¯Ý·�¡®ª�¥ ¯ÕÁÈª�¯¦¥º¥ §.  SPC(bΩ)

ï$Ä?ª ¥ §.«Ç¬ÈÁ£ª,¯
·�¤í¯¦¯b¤:¬®¡®«Ç¤£¨ ` ¤�Ü�¥ ¯b¤�  U GaM£ê�I@¨ è&% MÈî W ¨��V§� ¦ª.¥ �åçLÔ.ª�«µ±.¤� AU G ìÈî�I@¨ è<% MTMTWí¨ �V¤�´µ¡®¥ ÔIÁ£Â
� Á)U�G è êJI ¨ è<% MTM�W
¤�¯7ÛK¡®Ü8¡L±.Á:U�G ÞÈß�I@¨ è<% M % WVÂ� ¦¡®§�¬#��  ¤�ª,¯X´Ç¤Ý ¦°�¥¦§.´­¯ÕÁÈ¯À¥ §.«Ç¬ÈÁ£ª,¯A	
' Ú�(��8�*),+B�AZ$� >��� #��&*�

S
���
S ′ 2���� 37(�:X�*��.1����.G`R��"���� ���%.� #"��/��,-��&*���*�?���_2��?"���&21��435���A2�� Ck= ;!1���&*�@�*���8�+��,-��&*� 5 /���. 2 > d9>F4  8� �43T +����� ��&9�A���5 8�/�
2��
2� : ;���,-��. �*(� +��,-��� 698 (fn)n

2��
S 51����+���5.1�D2���&'�

S ′ �����8�+��� <B�*� (fn)n

"���&21���.@<��A��&* ` ��.X,-;�,-��&*��1���.1�A��& �*�� 8&*�F2��
S ′ ���+��.1� S�����F�+�?"$���+��,-��&*�C�/�*(*;�.X =<B�*��BF %d%�Bd �+�?"$���+��,-��&*� 698 ��2� : ;���,-��. �*(*� 5 �5& ��� 1���.X� 2��
� � �/�*(!C�.1���� "��! %2� #��&*&9�Bd
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Û$Á�±.°�Æ/ÁÈ ¦·ÕÔ.¤M±�¤ ` ¤�Ü.¥ ¯¦¤�  ¤�¯ � §. ¦ª.¥ �åçLÔ�ª.«µ±.¤�  ¤�¥å¯À´1Á×¥ §.«Ç¬ÈÁ£ª,¯¦¤£ï.Û$Á�  °�¥¦¡£´µ§�¯¦«µ¡®ª�±�§�Â. ¦¡ �
Ü.´&��Æ2¤º±.¤

G
� ¥å¯b ¦§�·�¯b§� ¦¤�¤�O�¤�·�¯b§�°�¤æ±IÁ£ª.¥NG ì£ß�I<Â.  ¡L±.§�«Ç¯:§.ª ¯b¤�ª.¥¦¤�§. ¿Ó ¾ � «µª,¬ÈÁ£ ¦«µÁ£ª,¯:ª�§.´
¥¦«
¤í¯

¥¦¤�§�´µ¤�Æ=¤�ª,¯ ¥¦«;´ ÌÎÔ -�Â(¤� ¦¥¦§�  ¢'Á£·�¤X¤�¥å¯V¥ Â.Ô.°� ¦«&��§.¤Èï�¶XÁ£ª.¥D´µ¤7·�Á£¥Dª.¡®ª � ¥¦Â.Ô�°� ¦«.��§.¤£¨�§.ª.¤:ª.¡®  Æ/Á£´Ç«µ¥¦Á �
¯b«µ¡£ª2±.¤:·�¤í¯ «µª,¬ÈÁ£  «1Á£ª,¯D·�¡®ª�±.§.«Ç¯ � ´µÁ¿  °�±.§.·í¯b«Ç¡®ª�±.§2Ï® ¦¡®§�Â(¤:¥ ¯b  §.·�¯¦§. bÁÈ´(±.¤:´ ÌÎÔ -LÂ8¤�  ¥¦§. å¢'Á£·�¤ �

U(k − 1)
ïu�?´µ§.¥Ý·�¡®ª.·� ���¯¦¤�Æ=¤�ª,¯�¨�·�¤�·�«?Æ2¡£ª�¯¦ ¦¤�´@Ì ¤ ÅL«µ¥ ¯¦¤�ª.·�¤�±uÌÎ§.ª.¤�±.«Ç¥ ¯ÕÁÈª.·�¤=Ó ¾ � «Çª�¬ÈÁ£  «1Á£ª,¯¦¤

¥¦§. �´Ç¤�¥�Ô -�Â(¤� ¦¥¦§�  ¢'Á£·�¤�¥=ª.¡®ª � ¥¦Â.Ô.°� ¦«.��§�¤�¥�¨ ��§.« «Çª,¯b¤�  ±.«Ç¯×¯b¡®§�¯æ·�¡®Æ=Â(¡® å¯b¤�Æ2¤�ª�¯�±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤ �
Æ2¤�ª�¯X·�¡®ª,¯¦ bÁ£·í¯ÕÁ£ª,¯�ï7�V¤�´µ¡®¥ ÔIÁ£Â
� Á/¤í¯ÝÛK¡®Ü8¡L±IÁ=±.°�±�§.«µ¥ ¤�ª,¯ ��§IÁ£ª,¯ � ¤�§LÅ�·�¤¿¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤º±uÌ §�ª.¤
°�¯b§�±.¤Ý±.¤M´@Ì Á£·í¯b«Ç¡®ª/±.¤�¥ ±.«PO(°�¡£Æ2¡®  Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤�¥VÓ ¾ ¥¦§�  ´µ¤�¥V·ÕÔIÁZY1ª�¤�¥�¨L¤�¯ Â�´µ§.¥ Â� ¦°�·�«µ¥ °�Æ=¤�ª,¯À±uÌÎ§.ª
 ¦°�¥ §.´Ç¯bÁÈ¯º±.¤�´µ«Çª.°�ÁÈ ¦«µ¥¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª�´µ¡�·�ÁÈ´µ¤æ±.§�Ï®  ¡®§.Â8¤/±uÌ Á£§�¯¦¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�«µ¥¦Æ=¤�¥×Ó ¾ ±.¤/´@Ì Ô -�Â(¤� ¦¥ §.  ¢'Á£·�¤
Á£«µª.¥ «!��§uÌ Á£§P¯¦Ô.°�¡£ ���Æ=¤²î.ï

©7ª�Á£ª.Á£´µ¡®Ï£§.¤Ý±.§ ¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤²îæÂ(¡£§.  ´µ¤�¥7Ü�«µÔ.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�«µ¥¦Æ=¤�¥ ±.¤�¥À±.¡£Æ/Á£«Çª.¤�¥ ¤�¥ ¯:´µ¤M¯¦Ô.°�¡ �
 ���Æ=¤ ±.¤ ` ¡®ª�Ï � ¾À¡®¥bÁ -£ï Ä?ª è<% MTML¨ ` ¡®ª.Ï GaMÈî�IM·�Á£ bÁÈ·�¯b°� ¦«Ç¥bÁ£«­¯�´1Á Ü(¡®§�´µ¤�§�ª.«Ç¯¦° ÂIÁ£  Æ2«7´µ¤�¥
±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ ¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤�Æ2¤�ª,¯ÀÂ.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤�¥MÜ8¡® ¦ª�°�¥À±.¤

Ck ·�¡®Æ=Æ2¤M°í¯ÕÁ£ª,¯7´µ¤Ý¥ ¤�§.´ � Â8¡®¥¦¥ °�±.¤� 
§.ª�Ï®  ¡®§.Â8¤X±uÌ Á£§�¯¦¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤�¥ ª.¡®ª � ·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯�ï�¾7¡£¥bÁ -/±�¡®ª.ªIÁ×§�ª.¤X¬®¤� ¦¥ «µ¡®ª�¥ ¤�Æ=« � ´Ç¡L·�Á£´µ¤ ±�¤
´ Ì Á£ ¦Ï®§�Æ2¤�ª�¯º±.¤ ` ¡®ª.Ï U�G ë£ë�I@¨ è<% M % Wí¨�Â.§.«Ç¥��?«µª.·ÕÔ�§
� ¤�ª ±.¡£ª.ªIÁ §.ª ±.°�Æ2¡£ª.¥ ¯¦ bÁÈ¯¦«µ¡®ª ÜIÁ£¥¦°�¤
¥¦§. À´µ¤�¥ ¯b¤�·ÕÔ.ª.«&��§.¤�¥X±.¤²±.«Ç´1ÁÈ¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥D±.¤²·�¡�¡® ¦±�¡®ª.ª.°�¤�¥
U GÎë®ê�I@¨ è&% %�è W ï
' Ú�(��;�*),+B� *�� �\7 �]3��/�\W�¼��'9&�?>��� 8�

Ω
��& 2���,7�� 8&9�:2��

Ck ���
(fn)n

�5&9�)���� 8���32
4 ���������,-��. �*(� +��,-���c2��
Ω
d >F4  8� �43T +���/�)��& �*�� 8&*�

z0 ∈ Ω
2���&*� �$4 ��.�/B 8�/� {fn(z0)}n

��"�"��5,0���+��5&:�*�� 8&*� ��� 1��� +�� 8&��?<��72�� <B�*���
bΩ

����� �! +���?� ��� ���%.X #"�����,-��&*� �*�?���'2��?"���&21��435�K���+��.1�
Ω
�����

/B +(*���+��,-��./�*(� =<B�*��,-��&*� ;5<B�� 1����+��&*� 5 � ��/����5�+�A��&* 8�/;
2�� Ck d
ÛK¤�¥ ¯¦¤�·ÕÔ.ª�«&��§.¤�¥P±.¤6±.«Ç´1ÁÈ¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥/¡£ª�¯P°�Ï,Á£´µ¤�Æ2¤�ª,¯�Â(¤� ¦Æ=«µ¥�±.¤�¥ Ï®°�ª.°� bÁ£´Ç«µ¥¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥�±.¤6·�¤

 ¦°�¥ §.´Ç¯bÁÈ¯ÝÁÈ§�·�Á£¥M¢'Á£«ÇÜ.´µ¤�Æ2¤�ª,¯XÂ.¥ ¤�§.±�¡L·�¡®ª,¬®¤íÅL¤Èï
©7ª ¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤�ÁÈªIÁ£´µ¡£Ï®§.¤�Á�°í¯b°�¡®ÜL¯b¤�ª�§6ÂIÁ£ 
�V¤� å¯b¤�´Ç¡L¡È¯)G è ßZIÀ´µ¡®  ¥���§.¤ ´µ¤�Â8¡®«Çª�¯æ±�Ì «ÇÆ2ÂIÁÈ·�¯æ¤�¥å¯=±.¤�¯ -LÂ8¤ "Iª.« ±IÁ£ª�¥

C2 ¤í¯=ÂIÁ£ 2ä¿ÁÈ§.¥¦¥ «µ¤� GÎî,ëJIK±IÁ£ª�¥7´Ç¤M·�ÁÈ¥ ·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤×±.¤M¯ -�Â8¤ ".ª.«u¤�ª�¯¦¡®§�¯b¤�¥À±.«µÆ=¤�ª.¥ «µ¡®ª�¥�ï
� ¤�±�¢3¡®  ± � �?«Çª.·ÕÔ�§
��Á�¬ÈÁ£«µ¤�ª�¯
Á£§.ÂIÁ£ ¦Á�¬£ÁÈª�¯×·�Á£ ¦Á£·�¯¦°�  «µ¥¦°2´µ¤�¥�±.¡®Æ2Á£«µª�¤�¥¿±.¡®ª,¯�´µÁP¢3 ¦¡£ª�¯¦«&�� ¦¤/¤�¥ ¯�Ï£´µ¡®ÜIÁÈ´µ¤�Æ=¤�ª,¯¿±.¤/¯ -�Â8¤ "Iª.«
±IÁ£ª.¥

C2 ¡£§ ·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤�±.¤�¯ -�Â8¤ ".ª.« ±IÁ£ª.¥
Ck ¤�¯æ±�¡®ª,¯æ´µ¤�Ï®  ¡®§.Â8¤�±uÌ Á£§�¯b¡£Æ2¡®  Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤�¤�¥å¯

ª.¡®ª � ·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯DU GÎëL¨8ÞL¨ MJI8W ï
ÛK¤�¥²¯b¤�·ÕÔ.ª.«.��§�¤�¥¿±.¤2±�«µ´1Á ¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥:±.¤æ·�¡�¡® ¦±�¡®ª.ª.°�¤�¥�¨$·�¡®Æ�Ü.«Çª.°�¤�¥ºÁÈ§LÅ6Â.  ¡®Â. ¦«Ç°�¯¦°�¥²±.¤æ±.«µ´µÁ �

¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª2Á£§/Ü8¡®  ±/±.¤�¥V¢'Á£Æ=«µ´µ´Ç¤�¥<±�Ì Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ªæÔ.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�¤�¥DÂ. ¦¡®Â� ¦¤�¥ U'ÂIÁÈ  ¯b«Ç¤Mì�W?¢3¡®§� ¦ª.«Ç¥¦¥¦¤�ª,¯
§.ª.¤²Â. ¦¤�§�¬®¤²ª.¤í¯¦¯¦¤�Æ=¤�ª,¯7Â.´µ§.¥ ¥ «µÆ=Â.´µ¤X±.§�¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤Ýî.¨�¥¦§.¥ ·�¤�ÂL¯b«µÜ�´µ¤²±.¤Ý¥�Ì Á£±IÁÈÂ�¯b¤� :ÁÈ§P·�Á£±.  ¤
¢'Á£«µÜ.´Ç¤�Æ=¤�ª,¯=Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL¤6±.¤�¯ -�Â8¤ "Iª.«@ïVÓV¤�ªuÌÎ¤�¥ ¯/¯b ���¥/Â.  ¡®ÜIÁ£Ü�´µ¤�Æ=¤�ª,¯2ÂIÁ£¥�´Ç¤�·�Á£¥/±�¤
´ Ì Á£Â.Â.  ¡L·ÕÔ.¤Ý±�¤×ÓVÔ�¤� ¦ª �åÖ�¡®¥ ¤� �ï

ÛK¤�Â� ¦«µª�·�«µÂ8¤=±.¤�ª.¡£¯¦ ¦¤�±�°�Æ=¡®ª.¥ ¯¦ bÁÈ¯¦«µ¡®ª ¤�¥å¯�´µ¤2¥¦§.«­¬£ÁÈª�¯�ï
é7¡®§.¥�·�¡®ª.¥ «µ±.°� ¦¡®ª.¥×§.ª.¤�¥ §.«Ç¯¦¤
±.¤²±.«PO(°�¡®Æ=¡®  Â.Ô.«µ¥ Æ2¤�¥7Ó ¾

fn : S ↪→ S ′ ¡��
S

¤�¯
S ′ ¥ ¡®ª,¯X±�¤�¥7Ô -�Â8¤�  ¥¦§. å¢'Á£·�¤�¥X¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤�Æ2¤�ª,¯

Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤�¥<±.¤
Ck ¨0��§.«,·�¡®ª,¯b bÁÈ·�¯b¤ S ¥ §. $§.ª¿Â(¡®«Çª,¯

a ∈ S ′ ï�Í:Â. ���¥�´Ç¤�¥$Á�¬®¡£«µ $Â. ¦¡£´µ¡®ª.Ï£°�¤�¥
¤�ª ±.¤�¥ ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥2Ô.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤�¥2¤�ª,¯b  ¤�±�¤�¥�±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥2¥¦¡®§�¯¦¤�ª�§.¥ ÂIÁ£ 

S
¤�¯
S ′ ¨ ª.¡®§�¥

 ¦¤�ª�¡® ¦Æ2Á£´µ«Ç¥¦¡®ª�¥7´µÁ2¥ §.«Ç¯¦¤×±.¤º·�¤�¥²ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥ ¤�ª�´µ¤�¥X·�¡®Æ2Â8¡®¥¦Á£ª,¯MÁ£§�Ü.§�¯ÝÂIÁÈ :±.¤�¥M ¦¤�Æ2«Ç¥¦¤�¥
� ´ ÌÎ°�·ÕÔ.¤�´µ´µ¤�Ü�«µ¤�ª)·ÕÔ�¡®«µ¥ «µ¤�¥�ï ÛK¤6Â. ¦¡®Ü�´&��Æ=¤ ¤�¥ ¯PÁ£´Ç¡® ¦¥�±�¤6¬£¡®«µ  ��§�¤�´µÁ�¥¦§.«­¯b¤�  ¤�ª.¡®  Æ/ÁÈ´µ«µ¥ °�¤
·�¡®ª,¬®¤� ¦Ï®¤Ý¬£¤� ¦¥À§.ª�Ü�«µÔ.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�«µ¥¦Æ=¤À¤�ª,¯b  ¤²´µ¤X±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤:¥¦¡®§.  ·�¤²¤�¯ §.ª ¡®§�¬®¤�  ¯À±.¤Ý´µÁ×Ü8¡®§.´µ¤
¥¦¡®§�¯¦¤�ª�§�ÂIÁÈ 2§.ª�¤�Â8¡®  ¯¦«µ¡®ª�±.¤�´1Á�¥¦Â�Ô
��  ¤£ï Û$Á6±.«.�=·�§.´Ç¯¦°�Â.  «µª.·�«µÂIÁÈ´µ¤�¤�¥å¯/±�¤�¥�Ì Á£¥ ¥¦§.  ¤� �±�¤
´1Á2ª�¡®ª � ±�°�Ï®°�ª.°�  ¤�¥¦·�¤�ª.·�¤æ±.¤×´@Ì Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª ´µ«ÇÆ2«­¯b¤ÈïIÓV¤�Â.  ¡®Ü.´.��Æ=¤ºª.¤×¥¦¤×Â� ¦°�¥ ¤�ª,¯b¤�Â.Á£¥M±IÁ£ª�¥
´1Á6¥¦«Ç¯¦§IÁÈ¯¦«µ¡®ªH±.¤ ` ¡®ª.Ï � ¾À¡®¥bÁ -®ïDé7¡®§.¥/´Ç¤�¥ §. ¦Æ=¡®ª,¯b¡£ª.¥2¤�ª	��§IÁ£ª,¯b«�";Á£ª,¯�´µÁ�±�«µ´1Á ¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª ±.¤�¥
Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª.¥ Ó ¾²ï



���



� �����u� ����� � � 
��u���P���

�E7(��� � .�½81£�e,3�\7 � �

�?  ¡®Ü.´&��Æ2¤Ý±�¤¿´@Ì «Çª � ¤�·í¯b«­¬L«­¯b°Èï?ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï ì
ÓV¡£ª�¯¦ bÁ£·í¯b«ÇÜ.«µ´Ç«Ç¯b°:±.¤�¥ÀÔ -�Â(¤� ¦¥ §.  ¢'Á£·�¤�¥:¥ ¯b  «µ·í¯b¤�Æ=¤�ª,¯7Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL¤�¥�ï ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï ß

�E78.�� � .���W 7��I��¼L�e,'��78W��,� 1®��7(»8��7(�e,3��7'WÈ� ��Q
� 4¿�*(��2, + ,=7�¼!,3�&��W£� ���

è ï è ¶X¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ Ô -LÂ8¤�  ·�¡®ª,¬£¤íÅL¤�¥Ý±.¤
Ck ï ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï è Þ

è ï ì �V¡® ¦±�¥7±�¤�¥7±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ ±.¤
Ck ï ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï è ß

è ï ì�ï è ç�¯¦ ¦«Ç·�¯b¤²Â.¥ ¤�§.±�¡L·�¡®ª,¬®¤íÅL«­¯b°£¨;¢3¡®  Æ2¤M±�¤ºÛK°í¬L«@ïÝïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï è ß
è ï ì�ï ì ¶X«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤×Ó ¾²ï ï¿ïºï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï ìÈà

è ï ê ç�¯b  §.·�¯¦§. ¦¤¿±.¤�¥7Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥VÔ.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤�¥ Â. ¦¡£Â. ¦¤�¥�ï�ï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï ì î
è ï êLï è ç�¯¦ ¦§.·í¯b§.  ¤ � ´@Ì «Çª�¯¦°�  «µ¤�§� �ï�ï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï ì î
è ï êLï ì ç�¯¦ ¦§.·í¯b§.  ¤×ÁÈ§PÜ8¡®  ±uï�ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï ì£Þ

è ï î ¶)-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤²Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤X±IÁ£ª.¥À´µ¤�¥À±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ 	�ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï ì�M
è ï î�ï è ¶X«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤¿±.¤ �:¡£ÜIÁ -,Á£¥ Ô.« ï?ï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï ì�M
è ï î�ï ì ¶)-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤¿±.Á£ª.¥À´µ¤�¥À¬ÈÁ£  «µ°í¯b°�¥ ¯bÁ£§�¯�ïXï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï ìÈß
è ï î�ï ê Ä
ÅL¤�Æ=Â.´µ¤�¥:±�¤ºÛ$ÁÈ¯ ¯ ��¥�ïqïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºïnê è
è ï î�ï î Ä
ÅL¤�Æ=Â.´µ¤×±.¤ 3D¡�·�·�¡�S�¤�¯ÝÂ8¤� å¯b§.  ÜIÁÈ¯¦«µ¡®ªu¨8°�¬ÈÁ£ª�¤�¥¦·�¤�ª.·�¤æ±.¤�¥M¬ÈÁ£  «µ°�¯¦°�¥

¥å¯ÕÁ£Ü.´Ç¤�¥�ï.ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºïnê£ê
è ï Þ Ä ª,¯¦ ¦¡®Â.«Ç¤Ý¯b¡®Â8¡®´µ¡£Ï®«&��§.¤nï¿ïºï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºïnê®Þ

è ï Þ�ï è ¶X°/"Iª.«­¯b«µ¡£ª.¥�ï ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºïnê®Þ
è ï Þ�ï ì çL§�Â.Â(¡£  ¯7±.¤²´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤0	�¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤²±.¤(�V¡	� ¤�ªuï ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºïnê£ë
è ï Þ�ï ê ÛK«µ¤�ª.¥À¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤ � ±�¤�Ï®  °£ïHïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºïnê£ß

è ï ë Ö�°�¯¦Ô.¡L±�¤�¥7±.¤²·ÕÔIÁ£ª.Ï®¤�Æ2¤�ª,¯X±uÌÎ°�·ÕÔ�¤�´µ´Ç¤£ïâï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï�î è
è ï ëLï è ³�¤�·ÕÔ.ª�«&��§.¤�¥:±.¤²±.«µ´µÁÈ¯ÕÁ ¯b«µ¡£ª.¥V±.¤²·�¡L¡®  ±.¡®ª.ª�°�¤�¥�ïhï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï�î è
è ï ëLï ì �? ¦¡£Â. ¦«Ç°�¯b°�¥À±.¤�¥7 ¦¤�Æ2«Ç¥¦¤�¥ � ´ ÌÎ°�·ÕÔ�¤�´µ´Ç¤£ï ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï�î®ê
è ï ëLï ê Í:Â.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥�ï�ï¿ïºï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï�î£î

[ � � ��¼]7'W�,4»?,4�<(P¼I½�Ë?�;�U. .$��W=¼ � ���2,=1®¼��e,3��7'W�Ú$�8�'� +B�;� ��Ú���W ���&� ��� ��W£� Z�

ì�ï è ÓV¡®ª,¯b  ;£´µ¤X±�¤�¥V±�°� ¦«­¬®°�¤�¥V¯bÁ£ª.Ï®¤�ª�¯¦«µ¤�´µ´µ¤�¥ ·�¡®Æ=Â.´µ¤ ÅL¤�¥VÂ.Á£  ´Ç¤�¥D±.°�  «Ç¬£°�¤�¥Vª.¡® ¦Æ2Á£´Ç¤�¥�ïÝî�M
ì�ï ì ¶X°�  «Ç¬®°�¤�¥:ª.¡® ¦Æ2Á£´Ç¤�¥�ï~ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï�î®ß
ì�ï ê ÍXÂ.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ÀÓ ¾ 1B�BdI±.«µ´µÁÈ¯ÕÁ ¯b«µ¡£ª.¥ Ó ¾²ï
ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï�î %

è®è



�,�

Q ¸ ��7�¼2+ ,�
u½$� .$��W=¼ � ���2,=1®¼��e,3��7'W�Ú$�8�'� +B�;� ��Ú���W ���&� ��� ��W .�� .�� +B¼!,=7$�/W��*( 3
�(½��=,'���0W��,� ���&�;Ë
� ),+B��.$���cbP,27�d���1£�e,4»?,3�&(8� � �
ê�ï è Ä
Å�«Ç¥ ¯¦¤�ª.·�¤º±.¤Ý´Ç«µÆ=«Ç¯¦¤�¥Dª.¡® ¦Æ2Á£´Ç¤�¥ ±.¤

ρ
¤�ªP§�ª�Â8¡®«µª,¯ ±�¤Ý¥ ¯b  «µ·í¯b¤ÝÂ.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª �

¬®¤ Å�«­¯b°ÈïHï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï Þ®Þ
ê�ï è ï è ÛK¤�Æ2Æ=¤�¥ Â.  °�´Ç«µÆ=«µªIÁ£«Ç ¦¤�¥�ïEïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï Þ£ë
ê�ï è ï ì �?  ¤�§�¬£¤×±.§P´µ¤�Æ2Æ=¤Mê�ï è ï è ï8ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï Þ£ß

ê�ï ì ¶)-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤² ¦°�·�§.   ¦¤�ª�¯¦¤º¤í¯7¤íÅLÂIÁ£ª.¥ «Ç¬�«Ç¯¦°¿Á£§ Ü(¡®  ±uï�ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï Þ %
ê�ï ìLï è ÛK¤�Æ2Æ=¤Ý±.¤�¥ÀÆ2ÁÈ¯b  «µ¡�·ÕÔ
� Á£¥�ï ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï Þ %
ê�ï ìLï ì �?  ¤�§�¬£¤×±.§ ¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤ è ï ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï ë®à
ê�ï ìLï ê Ó ÁÈ¥7±�¤�¥7 ¦°�¯¦ bÁ£·í¯b¥À±.¤²±.«ÇÆ2¤�ª.¥¦«Ç¡®ª%��§.¤�´Ç·�¡®ª
��§.¤Èï ï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï ë è

ê�ï ê ¶)-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤Ýª.¡£ª �   °�·�§� ¦ ¦¤�ª,¯b¤K	�¯b ¦Á£ª.¥ Æ2«Ç¥¦¥¦«Ç¡®ª�±.¤²´µÁ×±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤ � SPC(bΩ)
ïºë è

ê�ï î ÍX§�¯¦¡ � ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥VÔ.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�¤�¥ Â.  ¡®Â.  ¤�¥7±.¤�¥À±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥ ±.«Ç¥���§.°�¥�ïqï¿ï¿ï¿ï ë®ê
ê�ïÎî.ï è á�«µÜ. ¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª�±.¤ �:¡£Â�¢ ï~ï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï ë®ê
ê�ïÎî.ï ì ¶:¤�§LÅP´Ç¤�Æ=Æ2¤�¥�ï×ï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï ë£î
ê�ïÎî.ï ê ¶:°�Æ=¡®ª.¥ ¯¦ bÁÈ¯¦«µ¡®ª ±.§ ¯bÔ�°�¡® ���Æ=¤²ê�ï<ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï ë,Þ

Z ¹×��7(��� ¼]1£�e,'Ë','�2,4�<(=��� W �
Ú�(��0,21 ,4�<(-.$�/W�Ú � �?���UW�½�� � ¼!1®��W W����0,=1£���,+B��7(� �'W���½8.��]3
1®�\78»(� �K��W O �

î.ï è ¾7¤�ª.¡®  Æ/Á£´Ç«µ¥¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª/±.¤
fn

ï ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï ë %
î.ï ì ¾7°�±.§.·í¯b«µ¡£ªP±�§�Â.  ¡®Ü.´.��Æ=¤£ï ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï M è
î.ï ê ¶X°�Æ=¡®ª.¥å¯b ¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª ±.§P¯¦Ô.°�¡£ ���Æ=¤Ýî.ï ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï M®ì

î.ï ê�ï è �?  ¤�§�¬£¤×±.¤ [ K =⇒ O
\bï(ï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ï²ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï²ïºï¿ï M£ê

î.ï ê�ï ì �?  ¤�§�¬£¤×±.¤ K(Fn)
ï/ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï M£ê

î.ï ê�ï ê �?  ¤�§�¬£¤×±.¤ K(Gn)
ï ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï MÈî

î.ï î ÍXÂ.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥�ïhï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï M®Þ
î.ïÎî.ï è �?  °�´µ«ÇÆ2«ÇªIÁ£«Ç ¦¤£ï�ï¿ï¿ïºï²ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï²ï¿ïºï¿ï¿ïºï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï M®Þ
î.ïÎî.ï ì ©7ª.¤Ý¬®¤� ¦¥¦«Ç¡®ªP´µ¡�·�Á£´Ç¤M±.§ ¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤²±.¤ ` ¡®ª.Ï � ¾7¡®¥¦Á -®ï�ï¿ïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï M£ß
î.ïÎî.ï ê ¶ -Lª.Á£Æ2«.��§.¤²±.¤�¥:Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥VÔ�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤�¥VÂ. ¦¡®Â� ¦¤�¥�ïÝïºï¿ï¿ï¿ï¿ï¿ï M£ß
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ÛK¤�¥7ª�¡£¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥ ¥¦¡®ª,¯7·�¡®ª�¥ ¯ÕÁÈª�¯¦¤�¥À¯b¡®§L¯XÁÈ§P´Ç¡®ª.Ï�±.¤²´µÁ�¯¦Ô
��¥ ¤£ï
•

��¡®§. À§.ª.¤¿Ô -LÂ8¤�  ¥¦§. å¢'Á£·�¤¿ ¦°�¤�´Ç´µ¤Ý´µ«Ç¥¦¥ ¤
M

±.¤
Ck ¨.¡£ª�ª.¡È¯b¤

� SPC(M)
´@Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´Ç¤Ý±.¤�¥7Â(¡£«µª,¯b¥ ±.¤²¥å¯b ¦«Ç·�¯¦¤ÝÂ.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL«Ç¯b°º±.¤

M
¨

� FPC(M)
´ ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤Ý±.¤�¥ÀÂ8¡®«µª,¯¦¥ ±.¤Ý¢'Á£«µÜ.´Ç¤MÂ.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL«Ç¯¦°×±.¤

M
¨

� SPC(x)
´µÁ�·�¡®Æ=Â(¡£¥bÁ£ª,¯b¤Ý·�¡®ª.ª.¤ ÅL¤×±uÌÎ§.ªPÂ(¡®«Çª,¯

x ∈ SPC(M)
±.Á£ª.¥ SPC(M)

¨
� FPC(x)

´1Áº·�¡®Æ=Â(¡£¥bÁ£ª,¯b¤:·�¡®ª�ª.¤íÅL¤²±uÌÎ§.ª�Â(¡£«µª,¯
x ∈ FPC(M)

±IÁ£ª.¥ FPC(M)
ïLã ´

¥�Ì ÁÈÏ®«Ç¯À±uÌÎ§.ªP·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯À±.¤
M

ï
•

ÛK¡®  ¥���§.¤
M

¤�¥å¯×§.ª�¤2Ô -�Â(¤� ¦¥ §.  ¢'Á£·�¤/  °�¤�´Ç´µ¤æ´µ«Ç¥¦¥ ¤=¥å¯b  «µ·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯¿·�¡®ª,¬£¤íÅL¤�±.¤
Ck ¡®§�´µ¤

Ü(¡£ ¦± ±uÌÎ§.ª�±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤
Ω

ï;��¡®§. 
q ∈M

¨I¡®ª�ª�¡£¯b¤0	
� ~N(q)

´µ¤�¬®¤�·�¯¦¤�§. ¿§.ª.«­¯ÕÁ£«Ç ¦¤�ª.¡®  Æ/ÁÈ´ �
M

¤�ª
q

±.«Ç ¦«ÇÏ®°×¬®¤� ¦¥º´1Á�ÂIÁ£ å¯b«Ç¤�·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤�±.¤
Ck\M U3¡®§�¬®¤�  ¥

Ω
W ¨

� Λq

´1Á�¢3¡®  Æ2¤M´Ç«µª.°�Á£«µ  ¤
Λq(·) = 〈 ~N(q), ·〉 ¨

� qε
´µ¤ÝÂ8¡®«µª,¯

q + ε ~N(q)
¨

� Bε(q)
´1Á�Ü8¡®§.´Ç¤²·�¤�ª,¯¦ ¦°�¤¿¤�ª

qε
¤�¯7±.¤¿ bÁ -®¡£ª

ε
�;·�¤í¯¦¯¦¤ºÜ8¡®§.´Ç¤Ý¤�¥ ¯7¯ÕÁÈª.Ï®¤�ª,¯¦¤ �

M
¤�ª

q
¨

� Bε,α(q) := Bε(q) ∩ {Λq ≥ ε(1 + cosα)} ï
• Dr := {z ∈ C, |z| < r} ï
• dKΩ

U3¡®§
dK

¤�ª�´@Ì Á£Ü�¥¦¤�ª�·�¤²±uÌ Á£Æ�Ü.«ÇÏ®§ � ¯¦°?W ¤�¥ ¯7´1Á�±.«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤²±.¤ �7¡®ÜIÁ -,Á£¥ Ô.«K±IÁ£ª�¥
Ω

ï
é7¡®§.¥À§�¯b«Ç´µ«Ç¥¦¤�  ¡®ª.¥ °�Ï,Á£´Ç¤�Æ=¤�ª,¯À±.¤�¥7ª.¡£¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ ¥ Â(°�·�«�"$��§.¤�¥:Â(¡®§�  ´µ¤Ý·ÕÔIÁ£Â�«Ç¯b  ¤Ýî:	
•

��¡®§. 
z ∈ Ck U

k ≥ 2
Wí¨.ª.¡£§.¥Àª.¡£¯b¤� ¦¡®ª�¥

z = (z1, z
′)
¨.¡ �

z1 ∈ C
¤í¯
z′ ∈ Ck−1

•

ÛK¡®  ¥���§.¤
Ω

¤í¯
Ω′ ¥¦¡£ª�¯¿±.¤�¥²±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥M±.¤

Ck ¤�¯(��§.¤
U

¤�¥ ¯¿«Çª.·�´Ç§.¥M±IÁ£ª�¥
bΩ

¨$ª.¡£§.¥
±.«µ  ¡®ª.¥���§uÌÎ§.ª.¤ºÁ£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª

F
±.¤

Ω
±IÁ£ª.¥

Ω′ ¤�¥ ¯:Â. ¦¡£Â. ¦¤¿ ¦¤�´1ÁÈ¯¦«Ç¬®¤�Æ2¤�ª,¯ �
U

¥ «
F ∈

C∞(Ω ∪ U)
¤í¯
F (U) ⊂ bΩ′ U3·ÕÔIÁ£Â.«­¯b  ¤¿î�Wíï

•

Ä?ª�"Iª�¨8´Ç¡® ¦¥���§.¤
D

¤�¥ ¯7§.ªP±.¡®Æ2Á£«µª�¤M±.¤
Ck ¨.¤�¯ λ ∈ R

¨.ª�¡®§.¥7ª.¡£¯b¤� ¦¡®ª�¥

Dλ := D ∩ { ¾À¤
z1 < λ} D+

λ := D ∩ { ¾7¤
z1 ≥ λ}

[bD]λ := bD ∩ { ¾À¤
z1 < λ} [bD]+λ := bD ∩ { ¾7¤

z1 ≥ λ}

è ê



� �
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� ��� � � � � � � �!�P��� �

¶XÁ£ª.¥/·�¤�·ÕÔ.Á£Â.«Ç¯¦ ¦¤È¨Dª�¡®§.¥=Æ2¤í¯¦¯b¡£ª.¥2¤�ª�Â.´µÁ£·�¤ ´Ç¤P·�Á£±.  ¤�±.¤ ¯b ¦Á�¬ÈÁ£«Ç´ ¤�¯2´µ¤�¥2Â� ¦«µª�·�«µÂ.Á£§LÅ
¡®§�¯b«Ç´µ¥=±.¤�·�¤�Æ=°�Æ=¡®«Ç ¦¤£ïDÛK¤�¥�·�«µª
�HÂ.  ¤�Æ=«&��  ¤�¥�Â.Á£  ¯¦«µ¤�¥/±.¤�·�¤�·ÕÔIÁÈÂ.«Ç¯¦ ¦¤ ±.¤�Â� ¦°�´Ç«µÆ=«µªIÁÈ«µ ¦¤�¥
·�¡®ª.·�¤�  ª.¤�ª,¯�´@Ì °í¯b§.±�¤=±�§BÂ.  ¡®Ü.´&��Æ2¤�±�¤2´@Ì «Çª � ¤�·í¯b«Ç¬�«­¯b°£ï�Û?Ì °í¯b§.±.¤=±.§ ´µ«µ¤�ª6¤�ª,¯b  ¤2¥ Â.Ô.°�  «µ·�«Ç¯b°æ¤í¯
·�¡®ª,¯b ¦Á£·�¯¦«µÜ.«Ç´µ«­¯b°×±�¤�¥×Ô -�Â8¤� ¦¥ §.  ¢'ÁÈ·�¤�¥º¥ ¯¦ ¦«µ·í¯b¤�Æ2¤�ª�¯ºÂ.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL¤�¥�ª�¤=  ¤�Â8¡®¥¦¤ ��§.¤/¥ §. ²´µ¤�¥
±.¤�§LÅL«.��Æ=¤¿¤í¯À¥¦«ÉÅ�«.��Æ=¤ÝÂIÁ£ å¯b«µ¤�¥�ï

� # � � �?� � � ����� � �
	 � � � �?� � ��� ��� ���
Ck #

ÓV¡£Æ2Æ=¤×ª.¡£§.¥Ý´ Ì Á�¬®¡®ª.¥:¬L§6±IÁÈª.¥Ý´ ÌÎ«µª,¯b  ¡L±�§.·�¯¦«µ¡®ªu¨;´Ç¤�¥M±.«��=·�§.´­¯b°�¥X¥¦¡®§.´Ç¤�¬£°�¤�¥²ÂIÁÈ M´µ¤ºÂ. ¦¡ �
Ü.´&��Æ2¤ ±.¤7´ ÌÎ«µª � ¤�·�¯¦«Ç¬�«Ç¯¦° ¥¦¡£ª�¯D¯b ���¥D´µ«Ç°�¤�¥DÁ£§=·ÕÔ.¡®«ÉÅ=±.§=±.¡®Æ2Á£«µª.¤Èï,é:¡È¯b ¦¤:Á£Â.Â� ¦¡�·ÕÔ.¤:  ¤�Â8¡®¥¦¤7¥¦§� 
´1Á�Â8¡®¥ ¥¦«µÜ�«µ´µ«­¯b°æ±uÌÎ¤�¥å¯b«µÆ=¤� º´µ¤�¥×±.°� ¦«Ç¬£°�¤�¥�±.¤�¥�ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥ºÔ.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤�¥¿Â. ¦¡£Â. ¦¤�¥�ÂIÁ£ º´ ÌÎ«µª �
¯b¤�  Æ2°�±.«1ÁÈ«µ ¦¤ ±�¤7¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª.¥

p.s.h
Â8¡®¥ ¥¦°�±.Á£ª,¯ §.ª.¤7 ¦°�Ï®§.´µÁ£ ¦«­¯b°7Á£±IÁ£ÂL¯b°�¤Èï�é:¡®§.¥DÂ.  °�¥¦¤�ª,¯b¡®ª.¥V«µ·�«

´µ¤�¥À±.¡£Æ/Á£«Çª.¤�¥ ·�¡®ª.·�¤� ¦ª�°�¥MÂIÁÈ 7ª�¡£¯b  ¤¿°í¯b§.±�¤£ï8ã ´µ¥À¥¦¤� ¦¡®ª,¯7¯b¡®§ � ¡£§. ¦¥7Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL¤�¥�¨uÜ(¡£ ¦ª.°�¥
¤�¯ � Ü(¡®  ±.¥À´µ«Ç¥¦¥¦¤�¥�ï

¸ � +B¼],27$��W �(�3�;Ë�¼.�'�,+B��7(� .�(
	 78,=W ��¼.� ½'7$� � ��781£�e,'��7 � �PW£�­Ú ��¾:ÁÈÂ.Â(¤�´µ¡®ª�¥���§uÌÎ§.ª
±.¡®Æ2Á£«µª.¤

Ω
±�¤

Ck ¤�¥ ¯/±.«Ç¯=Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL¤�¥�ÌÎ«µ´ÀÂ8¤�§�¯ ��¯¦ ¦¤�Æ�§.ª.«À±uÌÎ§.ª.¤P¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª
p.s.h

χ : Ω −→ R ∪ {−∞} ±uÌÎ¤íÅLÔIÁ£§�¥ ¯b«Ç¡®ªP·£ÌÎ¤�¥ ¯�� � � ±.«µ  ¤M¯b¤�´µ´µ¤ ��§�¤ 	
χ−1({t ≤ c}) b Ω ∀c ∈ R.

ÓV¤�  ¯bÁ£«µª�¥ ±.¡£Æ/Á£«Çª.¤�¥D¥¦§�Â.Â(¡£  ¯b¤�ª,¯ ±.¤�¥ ¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª.¥
p.s.h

±uÌÎ¤íÅLÔIÁ£§.¥å¯b«Ç¡®ª�Ü8¡® ¦ª.°�¤�¥�¨L«Ç´µ¥ ¥¦¡®ª,¯V±.«Ç¯¦¥(�:X�*��.1"���&21��435���íïKÛK¤�¥º±.¡®Æ2Á£«µª�¤�¥²·�¡®ª,¬£¤íÅL¤�¥�±�¤
Ck ·�¡®ª.¥å¯b«Ç¯¦§.¤�ª,¯º§.ª.¤2·�´1ÁÈ¥¦¥¦¤=±uÌÎ¤íÅL¤�Æ=Â.´Ç¤�¥×±�¤

±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ Ô -LÂ8¤�  ·�¡®ª,¬£¤íÅL¤�¥MÂ�§.«µ¥���§�¤º´Ç¤�§.  ¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª ±.¤ �¦Á£§.Ï®¤
J(x) := inf{ 1

λ
, λx ∈ Ω} ¤�¥å¯

·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤£ï<©7ªB  °�¥¦§�´Ç¯ÕÁ ¯×±.¤2¶X«Ç¤�±.¤� ¦«µ·ÕÔ � áI¡® ¦ª.Á£¤�¥ ¥×Á �=  Æ2¤ ��§.¤2¯¦¡®§.¥¿´µ¤�¥¿±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥²Â.¥ ¤�§.±.¡ �
·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤�¥XÜ8¡®  ª.°�¥À±.¤

Ck � Ü8¡® ¦±�¥7´Ç«µ¥ ¥¦¤�¥ ¥ ¡®ª,¯7Ô -�Â8¤�  ·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤�¥�ï
' Ú�(��;�*),+B� �I� �;� � *¦¸-,3��.����0,21 Ú 3Õ�K�;�07�¼.��W�W MPQ!Z!R^9&� >��� 8�

Ω
�5& 2���,7�� 8&9� �*�?���'2��?"���&21��435�

5 /���. 2 �! +���?�Bd 
�� �43T +���/� �5&9� ` ��&9"��% #��& 2�; B &* +���B��&*���
ρ
2��

Ω
�����8�+� <B�*�
� � ` ��&9"��% #��& −(−ρ)η����� ���%.X #"�����,-��&*�

p.s.h
�*����.

η > 0
���	� �B��,0,-��&*���*���@ 8�#d

é7¡®§.¥ °�¯¦§.±.«Ç¤� ¦¡£ª.¥À´µ¤�¥V±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�¥   °�·�§. ¦  ¤�ª,¯b¤�¥:±IÁÈª.¥ ´µ¤�¥ ±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ ��§.«uÂ8¡®¥¦¥���±.¤�ª,¯X§.ª�¤
¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª

p.s.h
±�°+"Iª.«Ç¥¦¥¦Á£ª,¯b¤�Ï®´Ç¡®ÜIÁ£´Ç¤£ïK�?  °�·�«Ç¥¦°�Æ2¤�ª�¯�¨�ª�¡®§.¥×¥ §.Â.Â8¡®¥¦¤� ¦¡®ª�¥ ��§uÌ «Ç´ ¤íÅL«µ¥å¯b¤/§�ª.¤

è Þ



� �

¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª
ψ ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω)

¯¦¤�´µ´Ç¤ ��§.¤K	
{
ψ ≤ 0

¥¦§� 
Ω, ψ = 0

¥¦§� 
bΩ,

~∇ψ 6= 0
¥¦§. 

bΩ.

ÓV¤�¯ ¯b¤ ¬®¤� ¦¥ «µ¡®ª [ ´Ç«µ¥ ¥¦¤�\�±.¤�´@Ì Ô -�Â8¤� ¦·�¡®ª,¬®¤ Å�«­¯b°�¥¦§.Â�Â(¡®¥ ¤6§.ª.¤� ¦«ÇÏ®«µ±�«Ç¯b°PÂIÁ£ å¯b«Ç·�§.´Ç«&��  ¤�±.§ ±.¡ �
Æ/ÁÈ«µª.¤Èï�Í:´µ¡®  ¥ ��§.¤�´µ¤�¥�±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥ºÂ.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤�¥ � Ü8¡®  ±.¥�´µ«Ç¥¦¥ ¤�¥�¥ ¡®ª,¯æÔ -�Â8¤�  ·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤�¥�¨
¯b¡®§�¥7ª�¤ºÂ8¡®¥¦¥���±.¤�ª,¯ÝÂIÁ£¥À±.¤²¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª

p.s.h
±.°+"Iª�«µ¥¦¥¦Á£ª,¯b¤¿Ï®´µ¡£ÜIÁ£´µ¤ÈïI©:ª�·�¡®ª,¯¦ ¦¤ � ¤íÅL¤�Æ=Â.´Ç¤¿¤�¥ ¯

¢3¡®§.  ª.«uÂIÁ£  ´Ç¤ [ � ¡® ¦Æ~±.¡®Æ2Á£«µª5\:±.¤¿¶X«Ç¤�±.¤� ¦«Ç·ÕÔ � áI¡®  ªIÁ£¤�¥ ¥ G ê®ê�I ï
¸��A+ ¼!,27$��W�Ê �63¦�*( �(½��=,'���0W£� Û$Á

B
�  ¦°�Ï®§.´1ÁÈ ¦«Ç¯¦°�Á�°�¯¦°�«µª,¯b  ¡L±�§.«Ç¯¦¤�ÂIÁ£ ÝçL«µÜ8¡®ª - ±IÁÈª.¥KG ë % I

¤�¯À·�¡®ª.·�¤� ¦ª.¤¿§.ª.¤²Ï® ¦Á£ª.±.¤Ý¬ÈÁ£  «µ°�¯¦°Ý±.¤²±.¡®Æ2Á£«µª�¤�¥ Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL¤�¥�ï
¸�( 	 78,3�e,3��7 �;� �I��[u� � & 2���,7�� 8&9� �*�?���'2��?"���&21��435� /���.�&9;

Ω
2��

Ck 5 /���. 2:�! +���?� ����� B �.1;#<��5�! #��.A�� �*����.N�/���5�
p ∈ bΩ

B  � �43T +���/�0��&9� ` ��&9"��% #��&
ψp ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω)

1�;�.X B ��&*�
ψp(p) = 1

���
ψp(z) < 1

�*���5.
z 6= p

B
z ∈ Ω

d
���,+B¼.�	
u½$� �I� �I��Qu�N�
� /���. 2 2
4 ��& 2���,7�� 8&9�

LB
�/.�;#<����! #��.�&9�H"���&*�% #��&*� �'��� 2�� 2� +�E<B� ���&����;:Z�% =<B�*�Bd

çL«µÜ8¡®ª -MÁ Â.  ¡®§�¬£°D±.Á£ª.¥ GÎë % I���§uÌÎ«µ´£¤íÅL«µ¥å¯b¤?±.¤�¥$¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª.¥
p.s.h

±�¤ ¯¦ bÁ£·�¤ Á£§ÝÜ8¡® ¦±²Â.  ¤�¥¦·� ¦«­¯b¤
¥¦§.  ¯¦¡®§�¯À±.¡®Æ2Á£«Çª.¤

B
�  ¦°�Ï£§.´µ«Ç¤� �ï

4º�&� �?��W�,4�e,'��7 �I� �I� Z$� >��� 8�
Ω
�5& 2���,7�� 8&9� �*�?���'2��?"���&21��435� /���.X&9;-���

B
�/.�;#<����! #��.72��

Ck d- �������?` ��&9"��% #��&
u ∈ C0(bΩ,R)

�?� ��.����+��&�<�� ��&���&9�?` ��&9"��% #��&
ũ ∈ PSH(Ω)∩C0(Ω)

� 1���"
ũ|bΩ = u

d
�? ¦¤�§L¬®¤7	 &ÝªPÁ£±.Á£Â�¯b¤²´µÁ�Æ2°í¯bÔ.¡�±.¤Ý±.¤¿��¤� ¦  ¡®ª � �  ¦¤�Æ=Æ=¤� ¦Æ2Á£ªuï�Íâ·�¤�¯7¤�O�¤í¯�¨;±.°+".ª.«µ¥ ¥¦¡®ª.¥

F := {v ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω) | v(z) ≤ u(z) ∀z ∈ bΩ} ¤í¯
ũ := sup

F
v.

é:¡®§�¥ºÁÈ´µ´µ¡£ª.¥X¬®¡£«µ  ��§.¤
ũ ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω)

¤í¯
ũ|bΩ = u

ï�ÓV¡£Æ2Æ=¤�ª
��¡®ª.¥ÝÂIÁÈ ¿Â� ¦¡®§�¬£¤� 
��§.¤

ũ ∈ C0(bΩ)
¤�¯
ũ|bΩ = u

¨�·£ÌÎ¤�¥ ¯�� � � ±.«µ  ¤0	
lim
z→z0

ũ(z) = u(z0) ∀z0 ∈ bΩ.
U è ï è W

Ö�¡�±.«."I¡£ª.¥XÂ8¡®§. M·�¤�´µÁ
u

¤�ª
uε ∈ C0(bΩ,R)

±.¤�¥¦¡£  ¯b¤ ��§.¤
uε ≤ u

¤�¯
uε = u(z0) − ε

¥ §. 
§.ª�Â8¤�¯¦«Ç¯V¬£¡®«µ¥ «µªIÁÈÏ®¤X±.¤

z0
±IÁ£ª.¥

bΩ
ïIÓV¡®ª.¥¦«Ç±.°�  ¡®ª.¥ §�ª.¤X¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª�Â.«Ç·

ψz0

¤�ª
z0

¤í¯ Â(¡£¥¦¡®ª.¥ 	
vt,z0(z) := uε(z0) + t(ψz0(z) − 1), t > 0.

Û$Á�¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª
vt,z0

¤�¥ ¯
p.s.h

¨ ·�¡®ª,¯b«µª�§.¤�¥¦§. 
Ω

¤í¯�¬®°� ¦«�"I¤
vt,z0 ≤ uε ≤ u

¥ §. 
bΩ

Â8¡®§. 
t

¥¦§��2¥¦Á£Æ=Æ2¤�ª�¯/Ï® bÁÈª.±uïDã ´:¥�Ì Á£Ï£«Ç¯2±uÌ §�ª�°�´Ç°�Æ=¤�ª,¯/±�¤ F ±.¡®ª�·
ũ ≥ vt,z0

ï &Ýª ¤�ª�±�°�±.§.«­¯
��§.¤

ũ ≥ u(z0) − 2ε
¥ §. ²§.ª�Â(¤í¯b«Ç¯Ý¬£¡®«µ¥ «µªIÁÈÏ®¤�±.¤

z0

ï$��¡®§. ²¡®Ü�¯¦¤�ª.«Ç Ý´1Á�Æ2Á � ¡® bÁ ¯b«µ¡£ª ±.¤
ũ
¨

«µª,¯b  ¡L±�§.«µ¥ ¡®ª.¥

F := {w ∈ P S̄H(Ω) ∩ C0(Ω) | w(z) ≥ u(z) ∀z ∈ bΩ} ¤í¯
ū := inf

F
w,

¡��
P S̄H(Ω)

¤�¥å¯X´@Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´µ¤²±.¤�¥:¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª.¥ÀÂ.´Ç§. ¦« � ¥¦§�Â(¤� ¦ÔIÁ£  Æ2¡£ª.«&��§.¤�¥ ±.¤
Ω

ï(��¡®§. 
v ∈ F¤�¯

w ∈ F ¨$´1Á�¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª
v − w

¤�¥å¯×§�ª.¤2¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª
p.s.h

ª.°�Ï,ÁÈ¯¦«Ç¬®¤=¥¦§� 
bΩ

±.¡£ª.·2ª�°�Ï,ÁÈ¯¦«Ç¬£¤



�
�
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��X��


Ck �
� �

¥¦§. 
Ω

ï &Mª ¤�ª ±.°�±�§.«Ç¯ ��§�¤
ũ = supF v ≤ infF̄ w = ū

¥¦§. 
Ω

ï�¶:¤�Â.´µ§�¥�¨8´µ¤¿ bÁ£«Ç¥¦¡®ª.ª�¤�Æ=¤�ª,¯
Â. ¦°�·�°�±�¤�ª,¯XÆ=¡®ª,¯b  ¤ ��§�¤ −ū(z) = (̃−u)(z) ≥ −u(z0) − 2ε

¥¦§. À§.ª ¬®¡£«µ¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤Ý±�¤
z0

¨I±.¡®ª�·
ũ(z) ≤ ū(z) ≤ u(z0) + 2ε

¥¦§� 7·�¤Ý¬®¡®«Ç¥¦«µª.Á£Ï®¤£ïIÓV¤�·�«$·�¡®ª.·�´Ç§�¯À´1Á�Â� ¦¤�§L¬®¤×±�¤-U è ï è Wíï
�?  ¡®§�¬®¡£ª.¥ � Â. ¦°�¥¦¤�ª�¯ ��§.¤

ũ ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω)
ï:ÓV¡®Æ=Æ=¤�Ü(¡®  ª.¤�¥¦§.Â8°�  «µ¤�§� ¦¤�±.¤

¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª�¥×·�¡£ª�¯¦«µª�§.¤�¥�¨
ũ

¤�¥ ¯-�Bd%"Bd+ Ý¥ §. 
Ω

ï
¶X¤�Â.´Ç§.¥�¨�¥bÁ   °�Ï®§.´µÁ£ ¦«Ç¥¦°�¤)�Bd%"Bd �
ũ∗

¤�¥å¯
p.s.h

ï�ã ´
¥¦§��æ¯:±.¡®ª.·º±.¤ºÆ=¡®ª,¯b  ¤� ���§.¤

ũ = ũ∗
Â(¡®§� :¡®ÜL¯b¤�ª�«µ À´µ¤² ¦°�¥¦§.´­¯ÕÁÈ¯:¥¦¡£§.ÔIÁ£«­¯b°£ï;ÛK¡®  ¥���§.¤

ũ∗
¤�¥å¯

·�¡®ª,¯b«Çª�§.¤£¨�´ Ì Á£ ¦Ï£§.Æ2¤�ª,¯V¤�¥ ¯ ±.«Ç ¦¤�·�¯ 	�´1Á²¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª
ũ∗

¤�¥å¯ ±IÁ£ª�¥ F ·�Á£  ¤�´µ´Ç¤:¤�¥ ¯
p.s.h

·�¡®ª,¯b«Çª�§.¤
¥¦§. 

Ω
¤�¯M¤�´µ´Ç¤º·�¡ � ª.·�«µ±.¤ºÁ�¬®¤�·

u
¥¦§. 

bΩ
¤�ª  ¦Á£«µ¥ ¡®ª�±.¤ U è ï è W ï &Mª Á2±.¡®ª.·

ũ ≥ ũ∗
ï8ÛK¡® ¦¥���§.¤

·�¤�ªuÌÎ¤�¥å¯²ÂIÁ£¥M´Ç¤×·�Á£¥�¨(¡®Ü.¥¦¤�  ¬£¡®ª.¥ ��§.¤
ũ∗ − ũ

¤�¥å¯N�Bd%"Bd �7±.¡®ª.·�ÁÈ±.Æ2¤í¯M§.ª�Æ2Á ÅL«µÆ×§.Æ
α > 0¥¦§. 

Ω
ï(Û?Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´Ç¤

E := {x ∈ Ω | ũ∗ − ũ(x) = α} ¤�¥ ¯M ¦¤�´µÁÈ¯b«­¬®¤�Æ2¤�ª�¯:·�¡£Æ2ÂIÁÈ·�¯:±IÁ£ª.¥
Ω¤�ª� ¦Á£«µ¥ ¡®ª/±.¤NU è ï è W ï &Mª/¬£°�  «."I¤XÁ£´µ¡®  ¥4��§.¤X´ ÌÎ¡®ª2Â8¤�§L¯V¯b  ¡®§�¬£¤�  §.ª/ ¦¤�·�¡®§�¬� ¦¤�Æ2¤�ª,¯ ±.¤

bΩ
ÂIÁÈ 

±.¤�¥:Ü(¡®§�´µ¤�¥7±.¤
Ck ·�¤�ª�¯¦ ¦°�¤�¥Ý¤�ª�±.¤�¥XÂ(¡®«Çª,¯b¥

zi ∈ bΩ
±.¤¿ bÁ -£¡®ª

ri

¨;¤�¯X§.ª.¤¿¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª
v ∈ F¯b¤�´Ç¥ ��§.¤ 	





ũ∗(z) ≤ u(zi) + ε
Â8¡®§. 

z ∈ B(zi, ri),
v(z) ≥ u(zi) − ε

Â8¡®§. 
z ∈ B(zi, ri),

Ωε := Ω\⋃B(zi, ri) ⊃ EU'´1Á�¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª
v

¤�¥å¯ ¡®ÜL¯b¤�ª�§.¤�·�¡£Æ2Æ=¤6§.ª Æ2Á ÅL«µÆ×§.Æ ±.¤6¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª.¥ ±.§E¯ -LÂ8¤
vε,zi

Wíï &Mª
Â(¤�§�¯¿Á£§.¥ ¥¦«
¯¦ ¦¡®§�¬£¤� Ý§.ª�¤�¥¦§.«­¯b¤�±.¤�¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª.¥

p.s.h
·�¡®ª,¯b«Çª�§�¤�¥

ϕk

¨(±.°+"Iª�«µ¤�¥Ý¥ §. 
Ωε

¤�¯ ��§.«
±.°�·� ¦¡®«Ç¥¦¥¦¤�ª,¯:¬£¤� ¦¥

ũ∗
ï;ÛK¡® ¦¥���§.¤

k
¤�¥ ¯:¥¦§��=¥¦Á£Æ2Æ=¤�ª,¯7Ï® ¦Á£ª.± U'¤í¯

ε
¥¦§��2¥¦Á£Æ=Æ2¤�ª�¯:Â8¤�¯b«­¯XW ¨�´µ¤�¥

¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª�¥
uk :=

{
max{ϕk − α/2, v} ¥ §. 

Ωε

v
¥ §. 

Ω\Ωε¥¦¡®ª,¯ ±.¤�¥ ¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª.¥ ±IÁ£ª�¥ F ±.¡£ª.·
ũ ≥ uk

ï!&Mª Á×±.¡®ª�·
ũ ≥ ũ∗ − α/2

¥ §. 
Ωε ⊃ E

¨�·�¤ ��§�«
¤�¥ ¯:Á£Ü�¥¦§.  ±.¤£ï

�

ÛK¤�¥D¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª.¥ ·�¡£ª.¥ ¯¦ ¦§.«­¯b¤�¥DÂIÁ£ D·�¤7Â.  ¡L·�°�±.°7ª.¤7¥¦¡®ª,¯ ¤íÅLÂ.´µ¡£«Ç¯ÕÁÈÜ.´µ¤�¥?±IÁ£ª.¥Dª.¡£¯¦ ¦¤7·�Á£±.  ¤:±�¤
¯b bÁ�¬ÈÁ£«Ç´1��§.¤�´Ç¡® ¦¥���§�Ì ¤�´µ´µ¤�¥X¥ ¡®ª,¯²´µ«µÂ�¥¦·ÕÔ.«­¯1S�«Ç¤�ª.ª�¤�¥�¨(·�¤�±.¡£ª�¯M¡®ª�Â(¤�§�¯²¥�Ì Á£¥ ¥¦§.  ¤� Ý¤�ª6¥ ¤� ¦¤�¥å¯b  ¤�« �
Ï®ªIÁ£ª,¯ � ´1Á�·�´µÁ£¥¦¥ ¤²±.¤²±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ ¥¦§.«­¬ÈÁ£ª,¯b¤0	
¸	(
	 7',4�e,3��7 �I� �I� �u� �
&:2���,7�� 8&9� �*�?���'2��?"���&21��435� /���.X&9;

Ω
2��

Ck ����� 2� 8�
LB

�/.1;#<��5�! #��. �� 
Ω
�����

B
�/.1;#<����! #��.K��� �� 9�*���5.A�/���5� "���, �'��"��

K
2��
bΩ

B  8� �43T +����� ��&9� ` ��&9"��@ #��&��+�?"$���+��,-��&*�
/���.�&9;��

CK ≥ 0
���GB �*���5.A�/���5�

p ∈ bΩ\K BC�5&9� ` ��&9"��% #��&
ψp

�����8�+� <B�*� 	
� ψp ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω)

���
ψp < 1

���5.
Ω\{p} B

� ψp(p) = 1
���
ψp ≤ 0

����.
K
B

� ψp

�����
CK(p)

�/�! �*�?"�(� 8���B #��&*&9�D��&
p
d

ÓV¤í¯¦¯¦¤MÔ -LÂ8¡£¯¦Ô
��¥ ¤M¤�¥å¯ §.ª.¤: ¦¤�¥å¯b  «µ·�¯¦«µ¡®ª2¥¦§.  ´µ¤�¥V±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥D·�¡®ª�¥¦«µ±�°� ¦°�¥�ï�¾7¤�ª�¯¦ ¦¤�ª�¯ ·�¤�Â8¤�ª �
±IÁ£ª,¯7±IÁ£ª.¥À·�¤²·�Á£±. ¦¤²´Ç¤�¥ ¤íÅL¤�Æ2Â.´Ç¤�¥À¥¦§�«Ç¬ÈÁ£ª,¯b¥�ï
���K�,+����'��W �

•

ÛK¤�¥7±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥ ¥å¯b  «µ·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯7Ï®°�¡£Æ2°í¯b ¦«.��§.¤�Æ=¤�ª,¯À·�¡£ª�¬£¤íÅL¤�¥:¥¦¡®ª,¯
LB

�  ¦°�Ï£§.´µ«Ç¤� ¦¥�ï
•

ÛK¤�¥7±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥ Â�¥¦¤�§�±.¡L·�¡®ª,¬®¤ Å�¤�¥Ý±.¤Ý¯ -�Â(¤ "Iª.«K±�¤
C2 ¥¦¡®ª,¯

LB
�   °�Ï®§�´µ«µ¤� ¦¥ U�GÎî,êJI8W ï

ã ´$¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤×¥¦§� :·�¤�¥X±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤�¥7±�¤�¥:¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª.¥
p.s.h

Â�«µ·�¥7ÂIÁ£ å¯b«Ç·�§.´Ç«&��  ¤�¥ ��§.¤ºª.¡®§.¥:§�¯b«Ç´µ«µ¥ ¤ �
 ¦¡®ª.¥À±IÁÈª.¥À´ ÌÎ°�¯b§�±.¤Ý±.¤�¥7±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�¥Àª.¡®ª �  ¦°�·�§. ¦  ¤�ª,¯b¤�¥�ï
4º�&� �?��W�,3� ,'��7 �I� �I��Ou� >��� 8�

Ω ⊂ Ck ��& 2���,7�� 8&9�
LB

�/.1;#<��5�! #��.Rd � ����.K2����-���,1���.X� �
U

���
V

2��
bΩ

����� � <B�*�
U ∩ V = ∅ B  8� �43T +�����N�5&9�-"���&'��� ��&*�/� C = C(U, V )

��� ��&9� ` ��&9"��% #��&
χU,V ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω)

�/���8�+�6<B�*�
	



� �

,^9
χU,V = −1

����.
U,2, 9

χU,V = 0
����.

V,2,=, 9
χU,V ≤ 0

����.
Ω,3»'9

χU,V

�����
C
�/�! �*�?"�(� 8� �B #��&*&9� ����.

V
d

�? ¦¤�§L¬®¤7	 ç�¡®«µ¤�ª�¯
U1

¯¦¤�´ ��§.¤
U b U1 b bΩ\V ¤�¯

C := sup{CU1
(p), p ∈ V } ¡��

CU1¤�¥å¯À´1Á×¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª�±.¡®ª.ª�°�¤²ÂIÁ£  ´µÁ�±.°+"Iª�«Ç¯b«Ç¡®ª è ï è ï ÞLïIçL¡£«Ç¯
u ∈ C0(bΩ)

¯¦¤�´Ç´µ¤ ��§.¤ −1 ≤ u ≤ 0
¨

u = 0
¥ §. 

bΩ\U1

¨
u = −1

¥¦§. 
U

ïÀ©7ª)±.¡®Æ2Á£«µª�¤
LB

�  ¦°�Ï£§.´µ«Ç¤� /°í¯ÕÁ£ª,¯ ¤�ª)ÂIÁ£  ¯¦«µ·�§.´µ«Ç¤� 
B

�   °�Ï®§�´µ«µ¤� �¨�´1Á�¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª

χ := sup{v ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω), v|bΩ ≤ u}
¤�¥å¯
§.ª�¤ ¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª

p.s.h
¥¦§. 

Ω
·�¡®ª,¯¦«µª�§.¤V¥ §. 

Ω
��§.«�¬£°�  «."I¤ °�¬�«µ±.¤�Æ2Æ=¤�ª,¯�«8W ¨�«µ«8W�¤í¯<«Ç«µ«8W8·�Á£ �¤�´Ç´µ¤

·�¡ � ª.·�«Ç±.¤ºÁ�¬£¤�·
u

ÁÈ§�Ü8¡® ¦±uï�Ö�¡®ª,¯¦ ¦¡®ª.¥)��§.¤
χ

¬®°� ¦«�"I¤×«­¬_W ï(çL¡®«Ç¯
p ∈ V

¤�¯
ψp

§.ª�¤º¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª
p.s.h C

� Û$«ÇÂ.¥¦·ÕÔ�«Ç¯1S�«µ¤�ª.ª.¤ Á£¥ ¥¦¡�·�«µ°�¤ �
(p, U1)

ÂIÁÈ =´µÁ ±.°+".ª.«Ç¯¦«µ¡®ª è ï è ï ÞLï<��Á£ æ·�¡®ª�¥ ¯b  §.·�¯¦«µ¡®ª�¨
u ≥ (ψp − 1)|bΩ

¨I±�¡®ª.·
0 ≥ χ ≥ ψp − 1

ï;��¡®§. 
z ∈ Ω

¨

|χ(z) − χ(p)| = |χ(z)| ≤ |ψp(z) − 1| = |ψp(z) − ψp(p)| ≤ C‖z − p‖
¤�¯
χ

¤�¥ ¯7Ü.«Ç¤�ª
C

� ´µ«ÇÂ.¥¦·ÕÔ.«­¯1S�«µ¤�ª�ª.¤M¤�ª
p
ï

�

� # � � � ����� �	��� ���$� � ���	��� �	�
Ck #

Û$¡£ ¦¥���§uÌÎ«µ´�¤�¥ ¯D´Ç«µ¥¦¥ ¤£¨®´Ç¤ Ü8¡® ¦±æ±uÌÎ§.ª=±.¡®Æ2Á£«µª.¤V±.¤
Ck ¤�¥ ¯D§.ª.¤À¥ ¡®§.¥�� ¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯b°7Ó ¾ ±.¤À±.«µÆ=¤�ª �

¥¦«Ç¡®ª2Ó ¾
k−1

ï�ÛK¤ÀÂ.  ¡®´µ¡®ª�Ï®¤�Æ=¤�ª,¯?±.¤�¥VÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥
Ô.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�¤�¥<Â.  ¡®Â.  ¤�¥DÂ. ¦°�¥¦¤� å¬®¤7·�¤í¯¦¯b¤
¥ ¯¦ ¦§.·í¯b§.  ¤/Ó ¾²¨K¤�¯¿·�¤�·�« Á�±.¤�¥º·�¡®ª.¥ °���§.¤�ª�·�¤�¥×Æ2°í¯b ¦«.��§.¤�¥Ý«ÇÆ2Â8¡®  ¯bÁ£ª,¯b¤�¥M±IÁ£ª.¥¿ª.¡£¯¦ ¦¤�°í¯b§.±.¤Èï
ÓV¤�¯ ¯b¤²ÂIÁ£ å¯b«µ¤Ý¤�¥ ¯7·�¡£ª.¥bÁ£·� ¦°�¤ � ´1Á�¥å¯b ¦§�·�¯b§� ¦¤ºÓ ¾�±.§PÜ(¡®  ± ±.¤�¥7±.¡®Æ2Á£«µª�¤�¥�ï

�������	� 
���
������ W�����WKU���� � � T�� W�� ��� ��!#" � 
 OSW$�:W&% � � �'�
Û�Á�¢3¡® ¦Æ=¤�±.¤6ÛK°í¬L«X±uÌ §�ª.¤ Ô -�Â(¤� ¦¥¦§�  ¢'Á£·�¤�  °�¤�´µ´µ¤�±.¤

Ck ¤�¥å¯ §.ª.¤�¢3¡£ ¦Æ=¤�Ô.¤� ¦Æ=«Ç¯b«Ç¤�ª.ª�¤
¥¦§. ²´Ç¤�Â.´1Á£ª ¯bÁ£ª.Ï®¤�ª,¯º·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�¤ ��§.« ��§IÁ£ª,¯¦«."I¤æ¥bÁ�Â.¥ ¤�§.±�¡L·�¡®ª,¬®¤íÅL«­¯b°/¤í¯¿Æ2¤�¥¦§.  ¤=´Ç¤�±.°�¢'ÁÈ§�¯
±uÌÎ«µª,¯b°�Ï® bÁ£Ü�«µ´µ«­¯b°�±.¤6´1Á�±.«Ç¥ ¯b  «µÜ.§L¯b«µ¡£ª)·�¡®Æ=Â.´µ¤ ÅL¤£ïÀÛ?Ì ÁÈ  ¯b«Ç·�´Ç¤ ±.¤ ÓVÔ.«µ �� Á G ì % IM·�¡®ª.¥ «Ç¯¦§.¤6§.ª.¤
¤íÅL·�¤�´µ´Ç¤�ª,¯b¤² ¦°í¢3°�  ¤�ª.·�¤º¥ §. À·�¤²¥¦§ � ¤í¯�ï

Í §.ª�Â8¡®«Çª�¯
x

±.§ Ü8¡®  ±�±uÌÎ§.ª ±.¡£Æ/Á£«Çª.¤²´µ«Ç¥¦¥¦¤
Ω

±.¤
Ck ¨(¡£ª Á£¥ ¥¦¡�·�«µ¤º´µ¤Ý¬®¤�·�¯¦¤�§. Ý§.ª�«Ç¯ÕÁÈ«µ ¦¤

~N(x)
ª.¡®  Æ/ÁÈ´ �

bΩ
¤�ª
x

¤í¯?Â8¡®«µª,¯ÕÁÈª�¯�¬®¤� ¦¥?´ ÌÎ«µª,¯¦°� ¦«Ç¤�§. �±.¤
Ω

ï£Û$ÁMÂ.´1Á£ªº¯ÕÁ£ª.Ï£¤�ª,¯ �
bΩ

¤�ª
x

¥ ¤
±.°�·�¡®Æ=Â(¡®¥ ¤:¡£  ¯bÔ�¡®Ï®¡®ªIÁÈ´µ¤�Æ=¤�ª,¯ ¤�ª

TxbΩ = TC

x bΩ⊕ 
 ¤�·í¯ R(i ~N(x))
ï�ÛK¤�¥ Â.´1ÁÈª.¥

TC

x bΩ
¥¦¡®ª,¯

Á£Â.Â8¤�´Ç°�¥ ´µ¤�¥ Â.´µÁ£ª.¥ ¯ÕÁÈª.Ï®¤�ª,¯¦¥7·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�¤�¥ ±.¤
bΩ

¨I¤�¯À´Ç¤�§.  ±�«µ¥ ¯¦ ¦«ÇÜ.§�¯b«Ç¡®ª2¢3¡£§. ¦ª.«­¯ ´1Á�¥å¯b  §.·�¯¦§. ¦¤
Ó ¾â±.¤

bΩ
ï(é:¡®§�¥X±.°/"Iª.«µ¥ ¥¦¡®ª�¥M´1Á�¢3¡® ¦Æ=¤²±.¤�ÛK°í¬L«�¤�ª

x ∈ bΩ
±uÌÎ§.ª.¤¿¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª�±.°+".ª.«µ¥ ¥bÁ£ª,¯b¤

r
±.¤

bΩ
·�¡®Æ=Æ2¤Ý´µÁ×¢3¡® ¦Æ=¤ÝÔ.¤�  Æ2«­¯b«Ç¤�ª.ª.¤X¥¦§. 

TC

x bΩ
	

L(r, x, u) := i∂∂̄r(u, iu) =
1

2

n∑

i,j=1

∂2r

∂zi∂z̄j

(x)uiūj, ∀u ∈ TC

x bΩ.



�
�
��� �\� � � �\
��X�\��� ����� 
�� �\


Ck �
� �

4º�&� �?��W�,3� ,'��7 3Õ¸�(
	 78,4�e,'��7 �I��[u� �I� >��� 8�
Ω
�5&:2���,7�� 8&9� 2��

Ck 5 /���.$2N�! +���?�Bd 
X� �43T +���/� 2����` ��.�,-��� (*��.�,0 8�% #��&*&9��� L(x, ·) ����. TC
x bΩ

��&�������� �*�� 8&*�
x ∈ bΩ

�����8�+���6<B�*�
	
L(r, x, u) = ‖~∇r(x)‖L(x, u) ∀x ∈ bΩ, ∀u ∈ T C

x bΩ�*���5.D��������� ` ��&9"��% #��&H2�; B &* +���B��&*�/�
r
��� 1��� +�� 8&��?<��
2��

x
d � ��� ` ��&9"��@ #��&'� L(x, ·) �?��&*� ������*���+;����a` ��.X,-���D2�� � ;!1? C2��

bΩ
��&
x
d

�   ¤�§�¬£¤ 	 &Mª�¬®°� ¦«�"I¤=Á£«µ¥ °�Æ=¤�ª,¯(��§�¤=¥ «
r

¤�¯
r′

¥¦¡®ª,¯¿±.¤�§LÅ6¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª.¥Ý±.°+".ª.«µ¥ ¥bÁ£ª,¯b¤�¥º±�¤
bΩÁ£´µ¡®  ¥

r′ = αr
¡��

α
¤�¥ ¯7§.ª.¤Ý¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª ´µ«Ç¥¦¥¦¤Ý¤í¯7¥ ¯b  «µ·í¯b¤�Æ=¤�ª,¯ÀÂ8¡®¥¦«­¯b«­¬®¤Ý¥¦§� 

Ω
ï!&Ýª�Ác	

L(r′, x, u) =
α(x)

2

n∑

i,j=1

∂2r

∂zi∂z̄j

(x)uiūj +
r(x)

2

n∑

i,j=1

∂2α

∂zi∂z̄j

(x)uiūj +
¾À¤ ( n∑

i=1

∂r

∂zi

ui

)( n∑

i=1

∂α

∂z̄i

ūi

)
.

ÓV¡®Æ2Æ=¤
r(x) = 0

¤í¯ ∑n
i=1 ∂r/∂zi ui = 0

Â8¡®§. 
u ∈ TC

x bΩ
¨ L(r′, x, u) = α(x)L(r, x, u)

ï
¶X¤²Â.´µ§.¥�¨ ~∇αr(x) = α(x)~∇r(x) ±.¡®ª.·

L(r′, x, u) =
‖~∇r′(x)‖
‖~∇r(x)‖

L(r, x, u).

&Mª ±.°/"Iª.«Ç¯ Á£´µ¡®  ¥ L(x, ·) ·�¡®Æ=Æ2¤X´1Á×¢3¡®  Æ2¤:±.¤¿Û$°í¬�«u¤�ª
x

±�Ì §.ª�¤M¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª�±�°+"Iª.«Ç¥¦¥¦Á£ª,¯b¤
±.¤

bΩ
±.¤²Ï® ¦Á£±.«µ¤�ª,¯Àª.¡® ¦Æ=°Ý¤�ª

x
ï

�Û$¤�¥<¢3¡® ¦Æ=¤�¥?±�¤ÀÛ$°í¬�«I±.¤�¥?¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª.¥<±.°/"Iª.«Ç¥¦¥bÁÈª�¯¦¤�¥D±.¤
bΩ

¡£ª�¯ ±�¡®ª.· ¯b¡£§�¯b¤�¥DÆ ��Æ=¤ ¥ «µÏ®ªIÁ ¯b§.  ¤
¤�ªE§.ª Â8¡®«Çª�¯

x ∈ bΩ
ï7Û$Á Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL«Ç¯¦°B±uÌÎ§.ª ±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤ � Ü8¡® ¦±E´µ«Ç¥¦¥¦¤�¤�¥ ¯P¤�ªE¢'Á£«Ç¯

°���§.«Ç¬ÈÁ£´Ç¤�ª,¯b¤ � ´1Á�Â8¡®¥ «Ç¯b«­¬�«Ç¯b°X±.¤²´1Á×¢3¡®  Æ2¤Ý±.¤¿ÛK°�¬�«K±.¤²¥ ¡®ª�Ü8¡®  ±uï
4º�&� �?��W�,3� ,'��7 �I��[u��[u��� &�2���,7�� 8&9�

Ω ⊂ Ck 5 /���. 20�! +���?�D�����9�*�?���'2��?"���&21��435� �� ��� �?�����+���,-��&*� �� �B� ` ��.X,-�D2�� �
;!1? C����� �*�?�� 8�% 1�� = ��&:� ��&*� <B�*�a` ��.X,-� (*��.X,0 8�% #��&*&9� > ��& �/����� �*�� 8&*�2�� /���. 2�d
&Mª ±�°+"Iª.«­¯X  ¤�¥ Â(¤�·�¯b«­¬®¤�Æ2¤�ª�¯M´µ¤�¥:¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤�¥:±.¤×¥å¯b  «µ·�¯¦¤×¤í¯M±.¤¿¢'Á£«µÜ.´Ç¤²Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL«Ç¯b°È¨

SPC(bΩ)
¤�¯ FPC(bΩ)

¨.·�¡®Æ2Æ=¤X´Ç¤�¥ ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´Ç¤�¥ ±.¤�¥ Â(¡£«µª,¯b¥ ¤�ª�´µ¤�¥���§.¤�´Ç¥ ´1Á²¢3¡® ¦Æ=¤X±.¤²ÛK°í¬L«
¤�¥ ¯ ±�°+"Iª.«Ç¤ Â(¡£¥¦«Ç¯¦«Ç¬£¤AU'  ¤�¥¦Â�ï,Â(¡®¥ «Ç¯¦«Ç¬®¤Vª.¡®ª � ±.°+"Iª�«µ¤?W ï,ÛK¤�¥ Â8¡®«µª,¯b¥
±.¤ ¥ ¯¦ ¦«µ·í¯b¤ Â.¥ ¤�§.±�¡L·�¡®ª,¬®¤íÅL«­¯b°
¥¦¡®ª,¯ ¥å¯ÕÁ£Ü.´Ç¤�¥ 	�¯b¡£§�¯b¤MÂ8¤� å¯b§.  ÜIÁÈ¯¦«µ¡®ª�±�Ì §.ª�±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤7Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL¤×ÁÈ§/¬®¡®«Ç¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤:±uÌ §�ª�¯b¤�´
Â(¡®«Çª,¯�¨?¥¦§��2¥¦Á£Æ=Æ2¤�ª�¯2Â8¤�¯b«­¯b¤P¤�ª ª.¡® ¦Æ=¤ C2 ¨  ¦¤�¥ ¯¦¤�Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL¤£ïÀ¶:¤�Â.´Ç§.¥�¨ §.ª�·�Á£´Ç·�§.´
¢'Á£·�«Ç´µ¤ Æ=¡®ª,¯b  ¤ ��§�Ì «Ç´.¤íÅL«µ¥å¯b¤À±.¤�¥ ·�¡L¡®  ±.¡®ª.ª�°�¤�¥ Ô.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤�¥<´Ç¡L·�Á£´µ¤�¥?ÁÈ¯ ¯ÕÁ£·ÕÔ.°�¤�¥ � ·�¤�¥DÂ8¡®«µª,¯b¥
±IÁ£ª.¥$´µ¤�¥���§.¤�´µ´µ¤�¥$´µ¤?±.¡®Æ2Á£«Çª.¤?¤�¥å¯�¥å¯b  «µ·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯ "���&21��435�íï�Û$Á7¥ «Ç¯¦§IÁÈ¯b«Ç¡®ªÝ¤�¥å¯�±.«PO(°�  ¤�ª,¯b¤DÂ(¡£§. K´µ¤�¥
Â(¡®«Çª,¯b¥À±.¤º¢'ÁÈ«µÜ.´Ç¤¿Â�¥¦¤�§�±.¡L·�¡®ª,¬®¤ Å�«­¯b°)U3¤íÅL¤�Æ=Â.´Ç¤º±.¤ �:¡®Ô�ª � é7«µ ¦¤�Æ�Ü8¤� ¦Ï:G Þ£ë�I Wíï(ÓV¤��íÆ/Á£§L¬£ÁÈ«µ¥ �
¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤/¤�¥ ¯�ª�°�Á£ª.Æ=¡®«Çª.¥²Â(¤í¯b«Ç¯º±IÁ£ª�¥×§.ª.¤2Æ/Á0� ¡® ¦«­¯b°�±.¤2·�Á£¥�ï
ÛK¤2¯¦Ô.°�¡£ ���Æ=¤=¥¦§.«­¬£ÁÈª�¯�¨1��§.«
¤íÅLÂ.´µ«.��§.¤×·�¤�¯¦¯¦¤�Á£¥ ¥¦¤� å¯b«Ç¡®ªu¨�¤�¥ ¯Ý±'^ � Ö�«Ç·ÕÔIÁ£¤�´
áI ¦¤�¤�Æ/ÁÈª�±IÁ£ª�¥M´µ¤º·�Á£¥MÏ£°�ª.°� bÁ£´�±.¤�¥:¬£ÁÈ ¦«µ°í¯b°�¥
Ó ¾ GÎî,Þ�I ï
' Ú�(��;�*),+B� �I��[u��Qu�0>��� 8�

Ω
��& 2���,7�� 8&9� 5 /���. 2 �! +���?� 2�� Ck d�>  �$4 ��&'�?��, /B�+� FPC(bΩ)"���&*�@ #��&*� ��&H��� 1���.X� 2��

bΩ
B ���+��.��0"����!�� 8�$"� ������` ���5 8�8�+���/;F�'��.D2���� 1���.X #;��/;�� (*���+��,-��. �*(*���Bd

ç�¡®§.´µ«ÇÏ®ª.¡®ª�¥ ��§.¤¿´µ¤²¢3¤�§�«µ´µ´Ç¤�¯bÁ£Ï®¤MÂ8¤�§�¯:Â.  °�¥¦¤�ª,¯b¤� X±.¤�¥:¥¦«µª�Ï®§.´1ÁÈ ¦«Ç¯¦°�¥�¨
��§.«�Â� ¦¡�¬�«µ¤�ª�ª.¤�ª,¯M±�¤
¥bÁ£§�¯¦¥º±�¤2´µÁ ±�«µÆ=¤�ª.¥ «µ¡®ª6±.¤

kerL(x, ·) U3¬£¡®«µ 7G î�ÞL¨
M£à�I8W ïKÍ�¬ÈÁ£ª,¯º±.¤2Â� ¦¡®§�¬£¤� ¿·�¤æ¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤È¨
«µª,¯b  ¡L±.§�«µ¥¦¡£ª.¥ §.ª.¤²±.°/"Iª.«Ç¯¦«µ¡®ª�°+��§.«Ç¬ÈÁ£´Ç¤�ª,¯b¤²Â.´Ç§.¥ Ï®°�¡£Æ2°í¯b ¦«.��§.¤Ý±.¤²´1Á�¢3¡®  Æ2¤M±�¤ºÛK°í¬L«@ï



� �

ÊD�,+ + � �I��[u� Z�� >��� 8�
Ω
��& 2���,7�� 8&9� 5 /���. 2 �! +���?� 2���&'� Ck ��� r ��&9��` ��&9"��@ #��&72�; B &* +���B��&*�/�2��

bΩ
2�� <�. ��2� #��&*� &9��.X,-; ��&

x ∈ bΩ
d � ���5.

u, v ∈ T C
x bΩ

���
ũ, ṽ

2���� "�('��, �*� 2�� 1���"��/����.��2��
TCbΩ

<B�� 9��.1���+��&�<���&*�
u, v

B ��& � 	
i∂∂̄r(u, iv) = 〈[ũ, i ṽ](x), i ~N(x)〉.

> & �'��.X�@ #"����! #��.A� � ` ��.X,-�
2�� � ;!1? C2��
bΩ

��&
x
����� 2���&*&9;�� �'��.
	

L(x, u) = 〈[ũ, i ũ](x), i ~N(x)〉.
�? ¦¤�§L¬®¤7	 ã ´u¥�Ì Á£Ï®«­¯À±uÌ §�ª.¤²Æ/Á£ª�«µÂ.§.´µÁÈ¯b«Ç¡®ª/·�´1Á£¥ ¥¦«.��§�¤¿¥ §. À´µ¤�¥À¢3¡£ ¦Æ=¤�¥ ±.« O�°� ¦¤�ª,¯¦«µ¤�´Ç´µ¤�¥ 	

i∂∂̄r(u, iv) = 〈i∂̄r, [ũ, i ṽ]〉 − ũ · 〈i∂̄r, i ṽ〉 − i ṽ · 〈i∂̄r, ũ〉
= 〈i∂̄r, [ũ, i ṽ]〉(x) = 〈i ~N(x), [ũ, i ṽ]〉.

·�Á£ 
∂̄r(x) = ~∇r(x) = ~N(x)

ï
�ÓV¤V´Ç¤�Æ=Æ2¤ Á£¥¦¥ §. ¦¤V¤�ª�ÂIÁÈ  ¯b«Ç·�§.´Ç«µ¤� 2��§.¤ 〈[ũ, i ṽ](x), i ~N(x)〉 ª.¤V±�°�Â8¤�ª.± ��§.¤ ±�¤

ũ(x)
¤�¯
ṽ(x)

ï
é:¡®§�¥7°�·�  «µ ¦¡£ª.¥ ±.¡®ª.·¿Á£Ü�§.¥¦«­¬®¤�Æ=¤�ª,¯ L(x, u) = 〈[u, iu], i ~N(x)〉 ï�? ¦¤�§L¬®¤¿±.§P¯¦Ô.°�¡£ ���Æ=¤ è ï ìLï ê)	 çL¡®«Ç¯

U
§.ª�¡£§�¬®¤�  ¯¿±.¤

bΩ
¥¦§. M´Ç¤���§.¤�´<´1Á2¢3¡£ ¦Æ=¤�±.¤�ÛK°�¬�«<¤�¥ ¯

Â(¡£¥¦«Ç¯¦«Ç¬£¤:ª.¡£ª � ±.°/"Iª.«Ç¤:¤í¯
dim kerL(x, ·) ¤�¥å¯ ·�¡£ª.¥ ¯bÁ£ª,¯b¤£ï.Ö�¡®ª,¯b  ¡®ª.¥ ��§.¤:´1Á¿±.«µ¥å¯b ¦«ÇÜ.§�¯¦«µ¡®ª N±.¤�¥æ¤�¥¦ÂIÁ£·�¤�¥2·�¡®Æ=Â.´µ¤ ÅL¤�¥
Nx := kerL(x, ·) ¨ x ∈ U

¤�¥ ¯2«µª,¯¦°�Ï® ¦Á£Ü.´µ¤Èï?¶×Ì Á£Â. ���¥=´µ¤�´µ¤�Æ2Æ=¤
Â. ¦°�·�°�±.¤�ª,¯�¨

u ∈ Nx

¥¦«K¤í¯:¥ ¤�§.´Ç¤�Æ=¤�ª,¯7¥¦«

〈[u, v], i ~N(x)〉 = 0 ∀v ∈ T C

x bΩ.

çL«
u1, u2

¥¦¡£ª�¯:±.¤�§LÅ ·ÕÔIÁ£Æ=Â.¥À±.¤Ý¬®¤�·�¯¦¤�§.  ¥X±.¤ N ¨.¡®ª�Áæ±�Ì Á£Â� ���¥À´@Ì °�Ï,Á£´µ«­¯b°:±.¤ �®Á£·�¡®Ü�« 	
〈
[
[u1, u2], v

]
, i ~N〉 = −〈

[
[u2, v], u1

]
+
[
[v, u1], u2

]
, i ~N〉, ∀v ∈ TCbΩ.

�
Á£ Ý±�°+"Iª.«­¯b«Ç¡®ª�±.¤ N ¨(´µ¤�¥M¬®¤�·í¯b¤�§. ¦¥
[u1, v]

¤�¯
[u2, v]

¥¦¡®ª,¯²±IÁ£ª�¥
TCbΩ

¤í¯²´µ¤�Æ=¤�Æ�Ü.  ¤�±.¤
±. ¦¡£«Ç¯b¤�¤�¥ ¯ ª�§.´XÂ(¡®§� �¯b¡®§�¯

v ∈ TCbΩ
ï7ÓV¤�·�«Ý¥¦«µÏ£ª.«."I¤ ��§�¤

[u1, u2] ∈ N ±.¡®ª�· ��§�¤ N¤�¥å¯�«µª,¯b°�Ï® bÁÈÜ.´µ¤Èï ã ´:¤íÅL«µ¥å¯b¤ ±.¡£ª.· §.ª)¢3¤�§�«µ´µ´Ç¤�¯bÁ£Ï®¤ ±.¤
U

ÂIÁ£ /±�¤�¥�¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯¦°�¥�±.¡£ª�¯�´µ¤�¥2Â.´1ÁÈª.¥
¯ÕÁ£ª�Ï®¤�ª,¯b¥Ý¥ ¡®ª,¯²±.¤�¥²¤�¥¦ÂIÁ£·�¤�¥²·�¡£Æ2Â.´Ç¤íÅL¤�¥Ý±�¤

Ck ïKÓV¤�¥Ý¬ÈÁ£  «µ°�¯¦°�¥Ý¥ ¡®ª,¯²Ô.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤�¥X±uÌ Á£Â. ���¥
§.ª�¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤²·�´1Á£¥ ¥¦«&��§.¤²±.¤¿ÛK°�¬�« �åÓV«Ç¬�«­¯ÕÁcU4¬®¡®«Ç  ÂIÁ£ À¤íÅL¤�Æ=Â.´Ç¤KG ìTMJI ¨IÂIÁÈ  ¯b«Ç¤Mã¦ãÕï ë�W ï

�

������� � � � � � RDT � W���� �
é:¡®§.¥7«µª,¯¦ ¦¡�±.§.«µ¥ ¡®ª.¥ � Â. ¦°�¥¦¤�ª�¯X§.ª.¤¿±.«µ¥å¯ÕÁ£ª�·�¤²¥¦§. 7´µ¤²Ü8¡® ¦±P±.¤�¥:±.¡£Æ/Á£«Çª.¤�¥ ��§.«$Â.  °�¥ ¤�ª,¯b¤

´ Ì Á�¬£ÁÈª�¯bÁ£Ï®¤M±�Ì �í¯b ¦¤²Â.´Ç§.¥ÀÁ£±IÁÈÂ�¯b°�¤ � ´µÁ�Ï®°�¡®Æ=°�¯¦ ¦«Ç¤M±.¤�¥7Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥ Ó ¾ ¯b¡®§L¯À¤�ª -�±.°/"Iª.«µ¥ �
¥bÁ£ª,¯X´1ÁæÆ ��Æ2¤Ý¯b¡£Â(¡®´Ç¡®Ï®«Ç¤ ��§�¤�´1Áæ±.«µ¥å¯ÕÁ£ª�·�¤×¤�§.·�´Ç«µ±.«Ç¤�ª.ª�¤£ï8ÓV¤�¯ ¯b¤�±�«µ¥ ¯bÁ£ª.·�¤×Á/°í¯b°º«µª,¯b  ¡L±.§�«Ç¯b¤
ÂIÁ£ Àé:Á£Ï®¤�´@¨;ç�¯¦¤�«µª ¤í¯ ` Á£«Çª.Ï®¤�  G ë®à�I ï

çL¡®«Ç¯
X

§.ª�¤Ý¥¦¡®§.¥ � ¬ÈÁ£  «µ°�¯¦°X´Ç«µ¥¦¥ ¤X±.¤
Ck ¨ x ¤�¯

y
±.¤�§LÅ�Â(¡£«µª,¯b¥ ±.¤

X
ï &Mª�Á£Â.Â8¤�´Ç´µ¤7·ÕÔ.¤�Æ=«µª

·�¡®Æ=Â.´Ç¤íÅL¤M¤�ª,¯¦ ¦¤
x

¤í¯
y

¯b¡£§�¯À·ÕÔ.¤�Æ=«µª
γ : [0, l] −→ X

� ¡®«ÇÏ®ªIÁ£ª,¯
x

�
y
¨ C1 ÂIÁ£  Æ=¡®  ·�¤�ÁÈ§LÅ(¨

¤�¯<¯¦¤�´
��§.¤
γ̇(t) ∈ TC

γ(t)S
´ � ¡ ��·�¤�´µÁX¢'Á£«Ç¯
¥¦¤�ª.¥�ï�&Mª�ª.¡£¯¦¤

`(γ)
´µÁX´µ¡£ª.Ï®§.¤�§. <¤�§�·�´µ«Ç±.«µ¤�ª.ª.¤ ±�Ì §.ª

¯b¤�´K·ÕÔ.¤�Æ=«µªuïIã ´K¤�¥ ¯7¢'Á£·�«Ç´µ¤M±�¤ºÂ.  ¡®§�¬£¤�  ��§�¤º±.¤�§LÅPÂ8¡®«µª,¯b¥ ��§.¤�´µ·�¡®ª
��§.¤�¥:±uÌÎ§.ª.¤¿Ô -�Â8¤�  ¥¦§. å¢'Á£·�¤
Æ2«Çª.«µÆ2Á£´Ç¤ U� %d%�Bd.ª.¤Ý·�¡£ª�¯¦¤�ªIÁÈª�¯ÀÂ.Á£¥ ±.¤ÝÜ8¡®§�¯ ±uÌÎÔ -�Â(¤� ¦¥¦§�  ¢'Á£·�¤ºÔ.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤?W ¥¦¡®ª,¯À ¦¤�´µ«Ç°�¥VÂ.Á£ 
§.ª�·ÕÔ.¤�Æ=«µª�·�¡®Æ=Â.´Ç¤íÅL¤£¨K¬®¡£«µ Ý´1Á Â.  ¡®Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª è ï ìLï ë�ï$é7¡£¯b¡®ª�¥ ��§.¤=´µ¤�¥¿Ô -�Â8¤� ¦¥ §.  ¢'ÁÈ·�¤�¥×¥ ¯b  «µ· �
¯b¤�Æ2¤�ª�¯:Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL¤�¥7U3°�¬£¤�ª,¯b§.¤�´µ´Ç¤�Æ=¤�ª,¯ � Ü(¡®  ± W ¥¦¡®ª,¯XÆ2«Çª.«µÆ2Á£´µ¤�¥V·�Á£ :¤�´µ´Ç¤�¥ÀÂ(¡£¥¦¥���±.¤�ª,¯
±.¤�¥ ¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª.¥ Â.«Ç·�¥

p.s.h
¤�ª ¯b¡®§L¯:Â8¡®«Çª�¯�ï



�
�
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��X�\��� ����� 
�� �\


Ck �
� �

��¡®§. 
x, y ∈ X

¨I¡®ª ±.°/"Iª.«Ç¯À´µÁ�±.«µ¥å¯ÕÁ£ª.·�¤ºÓ ¾ ¤�ª,¯b  ¤
x

¤�¯
y

Â.Á£ A	
d �

�
X (x, y) :=

«Çª�¢ {`(γ), γ ·ÕÔ.¤�Æ2«ÇªP·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�¤Ý¤�ª,¯b ¦¤
x

¤í¯
y}.

Û�ÁºÜ(¡®§�´µ¤7·�¡®   ¦¤�¥ Â(¡£ª.±IÁ£ª,¯b¤Ý±�¤M·�¤�ª�¯¦ ¦¤
x

¤í¯ ±.¤M ¦Á0-£¡®ª
δ

¤�¥ ¯ ª.¡£¯b°�¤
B �

�
X (x, δ)

ï.Ä?ª�´ Ì Á£Ü.¥ ¤�ª.·�¤
±uÌ ÁÈÆ�Ü.«µÏ£§ � ¯¦°£¨�¡£ªPª�¤¿Â� ¦°�·�«µ¥ ¤� bÁæÂIÁ£¥À´µÁæ±�°�Â8¤�ª.±IÁÈª.·�¤¿¤�ª

X
±.¤

d �
� ï

ÊD�,+ +B� . bP,=7(�<( �;�&¼��e,3�\7 ��Û ÌÎ«µª,¯¦°� ��í¯DÂ. ¦«Çª.·�«ÇÂIÁ£´.±.¤7·�¤í¯¦¯¦¤:±.«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤7¤�¥å¯V±�Ì �í¯b ¦¤7±.«Ç´1ÁÈ¯¦°�¤ ÂIÁ£ 
¯b¡®§�¯¦¤VÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ªºÓ ¾�±.¡®ª,¯<´@Ì ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ªM¯bÁ£ª.Ï®¤�ª,¯b¤ ¤�¥ ¯<±�«µ´1Á ¯ÕÁ£ª,¯b¤ ¥ §. 

TCS
ï �? ¦°�·�«Ç¥¦°�Æ=¤�ª,¯�¨

4º�&� �?��W�,3� ,'��7 �I��[K� �u��>��� #��&*�
S1

B
S2

2���� 3A(�:X�*��.1����. `R��"����F�! +���?��� 2��
Ck d >��� 8� F : S1 → S2�5&9� �������! #"$���% #��& 698 <B�� ����� ��&:2� : ;���,-��./�*(� +��,-� �+�?"$���9��& �/���5� �*�� 8&*� 2��

S1

d � �+��.���B'�*���5.���������$/������+�
B

���
(x, r)

.1��� ���@ 1���,-��&*�F"���, �'��"��/�D2���&'�
S1

BF��& � 	
(
‖F ′(q)u‖ ≥ C‖u‖, ∀q ∈ B

���
(x, r), ∀u ∈ TC

q S1

)
=⇒ F

(
B

���
(x, r)

)
⊃ B

���
(F (x), Cr).

�   ¤�§�¬£¤ 	 çL«
F (B �

�
(x, r)) = S2

´µÁ/Â.  ¡®Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª�¤�¥å¯Ý¬L ¦Á£«µ¤È¨�¡®ª�Â8¤�§L¯Ý±.¡®ª.·�¥ §.Â.Â8¡®¥¦¤�  ��§.¤
F (B �

�
(x, r)) 6= S2

ï�ÓV¡®Æ2Æ=¤
F

¤�¥å¯V§�ª2±.« O�°�¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�«µ¥¦Æ=¤ ´Ç¡L·�Á£´ ¨
F

¤�¥ ¯ ¡®§�¬£¤� å¯b¤7¤�¯D«µ´I¥ §��æ¯
±.¤Ý¬®¡®«Ç V	

d �
� (
F (x), bF (B �

�
(x, r))

)
≥ Cr.çL¡®«Ç¯D±.¡£ª.·

z ∈ bF (B �
�
(x, r))

§.ª2Â(¡®«Çª,¯ � ±.«µ¥å¯ÕÁ£ª.·�¤MÓ ¾ "Iª.«Ç¤:±�¤
F (x)

ï.ç�¡®«Ç¯
γ

§.ª/·ÕÔ.¤�Æ=«µª
·�¡®Æ=Â.´µ¤ ÅL¤D¤�ª,¯b ¦¤

F (x)
¤�¯
z

ÂIÁ£ ¦Á£Æ=°�¯b  ° Â.Á£ $´1ÁÀ´µ¡®ª.Ï£§.¤�§. $±uÌ Á£  ·£¨&±.¤D´µ¡®ª.Ï£§.¤�§. 
`(γ)

«Çª�¢3°�  «µ¤�§� ¦¤
�
d �

�
(F (x), z) + ε

ï;ÓV¡£Æ2Æ=¤
F

¤�¥ ¯À§�ªP±�«PO(°�¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.«µ¥ Æ2¤XÓ ¾ ´µ¡�·�ÁÈ´(¤�ª ¯¦¡®§�¯ Â8¡®«Çª�¯ ±.¤
S1

¨
¡®ª Â(¤�§�¯æ ¦¤�´&�í¬®¤� 

γ
¤�ªH§�ª ·ÕÔ.¤�Æ=«µª ·�¡®Æ2Â�´µ¤íÅL¤

γ̃
¯ÕÁ£ª,¯ ��§.¤

γ̃
ª.¤�¥ ¡®  ¯æÂ.Á£¥�±.¤

B �
�
(x, r)

ï
ÍX§�¯¦ ¦¤�Æ=¤�ª,¯²±.«­¯�¨u«Ç´
¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤

l̃ ≤ `(γ)
¤�¯
γ̃ : [0, l̃] −→ B �

�
(x, r)

� ¡£«µÏ®ªIÁÈª�¯
x

�
bB �

�
(x, r)¯b¤�´Ç¥ ��§.¤

F ◦ γ̃(t) = γ(t)
Â(¡®§� À¯¦¡®§�¯

t ∈ [0, l̃]
ï�ÍX´µ¡£ ¦¥

d �
�
(F (x), z) + ε ≥ `(γ) ≥ l̃ =

∫ el

0
‖γ̇(t)‖dt =

∫ el

0
‖F ′(γ̃(t)) ˙̃γ(t)‖dt

≥ C
∫ el

0
‖ ˙̃γ(t)‖dt ≥ C`(γ̃) ≥ Cr

Â.§.«Ç¥���§.¤
γ̃(l̃) ∈ bB �

�
(x, r).

Ä ª ¢'Á£«Ç¥bÁ£ª,¯ ¯b¤�ª.±.  ¤
ε
¬®¤� ¦¥

0
¨.¡£ª�¡®ÜL¯b«µ¤�ª,¯ÀÜ.«µ¤�ª

d �
�
(F (x), z) ≥ Cr

ï
�

Ø �@�'½��&�Y.$��W �;�&¼!7'.$��W�Ë?�8½��3��WE¹ ��� �V«Ç¤�ª ��§.¤6¯b ¦«­¬�«1Á£´Ç¤�Æ=¤�ª,¯�ª.¡£ª � °+��§�«Ç¬ÈÁ£´µ¤�ª,¯b¤�¥�¨ ´µ¤�¥
±.«µ¥å¯ÕÁ£ª.·�¤�¥D¤�§.·�´µ«Ç±.«µ¤�ª.ª.¤À¤�¯VÓ ¾)¥¦¡®ª,¯D¢3¡®  ¯¦¤�Æ=¤�ª,¯D ¦¤�´µ«µ°�¤�¥ ±IÁ£ª�¥ ´Ç¤�¥ Ô -LÂ8¤�  ¥¦§. å¢'Á£·�¤�¥ Æ=«µª.«ÇÆ/Á£´Ç¤�¥�ï
Ä ªPÂIÁ£ å¯b«Ç·�§.´Ç«µ¤� �¨L´Ç¤�¥ÀÏ® ¦Á£ª.±.¤�¥7Ü8¡®§.´Ç¤�¥7Ó ¾�·�¡®ª,¯b«µ¤�ª.ª.¤�ª�¯7±.¤²Ï® ¦Á£ª.±.¤�¥:Ü8¡®§.´Ç¤�¥ ¤�§.·�´Ç«µ±.«Ç¤�ª.ª.¤�¥�ï
4º�&� �?��W�,3� ,'��7 �I��[u��OK� ���A�/���*���+�$<� #� �����?�?"� #;�� 5 � � 2� +���#��&9"��0698 "��
�8&9"� %2�� � 1���" � �A�/���*���+�$<� #�� ���*���8�+� ���5.C�+��� (�:X�*��.1����.G`R��"����C�! +���?���C,0 8&* 8,7���+��� 2��

Ck d > & �'��.X�@ #"����! #��. B�������� ���,1���.X� /���.X&9;2
4 �5&9�A�/���8�+�V(�:��*��.�����.G`R��"��N�����
d
��� � /���.X&9;Bd

�   ¤�§�¬£¤ 	 ã ´X¤�¥ ¯�·�´1Á£«Ç  ��§�¤�´1Á ±�«µ¥ ¯bÁ£ª.·�¤�Ó ¾e¤�¥ ¯/¥¦§.Â8°�  «µ¤�§� ¦¤ � ´µÁ ±.«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤�¤�§.·�´µ«µ±�«µ¤�ª�ª.¤£¨
¡®§6¤�ª.·�¡® ¦¤ ��§.¤

B �
�
(x, δ) ⊂ B(x, δ)

ïKã ´?¥ §��æ¯¿±.¡®ª.·æ±.¤æ¯b  ¡®§�¬®¤� ²§.ª   °�¤�´
δ′ > 0

¯¦¤�´8��§.¤
B �

�
(x, δ) ⊃ B(x, δ′)

ï�çL«
S

¤�¥å¯ §�ª.¤ Ô -LÂ8¤�  ¥¦§. å¢'Á£·�¤7Æ=«µª.«ÇÆ/Á£´Ç¤ ±.¤
Ck ¨®´1ÁM±�«µ¥ ¯¦ ¦«ÇÜ.§�¯b«Ç¡®ª�±uÌÎÔ - �

Â(¤� ¦Â.´µÁ£ª.¥
TCS

±IÁ£ª.¥
TS

ªuÌÎ¤�¥ ¯M«µª,¯b°�Ï® bÁ£Ü�´µ¤×¤�ª6Á£§.·�§.ª�Â(¡£«µª,¯�ï(Ä?ª�¤RO(¤�¯�¨(§.ª.¤�Ô -�Â8¤� ¦¥ §.  ¢'ÁÈ·�¤
«µª,¯b°�Ï® bÁ£´Ç¤²±.¤×·�¤�¯¦¯¦¤×±.«Ç¥ ¯¦ ¦«µÜ�§�¯b«Ç¡®ª ±.¤×Â.´µÁ£ª.¥7¥¦¤� bÁ£«­¯X§.ª�¤º¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯¦°º±.¤

Ck ±.¡®ª,¯X´µ¤�¥7Â.´µÁ£ª.¥À¯ÕÁ£ª �
Ï®¤�ª,¯b¥X¥¦¡®ª,¯²·�¡£Æ2Â.´Ç¤íÅL¤�¥:¤�¯Ý¥ ¤� ¦Á£«Ç¯XÔ.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤¿±uÌ Á£Â. ���¥Ý´µ¤¿¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤�±�¤�ÛK¤�¬�« � ÓV«Ç¬�«Ç¯bÁ=±.° � �
·�«Ç¯¦°£ï�Û�ÁºÜ(¡®§�´µ¤

B �
�
(x, δ)

¤�¥å¯7Á£´µ¡®  ¥V¡®§L¬®¤� å¯b¤ÝÂ8¡®§.  ´µÁº¯b¡£Â(¡®´Ç¡®Ï®«Ç¤:§.¥ §.¤�´Ç´µ¤:¥¦§. 
S

¤�¯ ·�¡®ª,¯b«Ç¤�ª,¯
§.ª.¤²Ü(¡£§.´µ¤

B(x, δ′)
¥¦«
δ′

¤�¥å¯X¥ §��=¥bÁ£Æ=Æ2¤�ª,¯:Â8¤�¯¦«Ç¯�ï



� �

��¡®§.  ·�¡®Æ2Â� ¦¤�ª�±. ¦¤À·�¤í¯¦¯¦¤7±�¤� ¦ª�«&��  ¤7Á£¥¦¥ ¤�  ¯¦«µ¡®ª�¨®·�¡®ª�¥¦«µ±�°� ¦¡£ª.¥
2k−2

·ÕÔIÁ£Æ=Â.¥ ±.¤ ¬®¤�·�¯¦¤�§.  ¥
§.ª.«­¯ÕÁ£«Ç ¦¤�¥$´Ç«µ¥¦¥ ¤�¥�±.¤

TCS u1, . . . , u2k−2
«µª�±.°�Â8¤�ª.±.Á£ª,¯b¥<¥ §. 
§.ª�¬£¡®«µ¥ «µªIÁÈÏ®¤ ±�Ì §.ª×Â(¡®«Çª,¯

x ∈ S
ï

ÛK¤�¥×¬£¤�·�¯¦¤�§.  ¥
u1(p), . . . , u2k−2(p), i ~N(p)

¢3¡® ¦Æ=¤�ª,¯�ÁÈ´µ¡®  ¥×§.ª.¤/ÜIÁ£¥¦¤/±.¤
TpS

ï?ç�¡®«Ç¯
Φt

ui

´Ç¤
(I¡£¯7Á£§�¯¦¤�Æ=Â.¥

t
±.§P·ÕÔIÁ£Æ=Â ±.¤Ý¬®¤�·í¯b¤�§. 

ui
¤�¯

Ψ
´ Ì Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª/±.°/"Iª.«Ç¤¿Â.Á£ V	

Ψ : R2n−1 −→ S
(t, t1, . . . , t2n−2) 7−→ Φt2n−2

u2n−2
◦ . . .Φt1

u1
◦ Φt

i ~N
(x).

ã ´ ¥�Ì Á£Ï®«­¯�±uÌÎ§.ª.¤�Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ªB´Ç«µ¥¦¥ ¤�±.¡®ª,¯=´1Á �¦Á£·�¡®Ü.«Ç¤�ª.ª.¤�¤�¥ ¯=«µª,¬£¤� ¦¥ «µÜ.´Ç¤�¤�ª
O

ï
¶×Ì Á£Â. ���¥2´Ç¤
¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤/±uÌ «Çª,¬®¤�  ¥¦«Ç¡®ª�´µ¡�·�Á£´Ç¤£¨

Ψ
¤�¥ ¯æ§.ªH±.«PO(°�¡£Æ2¡®  Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤2¤�ª�¯¦ ¦¤ §.ª ¬®¡£«µ¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤

U
±.¤

0±IÁ£ª.¥
R2n−1 ¤�¯V§.ª/¬£¡®«µ¥ «µªIÁ£Ï£¤

V
±�¤
x

±IÁ£ª�¥
S
ï�ÛK¤�¥ Ô -LÂ8¤�  ¥¦§. å¢'Á£·�¤�¥ Fc := Ψ({t = c}) ±.°+" �

ª.«µ¥ ¥¦¤�ª�¯7±.¡£ª.·²§.ª�¢3¤�§.«Ç´µ´µ¤í¯ÕÁ£Ï£¤X±.¤
S

¥ §. 
V

Á�¬£¤�·
xc := Ψ(c, 0, . . . , 0) ∈ Fc

ï;�
Á£  ±�°+"Iª.«­¯b«Ç¡®ª
±.¤Ý´1Áº±.«µ¥å¯ÕÁ£ª.·�¤¿Ó ¾¿¨ Fc,δ := Ψ

(
{t = c} ∩B(0, δ)

)
⊂ B �

�
(xc, δ)

±.¡®ª.·
Vδ,ε :=

⋃
|c|<ε Fc,δ¤�¥å¯/§.ª ¬®¡®«Ç¥¦«µª.Á£Ï®¤ ±.¤

x
±.Á£ª.¥

S
Â(¡®§� 

ε > 0
ïDÛ�Á�ª.¡®ª � «µª,¯b°�Ï® bÁÈÜ.«µ´Ç«Ç¯b°/±.¤

TCS
«ÇÆ2Â�´µ«&��§.¤

´ ÌÎ¤íÅL«µ¥å¯b¤�ª.·�¤�±�Ì §.ª6Â8¡®«µª,¯
y ∈ F0,δ

¤�¯Ý±�Ì §.ª�¬£¤�·�¯¦¤�§. 
ui(y)

¯¦ bÁ£ª.¥å¬®¤� ¦¥¦¤ �
TyF0

ï�&Mª6Á�ÁÈ´µ¡®  ¥
Φs

ui
(y) ∈ Fh(s)

Á�¬®¤�·
h′(0) 6= 0

¤�¯
Φs

ui
(y) ∈ B �

�
(x, 2δ) ∩ B �

�
(xh(s), 2δ)

Â(¡®§� 
s < s0¥¦§��=¥¦Á£Æ2Æ=¤�ª,¯=Â8¤�¯b«­¯�ïDÓV¤�·�«7Â. ¦¡®§L¬®¤,��§�¤

xh(s) ∈ B �
�
(x, 4δ)

±.¡®ª�·
Vδ,h(s) ⊂ B �

�
(x, 5δ)Â(¡£§. 

s ≤ s0

¤í¯À·�¡®ª�·�´µ§L¯:´µÁ�Â. ¦¤�§�¬®¤¿±.¤²·�¤í¯¦¯¦¤ºÂ.  ¡®Â8¡®¥¦«­¯b«µ¡£ªuï
�

é:¡®§.¥²§�¯¦«µ´Ç«µ¥¦¤� ¦¡®ª�¥²Á£§.¥¦¥ « §.ª.¤æ¬®¤�  ¥¦«Ç¡®ª Â�´µ§.¥²¥¦¡£Â.Ô.«µ¥å¯b«.��§�°�¤=±.¤æ·�¤�¯ ¯b¤=Â. ¦¡£Â(¡®¥ «Ç¯¦«µ¡®ª��NU4¬®¡®«Ç G è ÞJI WV	
4º�&� �?��W�,4�e,'��7 �I��[u� 
(� -����5�/� (�:��*��.1���5.G`R��"��

S
2��

Ck "���, �'��"�����"���&*&9�435�K�B��&'�@/���. 2H�����
d
� � � /���.X&9;��Bd

ã ±.°�¤²±.¤²Â.  ¤�§�¬£¤ 	 é:¡®§�¥ÝÁ£Â.Â8¤�´Ç¡®ª.¥7¡® ¦Ü.«­¯b¤�Ó ¾ ±uÌÎ§.ª�Â8¡®«µª,¯
y ∈ S

´µÁ2·�´µÁ£¥¦¥ ¤�±uÌÎ°���§.«­¬£ÁÈ´µ¤�ª�·�¤
±.¤

z
¥ ¡®§.¥À´1Á�  ¤�´1Á ¯b«µ¡£ª

z ∼ z′
¥ «
d �

�
(z, z′)

¤�¥ ¯ "Iª.«µ¤0	
O �

� (y) :=
⋃

t>0

B �
�
(y, t).

Û?Ì Ô -�Â(¤� ¦¥ §.  ¢'Á£·�¤
S

°í¯ÕÁ£ª,¯�·�¡®Æ2Â.Á£·�¯¦¤ ¥bÁ£ª�¥�Ü(¡®  ±u¨V«Ç´:¤ ÅL«µ¥ ¯¦¤�§.ª Â(¡£«µª,¯
p ∈ SPC(S)

ï Û$Á
Â. ¦¡£Â(¡®¥ «Ç¯¦«µ¡®ªMÂ� ¦°�·�°�±.¤�ª,¯b¤ Á£¥ ¥¦§.  ¤4��§.¤D´ ÌÎ¡®  Ü.«Ç¯¦¤ Ó ¾�±.¤

p
·�¡®ª,¯b«Ç¤�ª,¯�§.ªº¡£§�¬®¤�  ¯�¨&¤í¯1��§.¤

d �
�
(p, ·)¤�¥å¯MÜ8¡® ¦ª.°�¤�¥¦§� X§.ª ¬£¡®«µ¥ «µªIÁ£Ï£¤º±.¤

p
ï�ÓV¤�´1Á=Â(¤� ¦Æ=¤�¯X±.¤×¬®¡£«µ �¨;¤�ª�§�¯b«Ç´µ«µ¥¦Á£ª,¯7´1Á2·�¡®ª,¯b«Çª�§�«Ç¯b°º±.¤

´1Á�±�«µ¥ ¯¦ ¦«ÇÜ.§�¯b«Ç¡®ª
TCS

¨ ��§.¤�´1ÁP¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª
d �

�
(p, ·) ¤�¥å¯

s.c.s
ï�ã ´ ¥¦§��=¯æ±�¡®ª.·�±uÌÎ°�¯bÁ£Ü.´Ç«µ  ��§.¤

O �
� (p) = S

ï(çL§.Â.Â8¡®¥ ¡®ª.¥ ��§.¤
O �

� (p) 6= S
¨(Á£´µ¡£ ¦¥À´µ¤ºÜ(¡®  ±�±.¤

O �
� (p)

¤�¥ ¯Ýª�¡®ª�¬�«µ±.¤Èï���Á£ 
·�¡®ª,¯¦«µª�§.«Ç¯¦°º±�¤

TCS
¨8¥¦«

y0 ∈ bO �
� (p)

Á£´Ç¡® ¦¥
O �

� (y0) ⊂ bO �
� (p)

ï(Û?Ì ¡£ ¦Ü.«­¯b¤×Ó ¾ ±.¤
y0

¤�¥ ¯
±.¡®ª.·²¤�ª�ÂIÁÈ  ¯b«Ç·�§.´Ç«µ¤� V±uÌÎ«µª,¯b°� ¦«Ç¤�§.  ¬�«µ±�¤£ï;é:¡£§.¥7Á£´µ´Ç¡®ª.¥V¬£¡®«µ  ��§.¤²·�¤�·�«$¤�¥å¯7«µÆ=Â(¡®¥ ¥¦«ÇÜ.´µ¤Èï

¶X°+"Iª�«µ¥¦¥ ¡®ª.¥7´ ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤
X := O �

� (y0)
ï;�? ¦¡®§�¬£¡®ª.¥7±IÁ£ª.¥À§.ªPÂ.  ¤�Æ=«µ¤�  ¯b¤�Æ=Â.¥A	

ÂIÁ£  ¯b¡£§�¯ÀÂ(¡£«µª,¯
y ∈ X

ÂIÁÈ¥¦¥¦¤¿§.ª.¤²Ô -�Â(¤� ¦¥ §.  ¢'Á£·�¤×Ô.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤M«µª�·�´µ§�¥¦¤Ý±IÁ£ª�¥
X

ï U ∗ W
ÓV¡®ª.¥ «µ±.°� ¦¡®ª.¥VÂ(¡®§� V·�¤�´1Á×´@Ì ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª

Ψ
±.¤X´1ÁºÂ� ¦¤�§L¬®¤ÝÂ.  °�·�°�±.¤�ª,¯¦¤¿±�°+"Iª.«Ç¤M¥¦§� 

[−ε, ε]2k−1¤�¯À±uÌÎ«µÆ2Á£Ï®¤X·�¤�ª,¯¦ ¦°�¤º¤�ª
y

Ψ : [−ε, ε]2k−1 −→ V ⊂ S
(t, t1, . . . , t2n−2) 7−→ Φt2n−2

u2n−2
◦ . . .Φt1

u1
◦ Φt

i ~N
(y),

�������
	���
�����

����� �������������� "!�
$#�
%�& ('*)+	-,.�/,0
1,2�3
$	4� �3
1576�	8�:9�)+ �;���
<	=� 
��>�&

�3
��.#1�8
�;
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Ck �
� %

Á£«µª.¥ « ��§.¤æ´µ¤�¢3¤�§.«µ´Ç´µ¤í¯ÕÁ£Ï®¤ F Á£¥ ¥¦¡�·�«Ç°�U Fc := Ψ({t = c}) Wíï�ã ´?¤�¥ ¯¿·�´µÁ£«µ :±uÌ Á£Â. ���¥²´1Á�Â.  ¤�§�¬£¤
±.¤²´1Á�Â.  ¡®Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª�Â� ¦°�·�°�±.¤�ª,¯b¤ ��§uÌÎ«µ´�¤íÅL«µ¥å¯b¤²§.ªP¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤

T ⊂ R
¯¦¤�´ ��§.¤

O �
� (y0) ∩ V =

⋃

c∈T

Fc

¤�¯º´µ¤�¥²¢3¤�§�«µ´µ´Ç¤�¥ Fc

¥¦¡£ª�¯×±.¤�¥¿¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯b°�¥ºÔ�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤�¥²Â8¡®§. 
c ∈ T

ï�ÓV¡®Æ=Æ=¤
y ∈ O �

� (y0)
¨

«µ´?¥�ÌÎ¤�ª�¥¦§.«­¯ ��§.¤ F0

¤�¥å¯�Á£·�·�§.Æ×§.´µ°�¤/ÂIÁ£ ¿±.¤�¥×¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯b°�¥ºÔ�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤�¥�ï�çL¤�¥ºÂ.´1Á£ª�¥º¯ÕÁÈª.Ï®¤�ª,¯¦¥
·�¡ � ª.·�«Ç±.¤�ª,¯À±.¡®ª�·ºÁ�¬£¤�·

TCS
¤�¯ F0

¤�¥ ¯À§.ª.¤Ý¬ÈÁ£  «µ°�¯¦°ÝÔ.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤Èï.ÓV¤�·�«$·�¡£ª.·�´Ç§�¯À´1Á�Â.  ¤�§�¬£¤
±.¤ U ∗ WVU4¬®¡®«Ç  "IÏ®§.  ¤ è ï è W ï

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������

y

y0

Ψ−1(S)

O �
� (y0)

���	��
 è ï è � &M ¦Ü.«­¯b¤¿Ó ¾�±IÁÈª.¥À´1Á�·�ÁÈ  ¯b¤
Ψ

ï
Û?ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤

X
°í¯ÕÁ£ª,¯:·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯�¨;´1Á�¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª |z1|

ÁÈ¯¦¯¦¤�«Çª�¯7¥ ¡®ª�Æ2Á ÅL«µÆ�§�Æ~¤�ª�§.ª�Â8¡®«Çª�¯
y ∈ X

ïuÓV¤�Â8¡®«µª,¯M¤�¥ ¯²ÁÈ´µ¡®  ¥X«µª�·�´µ§�¥X±IÁ£ª�¥M§.ª.¤�Ô -�Â(¤� ¦¥ §.  ¢'Á£·�¤�Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤¿¥¦§� Ý´1Á#��§.¤�´µ´µ¤
z1¤�¥ ¯M§.ª.¤º¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª�·�¡®ª.¥å¯ÕÁ£ª,¯¦¤

c
ï(Û?Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´µ¤

S ∩ {z1 = c} ¤�¥å¯M¢3¤�  Æ2°º±IÁ£ª.¥ {z1 = c} ÂIÁÈ 
·�¡®Æ=ÂIÁ£·�«Ç¯b°X±.¤

S
¤�¯À¡®§L¬®¤� å¯X±�Ì Á£Â� ���¥

(∗) ï;¶X¡£ª.·
S ⊃ {z1 = c} ¨I·ÈÌ ¤�¥ ¯:Á£Ü.¥ §. ¦±�¤£ï

�

Ø �@�'½��&� .���W �?�,�e,3���/W�Ë?�8½��'��W�¹���� ÓV¡®ª.·�´µ§.¡£ª.¥À·�¤�¯ ¯b¤¿ÂIÁ£ å¯b«µ¤Ý¤�ª�Â.  °�·�«µ¥bÁÈª�¯7´@Ì Á£´Ç´µ§.  ¤X±.¤�¥
Â(¤í¯b«Ç¯¦¤�¥2Ü(¡®§�´µ¤�¥/Ó ¾e±�Ì §.ª�¤�Ô -�Â(¤� ¦¥¦§�  ¢'Á£·�¤�¥ ¯b  «µ·í¯b¤�Æ=¤�ª,¯/Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤£ï7Û$Á Â.  ¡®Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª
¥¦§.«­¬£ÁÈª�¯¦¤:¤�¥ ¯V§.ª/·�Á£¥ Â.Á£  ¯¦«µ·�§�´µ«µ¤� <¯b ���¥V¥ «µÆ=Â.´µ¤ ±�§/¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤7î¿±.¤NGÎë®à�I@ï�é:¡®§�¥V¤�ª2±.¡®ª.ª�¤� ¦¡£ª.¥
§.ª.¤²±.°�Æ=¡®ª.¥å¯b ¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª�ÂIÁ£ À±.«Ç´1ÁÈ¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥D±.¤²·�¡�¡® ¦±.¡£ª.ª.°�¤�¥:±.Á£ª.¥À´1Á�ÂIÁÈ  ¯b«Ç¤ è ï ë�ï
4º�&� �?��W�,3� ,'��7 �I��[K�
�u� >��� 8�

p ∈ SPC(bΩ)
d 
X� �43T +���/�K2���� 3 ` ��&9"��@ #��&'� �*�?�� 8�% 1����

τ1, τ2
2�;��

B &* #��� ���5.
R∗

+

��� 2���� 3�"���&'���#��&*�/���
τ0, ε0 > 0

�/���8�+���6<B� �
∀τ < τ0, ∀ε ≤ ε0, Uε,τ1(τ) ⊂ B

� �
(p, τ

√
ε) ⊂ Uε,τ2(τ).

�N�F���!����B ��& �*���5� ��.1��&�2�.1�
τ2

�/��&�2���&*� 1���.��
0
� 1���"

τ
d

ÓV¤í¯²°�ª.¡£ª.·�°æÂ8¤� ¦Æ=¤�¯M±.¤�¥¦§.Ü�¥ ¯b«­¯b§.¤� ²Á£§LÅ�Ü(¡£§.´µ¤�¥²Ó ¾{±.¤�¥Ý¡®Ü � ¤�¯¦¥²Â.´µ§.¥XÆ/Á£ª�«1Á£Ü.´Ç¤�¥ ��§.¤
ª.¡®§.¥7Á£´Ç´µ¡®ª.¥V±.°�·� ¦«µ  ¤ÝÂ. ¦°�·�«Ç¥¦°�Æ=¤�ª,¯�ï

¾7Á£Â.Â8¤�´Ç¡®ª.¥8��§.¤7Â(¡£§. 
p ∈ bΩ

¨ ~N(p)
±.°�¥¦«ÇÏ®ª.¤À´1ÁMª.¡£ ¦Æ2Á£´µ¤   ¤�ª,¯b ¦Á£ª,¯b¤ �

bΩ
¤�ª
p
ï��M§.«Ç¯ ¯b¤

� ·ÕÔIÁ£ª.Ï£¤�  ±.¤M·�¡L¡£ ¦±.¡®ª�ª.°�¤�¥�¨.´Ç¤X±.¡®Æ2Á£«Çª.¤
Ω

¤�¥ ¯ ¥å¯b ¦«Ç·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯
"���&21��435�X¥¦§.  §�ª�¬®¡®«Ç¥¦«µª.Á£Ï®¤
O±.¤

p
ï�&MªPÂ(¤�§�¯:Á£´µ¡®  ¥ ±.°/"Iª.«µ À§.ª�¤¿Â� ¦¡ � ¤�·�¯b«Ç¡®ª-[ ¡® å¯bÔ.¡£Ï®¡®ªIÁ£´Ç¤�\:¥¦§� 

bΩ
±.Á£ª.¥

O
	

π : O ∩ Ω −→ O ∩ bΩ
z 7−→ π(z) t.q. d(z, π(z)) = min{d(z, q), q ∈ 0 ∩ bΩ}.

¾:Á£Â�Â(¤�´µ¡®ª.¥ ��§�¤
TpbΩ = TC

p bΩ⊕

 ¤�·í¯

R(i ~N(p))
ï é7¡®§.¥�ª.¡£¯¦¡®ª.¥

Bt,C(p, r)
´µÁBÜ8¡®§.´µ¤�±.¤

·�¤�ª,¯¦ ¦¤
0

¤í¯X±�¤º ¦Á0-£¡®ª
r

±IÁ£ª.¥
TC

p bΩ
¤í¯
Bt,R(p, r)

´Ç¤Ý¥¦¤�Ï£Æ2¤�ª�¯:±.¤¿·�¤�ª�¯¦ ¦¤
0

¤í¯7±.¤º ¦Á -®¡®ª
r±IÁ£ª.¥ 
 ¤�·í¯

R(i ~N(p))
ï8ÓV¤�·�«K°í¯ÕÁ£ª,¯7Â8¡®¥¦°²ª.¡®§�¥7¥ ¡®Æ=Æ2¤�¥7¤�ª�Æ=¤�¥ §. ¦¤²±.¤Ý¢3¡®  Æ�§.´Ç¤�  ´µÁ



� �

¸�( 	 78,3�e,3��7 �I��[u� � �

pε := p + ε ~N(p)
Fε,τ := pε +Bt,C(p, τ

√
ε) × Bt,R(p, τε)

Uε,τ := π(Fε,τ ).

çL«µÏ®ª.Á£´µ¡®ª�¥D±���¥ � Â� ¦°�¥ ¤�ª,¯���§.¤
ε
¤�¥ ¯ ±.¤�¥ ¯¦«µª.° � ¯b¤�ª.±. ¦¤:¬®¤�  ¥

0
Á£´Ç¡® ¦¥���§.¤

τ
¤�¥ ¯ §�ª�ÂIÁ£ ¦Á �

Æ �í¯b  ¤ ±.¤ ·�¡£ª�¯¦  ;®´Ç¤ ��§.«.¥ ¤� bÁ "�ÅL°Èï�ÓV¤�¥ ¤�ª�¥¦¤�Æ×Ü.´µ¤�¥?¥¦¡®ª,¯ ±.°/"Iª.«µ¥?±���¥8��§.¤
ε
¤�¥ ¯ ¥ §��=¥bÁ£Æ=Æ=¤�ª,¯

Â(¤í¯b«­¯ ¤�¯
τ

Â.´µ§�¥ Â(¤í¯b«Ç¯���§.¤
1
ï

pε

Fε,τ

O

~N(p)

p
i ~N(p)

T C

p
bΩ

Uε,τ

bΩ
τ
√

ε

τε

� #�� � � ���	���
�.��� ����� � 	 		�!� � �0���!�$� � ���?�!�?� ����	��	��� 	���� 	������ #
¶MÁ£ª.¥À·�¤í¯¦¯¦¤ÝÂIÁ£  ¯¦«µ¤È¨.ª.¡®§.¥ Â� ¦°�¥ ¤�ª,¯b¡£ª.¥)��§.¤�´&��§.¤�¥7Â� ¦¡®Â.  «µ°í¯b°�¥ ¢3¡£ª.±IÁ£Æ=¤�ª,¯ÕÁÈ´µ¤�¥ ±�¤�¥ÀÁ£Â.Â�´µ« �

·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥ Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤�¥VÂ.  ¡®Â.  ¤�¥À¤�ª,¯b  ¤Ý±.¡®Æ2Á£«µª�¤�¥ ±.¤
Ck Á£«Çª.¥¦«7��§.¤ ��§�¤�´&��§.¤�¥ÀÂ. ¦¡®Â� ¦«µ°í¯b°�¥ ±.¤

´µ¤�§. ¦¥ Â.  ¡®´µ¡£ª.Ï®¤�Æ=¤�ª,¯¦¥ÀÁ£§�Ü8¡®  ±uï

����� �	� 
���
 U ��� U 
 W��QY�� � T � � 
�� WKU 
 �
¶X¤�Æ2Á£ª.«&�� ¦¤¿¯b ���¥MÏ®°�ª.°� ¦Á£´µ¤È¨  %d%�Bd�¥¦Á£ª.¥ÝÔ -�Â(¡£¯¦Ô
��¥ ¤�¥¦§. X´µ¤�¥X±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥�¨8§.ª.¤�ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª

Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤/Â. ¦¡®Â� ¦¤P¤�ª,¯b  ¤�±.¡£Æ/Á£«Çª.¤�¥æ±.¤
Ck ¤�¥ ¯=¯b¡®§ � ¡®§. ¦¥æ§.ª  ¦¤í¬���¯¦¤�Æ=¤�ª,¯�ÁÈªIÁ£´.-�¯¦«&��§.¤£ï

�? ¦°�·�«µ¥ °�Æ=¤�ª,¯ 	
' Ú�(��8�*),+B� �I��QK� �I� >��� #��&*�

Ω
B
Ω′ 2���� 2���,7�� 8&9��� 2�� Ck ���

F : Ω −→ Ω′ �5&9� �������! #"$���% #��&(*���+��,-��. �*(*� ��.1����.1�Bd >��� 8��6 .X 8�
F := { _ ��" F = 0} �+�V�! #��� "�.X 8�% =<B� �
2��

F
d�� �+��.1�

,^9 6 .X 8�
F

���
F (
6 .X 8�

F )
�?��&*� 2���� ��&'�?��, /B�+��� ��&����;:��@ =<B�*���Bd � �!� �
<�;�&9;�. ���+��,-��&*�GB �$4  8,7�?<��2� 8.1��"��/� �'��.

F
2
4 ��&H��&'�?��, /B�+� ��&����;:��@ =<B�*�0�����C�5& ��&'�?��, /B�+� ��&����;:Z�% =<B� �Bd

,2, 9
F : Ω\F−1(F (

6 .X 8�
F )) −→ Ω\F (

6 .� 8�
F )

����� �5&).1�!1 ���/��,-��&*�,B &* %d
	F&c&9���/��.$�
d
�?��&2��#<�.1;Bd

,2,=, 9
#F−1(x) < d

�*����. �/�����
x ∈ F (

6 .X 8�
F )

d
Û�ÁæÂIÁ£ å¯b«Ç¤²¯¦¡®Â8¡®´µ¡®Ï£«&��§.¤M±.¤¿·�¤²¯bÔ�°�¡® ���Æ=¤ U3Â(¡®«Çª,¯b¥À«µ«K¤í¯:«Ç«µ« WVÁ£¥¦¥ §. ¦¤ ��§.¤

F
¤�¥ ¯:§.ª�  ¤�¬#� �

¯b¤�Æ2¤�ª�¯V bÁ£Æ=«.".°)"Iª.«@ïL  °�¥ §.´Ç¯¦¤M±.§�¢'Á£«­¯ ��§.¤Ý´Ç¤X´µ«Ç¤�§2·� ¦«­¯b«.��§�¤X±uÌÎ§.ª.¤²Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª=Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤
¤�¥å¯�Â(¤í¯b«­¯�¨
·ÈÌ ¤�¥ ¯�� � � ±.«µ  ¤/±.¤�·�¡L±.«ÇÆ2¤�ª.¥¦«Ç¡®ªB  °�¤�´µ´µ¤2°�Ï,ÁÈ´µ¤ � ì�ï<é:¡£§.¥� ¦¤�ª�¬£¡0-®¡®ª.¥2Á£§ ´Ç«Ç¬� ¦¤2±.¤
¾7§�±.«µª GÎë�M�I$·ÕÔIÁÈÂuï è ÞæÂ8¡®§.  §.ª�¤¿Â� ¦¤�§L¬®¤¿±.¤²·�¤²¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤Èï
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�� � 	 	�� �;� �/��� ����� �]���
��� �\� 	 �]
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� �

©7ª.¤�Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª6Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤æÂ.  ¡®Â.  ¤ ��§.«D¤�¥ ¯�§.ª�±.« O�°�¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤æ´µ¡�·�Á£´?¤�¥ ¯�§.ªB ¦¤ �
¬���¯¦¤�Æ=¤�ª,¯�ï$ÛK¡®  ¥���§.¤æ´ ÌÎ¤�¥ ÂIÁ£·�¤=±�Ì Á£   ¦«­¬®°�¤�¤�¥ ¯¿¥¦«ÇÆ2Â�´µ¤�Æ=¤�ª,¯X·�¡®ª.ª�¤íÅL¤£¨$§.ª.¤�¯¦¤�´Ç´µ¤�Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª
¤�¥ ¯M±.¡®ª.·º§.ª�Ü.«µÔ�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.«µ¥ Æ2¤Èï.��¡®§. M´Ç¤�¥MÁÈ§�¯b¡ � Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥�¨�´1Á2¥ «µÆ=Â.´µ¤²·�¡®ª.ª.¤ Å�«­¯b°�Â8¤�§L¯
��¯b  ¤º  ¤�Æ=Â.´1ÁÈ·�°�¤¿ÂIÁ£ À§.ª�¤×Ô -�Â(¡£¯¦Ô
��¥ ¤�±.¤¿ ¦°�Ï®§.´1ÁÈ ¦«Ç¯¦°Ý±.§ Ü8¡® ¦±�ï8ÓXÌ ¤�¥ ¯M§�ª.¤×  ¤�Æ2Á£ ���§.¤¿±_^.¤ �
� «Çª.·ÕÔ�§
� GÎë®ê�I 	
ÊD�,+ +B���I��Qu��[u� >  

F : Ω −→ Ω
����� �5&9�c�����������������! #"$���% #��&L(*���+��,-��./�*(*�V��.1����.1�c2
4 �5&2���,7�� 8&9� /���.X&9; 5 /���. 2:�! +���?� ���+��.1� F ����� ��& ���5�/��,-��. �*(� +��,-�72��

Ω
�� ��� �?���5�+��,-��&*� �� 

6 .� 8�
F = ∅ d

�   ¤�§�¬£¤ 	 çL«?ÓV  «Ç¯
F = ∅ ¨�´Ç¤º¯¦Ô.°�¡® ���Æ=¤ è ï ê�ï è «µÆ=Â.´Ç«&��§.¤(��§�¤

F
¤�¥ ¯²§�ª� ¦¤�¬#��¯¦¤�Æ=¤�ª,¯�ïuÍ:´µ¡®  ¥

´ Ì Á£·�¯¦«µ¡®ª²±.¤
F

¥¦§. �´µ¤ Ï® ¦¡£§.Â(¤ ¢3¡®ª.±.Á£Æ2¤�ª,¯ÕÁ£´,±.¤
Ω

¤�¥ ¯<«Çª � ¤�·í¯b«­¬®¤ ¤�¯
F

¤�¥ ¯
§.ª�ÁÈ§�¯b¡®Æ=¡®  Â.Ô.«µ¥ Æ2¤
¥¦«$¤�¯:¥¦¤�§.´µ¤�Æ2¤�ª�¯:¥¦«

F∗ : π1(Ω) −→ π1(Ω)
¤�¥å¯M¥¦§�  � ¤�·í¯b«­¬®¤£ï�ÓV¡®Æ=Æ2¤

Ω
¤�¥ ¯XÜ(¡®  ª.°£¨;´µÁæ¥ §.«Ç¯¦¤

Fn

¤�¥ ¯�ª.¡® ¦Æ2Á£´Ç¤P¤í¯�¡®ª�Â(¤�§�¯�¤�ª�¤íÅ�¯b ¦Á£«µ  ¤�§.ª.¤�¥¦¡®§.¥ � ¥ §.«Ç¯¦¤
F nk

��§�«:·�¡®ª,¬®¤�  Ï®¤ ¬®¤� ¦¥�§.ª�¤
Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª�Ô�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤

g : Ω −→ Ω
ï
¶X¤/Â.´µ§.¥�¨�´Ç¤2Ü8¡®  ±B±.¤

Ω
°�¯bÁ£ª,¯�´µ«Ç¥¦¥¦¤È¨

π1(Ω)
¤�¥å¯

¤�ª.Ï®¤�ª.±.  °�ÂIÁ£ �§.ª ª�¡®Æ�Ü.  ¤ "Iª.« ±.¤�Ï®°�ª�°� bÁ ¯b¤�§� ¦¥�¨
¤�¯�´µÁ�¥¦§.«­¯b¤
F nk∗

¤�¥å¯�¥ ¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª.ªIÁ£«Ç ¦¤3U'¤�´Ç´µ¤
¬£ÁÈ§�¯

g∗
Â8¡®§. 

k
Á£¥¦¥ ¤BS¿Ï® bÁÈª.± Wíï!&Ýª�Á�±.¡®ª.·K	

g∗ = F nk+1
∗ = F nk

∗ ◦ F nk+1−nk
∗ = g∗ ◦ F nk+1−nk

∗
Â8¡®§. 

k ≥ k0.

ÓV¡®Æ2Æ=¤
F nk∗

¤�¥ ¯²«Çª � ¤�·í¯b«Ç¬£¤£¨
g∗

´ ÌÎ¤�¥å¯¿Á£§.¥¦¥ « ïuã ´�¬L«Ç¤�ª,¯¿Á£´Ç¡® ¦¥
F

nk+1−nk
∗ = Idπ1(Ω)

¤í¯
F∗

¤�¥å¯
¥¦§.  � ¤�·�¯¦«Ç¬£¤£ï

�

� � � ��� 
 � 
 U � � U 
 WâR U�� � 
 � �
¶XÁ£ª.¥X´µÁ2·�¡®ª,¯b«µª�§.«­¯b°¿±.§�¢'ÁÈÆ2¤�§LÅP¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤¿±.¤�áI¤�O�¤� ¦Æ2Á£ªLG î è I@¨8±.¤�¥:¡®§�¯b«Ç´µ¥À±.¤ºÂ. ¦¡®´Ç¡®ª �

Ï®¤�Æ=¤�ª,¯b¥¿Â.§.«Ç¥¦¥¦Á£ª,¯b¥¿¡®ª,¯×°í¯b°=Æ2«Ç¥Ý¤�ªBÂ�´1Á£·�¤=Â8¡®§. ¿´µ¤�¥¿Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª.¥MÔ.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�¤�¥²Â. ¦¡£Â. ¦¤�¥
¤�ª,¯b  ¤/±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥¿Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL¤�¥�ïDÍ:«µª.¥ « ¨u¯¦¡®§�¯b¤/Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª6Ô.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤æÂ.  ¡®Â. ¦¤2¤�ª,¯b  ¤
±.¤�¥º±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ ��§�«D¬£°� ¦«�"I¤�ª,¯×§.ª.¤/·�¡®ª.±.«­¯b«Ç¡®ª6±.¤/  °�Ï®§.´µÁ£ ¦«­¯b°�±.¤2´µ¤�§. ²ª.¡0-,Á£§�±�¤ �V¤� ¦Ï®Æ2Á£ªu¨
Á£Â.Â8¤�´µ°�¤�·�¡£ª.±.«Ç¯¦«µ¡®ª U@¾ Wí¨�¥ ¤�Â. ¦¡£´µ¡®ª.Ï£¤�±.¤�¢'Á#��¡®ª�´µ«Ç¥¦¥¦¤�Á£§�Ü(¡£ ¦±uï$çLÁ£ª.¥Ý¤�ª,¯¦ ¦¤� Ý±.Á£ª.¥Ý´µ¤�¥M±.° �
¯ÕÁ£«Ç´µ¥�¨ Â.  °�·�«Ç¥¦¡®ª�¥���§uÌÎ§.ª=±.¡®Æ2Á£«µª�¤

Ω
¬®°�  «."I¤À´µÁM·�¡®ª.±�«Ç¯b«Ç¡®ª)U'¾ W
¥ «.¥bÁÝÂ.  ¡ � ¤�·í¯b«µ¡£ª=±�¤��V¤�  Ï®Æ/ÁÈª

L2(Ω) −→ H(Ω)
¤�ª,¬®¡®«Ç¤ C∞(Ω)

±IÁ£ª.¥D´µ§.« � Æ ��Æ=¤£ï &Ýª=Â8¡®§. ¦ ¦Á¿·�¡®ª.¥ §.´Ç¯¦¤�  G ë,Þ�¨�î®îZI8Â8¡®§.  §.ª
¤íÅLÂ(¡£¥¦°¿±.¤²·�¤�¥ÀÂ.  ¡®Ü.´.��Æ=¤�¥�ï.é:¡®§.¥À§�¯¦«µ´Ç«µ¥¦¤� ¦¡®ª�¥ ±.¤�§LÅ�±.¤²·�¤�¥7 ¦°�¥¦§.´­¯ÕÁÈ¯¦¥À±.¤²Â. ¦¡®´Ç¡®ª.Ï®¤�Æ2¤�ª,¯V	
' Ú�(��;�*),+B� �I��Qu��Q *¦�����@� M � R^9&� - �����/�
�������! #"$���@ #��&:(*���+��,-��. �*(*� ��.�����.1�0��&*�%.1�
2���,7�� 8&9����*�?���_2��?"���&21��435��� /���.�&9;��C2��

Ck 5 /���. 2��C�! +���?��� �?����.1���+��&�<�� 2� : ;�.1��&*�% %��/B�+��,-��&*� 5 SPC(bΩ1)
d

' Ú�(��;�*),+B� �I��Qu�PZ * ���8¼]W 3�Ù(���&¼I½$Ë?�+M�[�� R^9&� >��� 8�
F : Ω1 −→ Ω2

��&9� �������! #"$���% #��& (*����+��,-��./�*(*� ��.1����.1� ��&*�%.1�K2���,7�� 8&9��� �*�?���'2��?"���&21��435���$/���.X&9;��02��
Ck 5 /���. 2��
�! +���?���Bd >  Ω1�*�?��� C$2�� ��&9�a` ��&9"��% #��&

p.s.h
�! +���?�
��� 2�; B &* +���B��&*��� <��+� /����+�V���+��.��

F
�*4 ;�����&�2 ��& ��&9� �������! 8�"$���@ #��&3�! +���?� 2��

Ω1

d
� ¡,Á£¥7¤�¯²ç�¯b bÁÈ§.Ü(¤¿°�¯bÁ£Ü.´Ç«µ¥¦¥ ¤�ª,¯:´µ¤²¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤ è ï ê�ï î2¤�ª�Â. ¦¡®§L¬£ÁÈª�¯ ��§uÌ §�ª ±.¡®Æ2Á£«µª�¤¿Â�¥¦¤�§ �

±.¡L·�¡®ª,¬®¤ Å�¤XÆ�§.ª.«;±uÌÎ§.ª.¤X¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª
p.s.h

±.°/"Iª.«Ç¥¦¥bÁÈª�¯¦¤MÏ®´Ç¡®ÜIÁ£´Ç¤ ¬®°�  «."I¤:´1Á²·�¡®ª�±.«Ç¯¦«µ¡®ª U@¾ Wíï�ÛK¤
¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤ è ï ê�ï ê  ¦¤�Â8¡®¥ ¤4��§IÁ£ª,¯ � ´µ§.«£¥¦§. $§.ª.¤D´µ¡�·�ÁÈ´µ«µ¥¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª7±.¤�¥$¯b¤�·ÕÔ.ª.«&��§.¤�¥�±�¤DÂ� ¦¡®´Ç¡®ª.Ï®¤�Æ2¤�ª�¯
·�´1ÁÈ¥¦¥¦«.��§.¤�¥�ï



� �

�?´µÁ#��¡®ª�¥×ª.¡®§�¥ � Â� ¦°�¥ ¤�ª,¯æ±IÁ£ª�¥×´µ¤=·�ÁÈ¥×¡��
F : Ω1 −→ Ω2

¤�¥å¯�§.ª.¤�Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª�Ô�¡®´µ¡ �
Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤ Â. ¦¡£Â. ¦¤4��§�«.¥¦¤ Â� ¦¡®´Ç¡®ª.Ï®¤D±.¤V¢'Á#��¡®ª�´µ«Ç¥¦¥ ¤ �

Ω1
ïÈÛ$ÁM ¦¤�¥å¯b  «µ·�¯¦«µ¡®ªº±.¤

F
�
bΩ1

Ô.°�  «Ç¯b¤V±.¤
·�¤�  ¯ÕÁÈ«µª.¤�¥ Â. ¦¡£Â. ¦«Ç°�¯b°�¥ ±.¤Ý´@Ì Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª � ´ ÌÎ«µª,¯¦°� ¦«Ç¤�§.  U'¡£§�¬®¤�  ¯b§� ¦¤£¨I¥ §.  � ¤�·�¯¦«Ç¬�«Ç¯¦°?WD¤í¯ÀÂ(¡£¥¦¥���±.¤
Á£§.¥ ¥¦« ±.¤�¥=Â� ¦¡®Â.  «µ°í¯b°�¥�±�¤� ¦«µÏ£«µ±.«­¯b°�¥ºÂ. ¦¡£Â. ¦¤�¥2ÁÈ§LÅHÁ£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥�Ó ¾¿ï<Í:«µª.¥ « ÂIÁ£ �¤ ÅL¤�Æ=Â.´µ¤È¨
¶X«µ¤�±.¤�  «µ·ÕÔ2¤�¯ áI¡®  ªIÁ£¤�¥¦¥V¡£ª�¯VÆ2¡£ª�¯¦ ¦° ��§.¤X´µÁº¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤7Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL«Ç¯¦°Ý¤�¥å¯ §.ª.¤:¡®Ü.¥å¯b ¦§�·�¯b«Ç¡®ª
Á£§PÜ. bÁ£ª�·ÕÔ.¤�Æ=¤�ª,¯KU�G ê£ëZI�´µ¤�Æ=Æ=¤Ýî Wíï8ÓV¤í¯¦¯b¤º¡®Ü.¥ ¤�  ¬ÈÁÈ¯¦«µ¡®ªP¤�¥å¯:¢3¡£ª.±IÁ£Æ=¤�ª,¯ÕÁÈ´µ¤²¤�¯:·�¡®ª�±.«Ç¯¦«µ¡®ª.ª�¤
´ ÌÎ°�¯¦§.±.¤Ý±.¤�¥XÁ£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥ Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤�¥ Â. ¦¡£Â. ¦¤�¥�ï
4º�&� �?��W�,4�e,'��7 �I��Qu� �K�0>��� 8�

F : Ω1 −→ Ω2

��&9�c�������! #"$���% #��& (*���+��,-��. �*(*� ��.1����.1�c��&*�@.1�2���,7�� 8&9��� �*�?���'2��?"���&21��435����/���.X&9;��D2��
Ck 5 /���.$2�� �! +���?���Bd >  F ∈ C∞(Ω1)

���+��.1� 	
 > F : bΩ1 −→ bΩ2

����� ����. D ��"��@ 1���B 8 > F (SPC(bΩ1)) ⊂ SPC(bΩ2)
���
VF ∩ SPC(bΩ1) = ∅ d 8 8 > η ∈ FPC(bΩ1)

���
F (η) ∈ SPC(bΩ2) =⇒ _ ��" F (η) = 0

d
���,+B¼.�	
u½$� �I��Qu��Ou��> ��&'� �$4 (�:��*��� (!C��?� <B�*�

F ∈ C∞(Ω1)
BF�+�D�8(*;���. C�,-� � d�� d��:��������.1� <B� �

F ∈ C∞(SPC(Ω1))
d
� � �*�� 8&*�C 8 > 2����8(*;���.�C�,-� ��.�;�"�;$2���&*� .1�����/��1?.$�� 2���&'�N"��0"$���Bd

ÓV¤¿¯¦Ô.°�¡® ���Æ=¤º¤�¥ ¯X·�´1ÁÈ¥¦¥¦«.��§.¤£¨;ª.¡®§�¥: ¦Á£Â.Â8¤�´µ¡£ª.¥:ª�°�Á£ª.Æ=¡®«Çª.¥À¥bÁ2Â� ¦¤�§L¬®¤�¤�ª�¥¦§�«Ç¬ÈÁ£ª,¯X´@Ì ¤ Å �
Â(¡£¥¦°²±.¤(�V¤�´Ç´ G % I ï
�? ¦¤�§L¬®¤7	 «8W çL¡®«Ç¤�ª,¯

y
§.ª�Â(¡£«µª,¯ ±.¤

bΩ2
¤�¯

(yn)
§.ª�¤M¥¦§.«­¯b¤M±�¤

Ω2
¯¦¤�ª.±.Á£ª,¯ ¬®¤� ¦¥

y
ïL¶×Ì Á£Â. ���¥

´µ¤²¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤ è ï ê�ï è ¨8«Ç´$¤íÅL«µ¥å¯b¤
xn ∈ Ω1

¯b¤�´µ¥ ��§.¤
F (xn) = yn

ï �M§.«­¯¦¯¦¤ � ¤ Å�¯b bÁÈ«µ ¦¤È¨;´1Á2¥ §.«Ç¯¦¤
xn

¯b¤�ª.±�¬£¤�  ¥:§.ª Â8¡®«µª,¯
x ∈ bΩ1

ï.�
Á£ À·�¡£ª�¯¦«µª�§.«­¯b°Ý±.¤
F

¨I¡®ªPÁ
F (x) = y

ï
��¡®§. DÂ.  ¡®§�¬®¤�  ´Ç¤�¥ Â8¡®«µª,¯b¥ «Ç«8W�¤í¯ «Ç«µ« Wí¨£·�¡®ª.¥ «µ±.°� ¦¡®ª.¥D§.ª=Â(¡£«µª,¯

η ∈ SPC(bΩ)
¡®§/§�ª2Â8¡®«µª,¯

η ∈ FPC(bΩ)
¯b¤�´4��§.¤

F (η) ∈ SPC(bΩ)
ï
ã ª,¯¦ ¦¡�±.§.«µ¥ ¡®ª.¥º§.ª.¤/¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ªB±�°+"Iª.«Ç¥¦¥¦Á£ª,¯b¤

r2±.¤
Ω2

¤�ª
F (p)

¤�¯×Á£±.Æ=¤�¯ ¯b¡®ª�¥¿Â8¡®§. ²´Ç¤=Æ=¡®Æ=¤�ª,¯(��§.¤2´µÁ ¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª
r1 := r2 ◦ F

¤�¥ ¯º§.ª.¤
¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª�±.°+"Iª�«µ¥¦¥¦Á£ª,¯b¤¿±.¤

Ω1

¤�ª
p
ï;ÓV¡®ª.¥ «µ±.°� ¦¡®ª.¥À´Ç¤�¥À±.°�¯¦¤�  Æ2«ÇªIÁ£ª,¯b¥ ±.¤¿ÛK°�¬�« 	

Λrα(x) := detMα(x) := det




0 ∂rα/∂z̄j

∂rα

∂zi

∂2rα

∂zi∂z̄j



 , x ∈ bΩα.

©:ª ·�ÁÈ´µ·�§�´K¤íÅLÂ.´µ«Ç·�«­¯b¤MÆ=¡®ª,¯b  ¤Ý´1Á� ¦¤�´1ÁÈ¯¦«µ¡®ª3	
Λr1(x) = | detF ′(x)|2Λr2(F (x)) ∀x ∈ bΩ1.

ÍX«Çª.¥¦«@¨�¥¦«
η ∈ {Λr1 6= 0} Á£´Ç¡® ¦¥

F (η) ∈ {Λr2 6= 0} ïK¶X¤=Æ ��Æ2¤È¨u¥¦«
η ∈ {Λr1 = 0} Á�¬®¤�·

F (η) ∈ {Λr2 6= 0} Á£´Ç¡® ¦¥ �®ÁÈ·
F (η) = 0

ï ÓV¤�·�« Â(¤� ¦Æ=¤�¯æ±.¤�·�¡®ª.·�´Ç§. ¦¤�·�Á£ 
Λrα

¥�Ì Á£ª.ª�§.´Ç¤
Â. ¦°�·�«Ç¥¦°�Æ=¤�ª,¯æ¥ §. �´µ¤/´µ«µ¤�§�±.¤�¢'Á£«ÇÜ.´µ¤=Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL«Ç¯¦°£ïD��¡£§. �¥�ÌÎ¤�ª�·�¡£ª�¬ÈÁ£«Çª.·�  ¤£¨<±�°�·�  «Ç¬£¡®ª.¥
´µ¤=ª.¡0-,Á£§B±.¤�¥�Æ2ÁÈ¯¦ ¦«µ·�¤�¥

Mα(x)
¨
x ∈ bΩα

ï &ÝªB ¦¤�Æ2Á£ ���§�¤2¯b¡£§�¯×±�Ì Á£Ü8¡®  ± ��§uÌ §�ª�°�´Ç°�Æ=¤�ª,¯
w := t(v, u1, . . . , uk) = t(v, u) ∈ Ck+1 ±.§�ª.¡0-,Á£§�±.¤

Mα(x)
¬®°� ¦«.".¤ ∑

uj∂rα/∂z̄j(x) =
0
¨KÁÈ§�¯b  ¤�Æ=¤�ª,¯²±.«Ç¯

u ∈ TC

x bΩα

ï$�
Á£ ²ÁÈ«µ´µ´Ç¤�§.  ¥�¨(´1Á�Æ2ÁÈ¯b  «µ·�¤
Mα(x)

¤�¥ ¯¿Ô.¤� ¦Æ=«Ç¯b«Ç¤�ª.ª�¤�¤�¯¿§.ª
·�Á£´Ç·�§.´�¥¦«µÆ=Â.´Ç¤MÆ2¡£ª�¯¦ ¦¤ ��§.¤7	

0 = w∗Mα(x)w = 2
¾À¤

(
∂rα

∂zi
v̄ūi) +

n∑

i,j=1

∂2rα

∂zi∂z̄j
uiūj.

ÓV¡®Æ=Æ2¤
vu ∈ TC

x bΩα

¨I´µ¤²Â.  ¤�Æ=«µ¤�  ¯b¤�  Æ2¤¿¤�¥å¯Xª�§.´$¤í¯X´Ç¤¿¥ ¤�·�¡®ª.±�ª�¤ºÂ8¤�§�¯:¥�Ì Á£ª.ª�§.´Ç¤�  ��§.¤×¥ «
x ∈ FPC(bΩα)

ï(¾À°�·�«µÂ.  ¡���§.¤�Æ2¤�ª,¯�¨;¥¦«
x ∈ FPC(bΩα)

¤�¯
u ∈ TC

x bΩα

¤�¥å¯M§.ª.¤¿±.«Ç ¦¤�·í¯b«Ç¡®ª
±.¤Ý¢'Á£«µÜ�´µ¤XÂ�¥¦¤�§�±.¡L·�¡®ª,¬®¤ Å�«­¯b°È¨(´Ç¤M¬®¤�·í¯b¤�§. 

(0, u)
¤�¥ ¯7±IÁ£ª.¥À´Ç¤Ýª.¡0-,Á£§�±.¤

Mα(x)
ï



�
�
� � �!� ������� �]
 � �?�
��� �\� 	 � 
�� ����� �

��X�\��� �\���]
���� � �

ã ´ ª.¤/  ¤�¥å¯b¤�Â.´Ç§.¥ ��§uÌ � Æ2¡£ª�¯¦ ¦¤�  ��§.¤
r1 = r2 ◦ F

¤�¥ ¯�§.ª�¤2¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª�±.°/"Iª.«µ¥ ¥bÁ£ª,¯¦¤�Á£§
¬®¡®«Ç¥¦«µª.Á£Ï®¤�±.¤

η
ï çL«

F (η) ∈ SPC(bΩ2)
ÁÈ´µ¡®  ¥

r2
Â(¤�§�¯ ��¯b  ¤ ·ÕÔ.¡®«µ¥ «µ¤

p.s.h
ï Û$Á ¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª

r1
¤�¥å¯M°�Ï,Á£´µ¤�Æ2¤�ª,¯

p.s.h
¤�¯M«Ç´K¥�Ì Á£Ï®«­¯X±uÌÎ§.ª.¤¿¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª�±.°/"Iª.«Ç¥¦¥bÁÈª�¯¦¤�¤�ª�¬®¤� å¯b§ ±�§ ´µ¤�Æ2Æ=¤²±.¤

�:¡®Â�¢ U ì�ï ìLï è W ï,ÛK¡® ¦¥���§�¤
η ∈ SPC(bΩ)

¨�ª.¡®§�¥ ÁÈ´µ´µ¡£ª.¥<Â.  ¡®§�¬®¤�  ��§�¤
F ′(η) · ~N(η) 6= 0

ÂIÁ£ ?§.ª
Á£ ¦Ï®§�Æ2¤�ª�¯X±_^ � áI¡®  ªIÁ£¤�¥ ¥0G î�ì�I@ï�©7ª.¤�¬®¤� ¦¥¦«Ç¡®ª�´µ¡�·�ÁÈ´µ¤²Â.´µ§�¥MÂ. ¦°�·�«Ç¥¦¤ ��§.¤�´Ç¤º¯¦Ô.°�¡® ���Æ=¤ è ï è ï è
¤�¥ ¯ ¤�ª=¢'Á£«Ç¯ °�ª.¡®ª.·�°�¤:±IÁ£ª.¥ G êÈîZI
	,«µ´I¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤:§.ª�¤7¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ªæ±.°+".ª.«µ¥ ¥bÁ£ª,¯b¤

ρ
±.¤

Ω2

Á£§æ¬®¡£«µ¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤
±.¤

F (η)
��§.«�¤�¥ ¯ C2 ¤�¯:¯b¤�´µ´µ¤ ��§.¤

σ := −(−ρ)2/3 ¤�¥å¯
p.s.h

ï(Û$Á=¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª
σ ◦ F ¤�¥ ¯MÁ£´µ¡®  ¥

p.s.h
¥ §. À§.ª�¬®¡®«Ç¥¦«µª.Á£Ï®¤Ý±.¤

η
±.Á£ª.¥

Ω2

¤�¯7´µ¤Ý´Ç¤�Æ=Æ2¤X±.¤ �:¡®Â�¢�Æ=¡®ª,¯b ¦¤ ��§.¤

σ ◦ F (η + ε ~N(η)) . −ε.
ÓV¤�·�«;Ï,ÁÈ bÁ£ª,¯b«­¯8��§.¤7´ ÌÎ¡® ¦±.  ¤ ±.¤ÀÏ® bÁÈª.±.¤�§� D±�¤ −ρ◦F (η+ ε ~N (η))

¤�¥å¯ Á£§æÆ=¡®«µª�¥
ε3/2 ¤�¯D±.¡®ª�·

��§�¤¿´µÁ�±.°�  «Ç¬®°�¤²ª.¡® ¦Æ2Á£´Ç¤M±.¤
F

ª.¤²¥�Ì Á£ª.ª�§.´Ç¤²ÂIÁ£¥�ï
�

� #�� � � � �?� ��� �	� �������?� ����	���� � �?� � �!��� ���?� ���������	�

ÛK¤�¥V ¦«ÇÏ®«µ±�«Ç¯b°�¥?±.¤�¥VÁ£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥?±.°í¯ÕÁ£«Ç´µ´µ°�¤�¥ ±IÁ£ª�¥ ´µÁ¿ÂIÁÈ  ¯b«Ç¤ÀÂ. ¦°�·�°�±�¤�ª,¯b¤Ýª.¤À¯b«Ç¤�ª.ª�¤�ª,¯ ÂIÁÈ¥
·�¡®Æ=Â�¯b¤7±.¤:´ ÌÎÔ -�Â8¡£¯bÔ���¥¦¤:±.¤:¯¦ bÁ�¬ÈÁ£«µ´

Ω1 = Ω2 = Ω
ï�ÓV¤�´µ´Ç¤ � ·�« ¨£´µ¡®  ¥���§.¤

Ω
¤�¥ ¯VÜ(¡®  ª.°7Â. ¦¡�±.§.«­¯

§.ª.¤²¥¦«­¯b§IÁÈ¯¦«µ¡®ª�±�-Lª.Á£Æ2«.��§.¤Ý«µª,¯b°� ¦¤�¥¦¥bÁÈª�¯¦¤ ��§.¤¿ ¦°í¬���´µ¤²´1Á�¯bÔ�°�¡®  «µ¤Ý±.¤ºÖ�¡®ª,¯¦¤�´ ï
¶XÁ£ª.¥$·�¤í¯¦¯b¤ ÂIÁÈ  ¯b«Ç¤£¨�ª.¡®§.¥$¤íÅLÂ8¡®¥¦¡£ª.¥$§.ª.¤DÁ£´Ç¯¦¤�  ªIÁÈ¯b«­¬®¤<  ¤�Æ2Á£ ���§IÁÈÜ.´µ¤ U3¤�¯K¢'Á£·�«µ´µ¤ � ±.°�Ï,ÁÈÏ®¤� 1W

 ¦°�Ï£«µ¥¦¥¦Á£ª,¯ ´1Áº±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤M±.¤X·�¤�¥ÀÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥�ïLÓV¤�´Ç´µ¤ � ·�«8ª.¡®§.¥ Â8¤�  Æ2¤í¯ ±.¤M±�«µ¥ ¯¦«µª.Ï£§.¤�  ±.¤�§LÅ
Ï® bÁ£ª�±.¤�¥M·�ÁÈ¯b°�Ï®¡®  «µ¤�¥ � ´Ç¤�¥X±�-Lª.Á£Æ2«.��§.¤�¥M  °�·�§. ¦  ¤�ª,¯b¤�¥¿¤í¯Mª.¡£ª �   °�·�§� ¦ ¦¤�ª,¯b¤�¥ � ±.¡®ª,¯Ý´Ç¤º¯b ¦Á£«Ç¯¦¤ �
Æ2¤�ª�¯×¢3¤� bÁ ´@Ì ¡£Ü � ¤�¯�±�Ì °í¯b§.±.¤�¥2  ¤�´µÁÈ¯b«­¬®¤�Æ=¤�ª,¯×¥¦°�Â.Á£ ¦°�¤�¥�ïDé7¡®§.¥�±.°�·�  «Ç¬®¡£ª.¥æ¤�ª.¥ §.«Ç¯¦¤%��§�¤�´&��§.¤�¥
¤íÅL¤�Æ=Â.´µ¤�¥:±�¤º±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤�¥7 ¦°�·�§. ¦  ¤�ª,¯b¤�¥ ��§.«$°�·�´1Á£«Ç ¦¤�ª,¯7ª.¡£¯¦ ¦¤ºÁ£Ü8¡® ¦±P±.§�Â� ¦¡®Ü.´.��Æ=¤Ý±.¤¿´ ÌÎ«µª �
� ¤�·�¯¦«Ç¬�«Ç¯¦°£ï

� ��
 � � � � � � R T � W&�XW
� � �MR�� R���� � �
©7ª.¤V¢'Á#��¡®ª�¤+�=·�Á£·�¤ ±�Ì ¤�ª�¬�«Ç¥bÁ£Ï®¤� ?´1ÁÀ¯bÔ.°�¡® ¦«Ç¤V±.¤ÀÖP¡®ª,¯b¤�´�·�¡®ª.¥ «µ¥å¯b¤ � ¬£¡®«µ �´µ¤�¥?Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥

Ô.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤�¥ ·�¡®Æ=Æ=¤Ý±.¤�¥À·�¡£ª�¯¦ bÁ£·í¯b«Ç¡®ª.¥ ¬�«µ¥�� � � ¬�«Ç¥ ±.¤²´1Á�±.«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤²±.¤ �7¡®ÜIÁ -,Á£¥ Ô.« ï
��Á£ À±.°+".ª.«Ç¯¦«µ¡®ªu¨L´1Á�Â.¥ ¤�§.±.¡ � Æ=°�¯b  «&��§.¤²±.¤ �:¡£ÜIÁ -,Á£¥ Ô.«K±uÌÎ§.ª.¤²¬£ÁÈ ¦«µ°í¯b°Ý·�¡®Æ2Â�´µ¤íÅL¤

Ω
¤�¥ ¯ 	

KΩ[x, u] := inf{1

r
| ∃ϕ ∈ �:¡®´

(Dr,Ω), ϕ(0) = x, ϕ′(0) = u}, x ∈ Ω, u ∈ TxΩ.

Û$Á Â.¥ ¤�§.±�¡ � ±.«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤ ±.¤ �7¡®ÜIÁ -,ÁÈ¥¦Ô.«,¤�¥ ¯�´1Á ¬£¤�  ¥¦«µ¡£ª¿«Çª,¯b°�Ï£ bÁ£´Ç¤<±.¤?·�¤í¯¦¯¦¤DÂ�¥¦¤�§�±.¡ � Æ=°�¯¦ ¦«.��§�¤£ï
��¡®§. 

x, y ∈ Ω
¨I¡®ª Â8¡®¥¦¤K	

dKΩ
(x, y) = inf

{∫ 1

0

KΩ

[
γ(t), γ̇(t)

]
dt, γ ∈ C1([0, 1],Ω),

Á�¬®¤�·
γ(0) = x, γ(1) = y

}
.

&Ýª ª.¤²Â.  °�·�«µ¥¦¤� bÁæÂIÁ£¥À´1Á�±.°�Â(¤�ª.±IÁ£ª�·�¤¿¤�ª
Ω

¤�ªP´ Ì Á£Ü.¥ ¤�ª.·�¤²±uÌ ÁÈÆ�Ü.«µÏ£§ � ¯¦°£ï
é7¡®§.¥K±.«Ç ¦¡®ª.¥ ��§uÌÎ§.ª.¤?¬ÈÁ£  «µ°�¯¦°<¤�¥å¯$Ô -LÂ8¤�  Ü(¡£´µ«&��§.¤?¥ «

dKΩ

¤�¥ ¯$§.ª.¤ ±.«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤ U3ª.¡®ª � ±.°�Ï£°�ª.°� ¦°�¤ Wíï
©:ª�¤ Å�¤�Æ2Â�´µ¤M«ÇÆ2Â8¡®  ¯bÁ£ª,¯D±.¤X¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯¦°XÔ -�Â(¤� ¦Ü8¡®´µ«.��§�¤M¤�¥å¯ ´1Á¿Ü(¡®§�´µ¤X¤�§.·�´Ç«µ±.«Ç¤�ª.ª�¤

B
±�¤

Ck 	�´1Á±.«µ¥å¯ÕÁ£ª.·�¤À±.¤ �7¡®ÜIÁ -,ÁÈ¥¦Ô.«8¤�ª,¯b  ¤:±�¤�§LÅ2Â8¡®«µª,¯b¥
x, y

-æ·�¡ � ª.·�«Ç±.¤7Á�¬£¤�·:´1ÁÝ±.«µ¥å¯ÕÁ£ª�·�¤À±.¤:��¡®«Çª.·�Á£  °



� �

¤�ª,¯b  ¤
x

¤�¯
y

±IÁ£ª�¥Ý´µ¤×±�«µ¥���§.¤ 
 ¤�·�¯
C(x − y) ∩ B U�G Þ®Þ?I ¨(ÂIÁ£ å¯b«µ¤ºã 
�ï ë�Wíï�&Ýª�¤�ª�±.°�±�§.«Ç¯ ��§.¤

¯b¡®§L¯�±.¡®Æ2Á£«Çª.¤2Ü8¡®  ª.°/±.¤
Ck ¤�¥ ¯�Ô -�Â8¤�  Ü(¡®´Ç«&��§.¤�·�Á£ ×´µÁ�Â.¥ ¤�§.±�¡ � Æ=°�¯¦ ¦«&��§.¤/±.¤��:¡£ÜIÁ -,Á£¥ Ô.«

¬®°� ¦«.".¤¿§�ª.¤²Â. ¦¡®Â� ¦«µ°í¯b°Ý±.¤²Æ=¡®ª.¡£¯¦¡®ª.«Ç¤N	
Ω1 ⊂ Ω2 =⇒ KΩ1 ≥ KΩ2 .

Û?Ì «Çª�¯¦°�  ¤�¯ ±.¤À´1ÁMª�¡£¯b«Ç¡®ªæ±uÌ Ô -�Â8¤� ¦Ü8¡®´Ç«µ·�«­¯b°   °�¥ «µ±.¤À±IÁ£ª�¥D´µÁMÂ. ¦¡£Â(¡®¥ «Ç¯¦«µ¡®ª�¥ §.«Ç¬ÈÁ£ª,¯¦¤£¨ ��§.«I¤�¥å¯D§.ª.¤
Ï®°�ª�°� bÁÈ´µ«µ¥¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª�±.§P´µ¤�Æ2Æ=¤X±�¤�çL·ÕÔ �VÁ£  ¯$S 	
4º�&� �?��W�,4�e,'��7 �I� Z�� �I� >��� #��&*�

Ω1

���
Ω2

2���� 1���.X #;��/;��-"���, ���+�435���K���
F : Ω1 −→ Ω2

�5&9��������! #"$���@ #��&�(*���+��,-��./�*(*�Bd�� ���5. �������
�*�� 8&*�
x ∈ Ω1

��& �
KΩ2[F (x), F ′(x)·] ≤ KΩ1[x, ·]

d
�N�F���!����B �$4 ;#<����! 8�/;D�-�! #��� ��& �5&-�*�� 8&*� 2��

Ω1

�� ��� �?���5�+��,-��&*� �� 
F

����� ��&�.1�!1 ������,-��&*�#d
ÓV¤�¯¦¯¦¤ Â.  ¡®Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª�Ï,ÁÈ bÁ£ª,¯b«­¯/¤�ª�ÂIÁ£ å¯b«Ç·�§.´Ç«µ¤�  ��§.¤ ´µÁ6¢'ÁÈÆ2«Ç´µ´µ¤/±.¤�¥�ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥=Ô�¡®´µ¡ �

Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤�¥ �:¡®´
(Ω1,Ω2)

¤�ª,¯b ¦¤¿±.¤�§LÅ ¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯b°�¥À·�¡®Æ=Â.´µ¤ ÅL¤�¥À¤�¥å¯X°+��§�«µ·�¡£ª�¯¦«µª�§.¤¿±
��¥ ��§.¤
Ω2

¤�¥ ¯
Ô -LÂ8¤�  Ü(¡£´µ«&��§.¤Èï

��� 
 � � � � TXRDO � � UXW&�:R T���Y W � ��R 
������ � � � R U � �
é:¡®§.¥/±.°�·� ¦«Ç¬£¡®ª.¥�«Ç·�«7´1Á ±�-Lª.Á£Æ2«.��§.¤ Ô.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�¤�¥ §. �±.¤�¥�¤�¥¦Â.Á£·�¤�¥P·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�¤�¥�±uÌÎ§.ª

¯ -�Â(¤MÂ�´µ§.¥ Ï£°�ª.°� bÁ£´7��§�¤Ý·�¤�´Ç§.«'��§�¤Ýª.¡®§.¥ ·�¡®ª.¥ «µ±.°� ¦¡®ª.¥ ±.Á£ª.¥ ´Ç¤X ¦¤�¥ ¯¦¤Ý±.¤M´1Á¿¯bÔ
��¥¦¤0	�·�¤�´Ç§.«�±�¤�¥
¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯b°�¥ ¯ÕÁ£§L¯�ï;ÓV¤¿ÂIÁ£ ¦Á£Ï® bÁÈÂ.Ô.¤Ý¤�¥å¯7Â. ¦«Çª.·�«ÇÂIÁ£´µ¤�Æ2¤�ª,¯ ¯b«Ç ¦°Ý±.§P´µ«­¬L  ¤M±.¤ºÖ ïIÍ:ÜIÁÈ¯b¤7G è I@ï
¸�( 	 78,3�e,3��7 �I� Z$��[u� � &9� 1���.X #;���;�"���, ���+�435�

X
�����N2� 8���:�#���5� �� �$4 ���/�'��"���2�����2� +�E<B�*���(*���+��,-��. �*(*��� 2��

X
����� &9��.X,7��� d 6 ��"� �� <�&* BF� <B�*�D�������/� ���� 8�/�02��
2� +�E<B�*���V(*���+��,-��. �*(*���

ϕn : D → Ω
����� �?���5,0 +�?� 5 �$4 ���!�/��.X&����@ 1�� ���5 1���&*�/� 	

•

>��� 8�
ϕn

����� "���, �'��"�����,-��&*�C2� 1���.@<���&*�/� 	
∀K b D, ∀K ′ b Ω, ϕn(K) ∩K ′ = ∅ �*����. n �����?� � <�. ��&�2

,

•

>��� 8� ��&)�*����� �43T�%.$�� 8.1�K2��
ϕn

��&9�
�?�������#���� 8��� <B�5 "���&21���.@<��N�+�?"$���+��,-��&*� �5&* ` ��.X,-;��,-��&*� 1���.��V�5& 2� +�E<B�*�V(*���+��,-��. �*(*�
ϕ : D → Ω

d
ã ´<¤�¥å¯º·�´1Á£«Ç  ��§uÌÎ§.ª.¤æ¬£ÁÈ ¦«µ°í¯b°×¯bÁ£§�¯²¤�¥ ¯¿Ô -LÂ8¤�  Ü(¡£´µ«&��§.¤æ·�Á£ Ý¥bÁ Â.¥¦¤�§.±.¡ � Æ2°í¯b  «&��§.¤�±.¤��:¡ �

ÜIÁ -,Á£¥ Ô.«�¤�¥å¯
§.ª�¤ Æ=°�¯¦ ¦«&��§.¤?ª�¡®ª � ±�°�ª.°�ª.°�  °�¤£ïÈÄ?ª×¤�O�¤í¯�¨&¥¦«®¯¦¤�´�ªuÌÎ°�¯ÕÁÈ«Ç¯$ÂIÁ£¥�´µ¤?·�Á£¥�¨&¡®ª¿·�¡£ª.¥ ¯¦ ¦§.« �
 bÁ£«­¯M§.ª�¤�¥¦§.«­¯b¤�±.¤�±�«µ¥���§.¤�¥²Ô.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤�¥X±.¤�·�¤�ª,¯b  ¤�¥ "�ÅL°�¥²¤�¯Ý±�¤�±.°�  «Ç¬®°�¤�¥¿Á£§.¥ ¥¦«?Ï® ¦Á£ª.±.¤�¥
��§.¤2¬£¡®§.´µ§�¤�¥×¤�ª

0
ï
ÓV¤�·�«D¤�¥å¯�¤�ªB·�¡®ª,¯b ¦Á£±.«Ç·�¯b«Ç¡®ª Á�¬£¤�·2´µ¤=·�Á£ ¦Á£·�¯��� ¦¤=¯ÕÁ£§L¯×±.¤=´1Á�¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯¦°£ï$ã ´

¤�¥å¯ ÂIÁ£  ÁÈ«µ´µ´Ç¤�§.  ¥?¢'Á£·�«Ç´µ¤X±�¤M¥�Ì Á£¥¦¥ §. ¦¤�  ��§uÌ §�ª.¤M¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯b°XÔ -�Â8¤�  Ü(¡®´Ç«&��§.¤:·�¡®Æ=Â.´&�í¯b¤:¤�¥ ¯ ¯bÁ£§�¯�ï�Û$Á
Â. ¦¡£Â. ¦«Ç°�¯b°2¯ÕÁ£§�¯�¤�¥ ¯æ§�ª.¤�ª.¡£¯¦«µ¡®ª «Çª�¯¦¤�  Æ2°�±.«1Á£«Ç ¦¤=¤�ª,¯b  ¤�´ ÌÎÔ -LÂ8¤�  Ü(¡£´µ«µ·�«Ç¯¦°/¤�¯�´ ÌÎÔ -�Â8¤�  Ü(¡®´Ç«µ·�«Ç¯b°
·�¡®Æ=Â.´.��¯b¤Èï
4º�&� �?��W�,4�e,'��7 �I�PZ$��Qu��� &9��1���.X #;��/;

X
�����V�#���5� �� V��� �?���5�+��,-��&*� �� �*���5.-����������1���.� #;��/;"���, ���+�435�
"���&*&9�435�

Y
B � � `R��,0 8�8�+��� ���

(Y,X)
�����C&9��.�,7���+�Bd

�? ¦¤�§L¬®¤7	 çL¡®«­¯
fn : Y −→ X

§.ª.¤Ý¥ §.«Ç¯¦¤Ý±uÌ ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª2Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤�¥ ª.¡®ª�·�¡®Æ=ÂIÁ£·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯
±.«Ç¬£¤�  Ï®¤�ª,¯b¤Èï �M§.«Ç¯ ¯b¤ � ¤íÅ�¯¦ bÁ£«Ç ¦¤Ý¡®ª Á�±.¡®ª�·¿§�ª.¤Ý¥¦§.«­¯b¤Ý±.¤²Â8¡®«µª,¯¦¥

yn
¨
��§uÌÎ¡®ª�Â8¤�§L¯À¥¦§.Â.Â8¡®¥ ¤� 

·�¡®ª,¬£¤� ¦Ï£¤� �¬®¤� ¦¥
y ∈ Y

¨
¯¦¤�´µ´Ç¤ ��§.¤
fn(yn)

¤�¥ ¯= ¦¤�´1ÁÈ¯¦«Ç¬®¤�Æ2¤�ª,¯�·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¤Èï ÓV¡®Æ=Æ2¤
X

¤�¥ ¯
Ô -LÂ8¤�  Ü(¡£´µ«&��§.¤È¨L´@Ì ¡£ ¦Ü.«­¯b¤À±uÌÎ§.ª�¬®¡®«Ç¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤7±.¤

y
¤�¥ ¯   ¤�´1Á ¯b«Ç¬£¤�Æ=¤�ª,¯ ·�¡®Æ=ÂIÁ£·�¯�ï�Û ÌÎÔ -�Â(¤� ¦Ü8¡®´µ«Ç·�«Ç¯¦°

«µÆ=Â.´µ«.��§.¤ ±.¤�Æ ��Æ2¤ ��§.¤ ´ ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤ ±�¤�¥PÂ(¡®«Çª,¯b¥ � ¡®  Ü.«Ç¯¦¤6·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¤�¤�¥ ¯�¡®§�¬£¤�  ¯�ï:ÓV¤�¯
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¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤ ¤�¥ ¯=°�Ï,Á£´µ¤�Æ2¤�ª,¯�¢3¤�  Æ2°Èï?Ä?ª ¤�O�¤í¯�¨?¥¦«
z

¤�¥å¯=´µ«µÆ=«Ç¯¦¤2±�¤ ¯¦¤�´Ç¥�Â(¡®«Çª,¯b¥
zk

¨
«µ´ ¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤
§.ª�±.«µ¥���§.¤MÔ.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�¤

∆
ÂIÁ£¥¦¥¦Á£ª,¯ ÂIÁ£ 

z
¤�¯
zk0

Â(¡£§. 
k0

Á£¥ ¥¦¤BSÝÏ£ bÁ£ª.±�ï.�
ÁÈ  ±.°+".ª.«Ç¯¦«µ¡®ª�±�¤
¯ÕÁ£§�¯�¨

fn|∆
¤�¥ ¯ ª.¡® ¦Æ2Á£´Ç¤:±.¡£ª.·

fn(z)
¤�¥å¯  ¦¤�´1ÁÈ¯¦«Ç¬®¤�Æ2¤�ª,¯ ·�¡£Æ2ÂIÁÈ·�¯b¤X±IÁ£ª.¥

X
ï.�
ÁÈ  ·�¡®ª�ª.¤íÅL«Ç¯¦°

±.¤
Y

¨�¯b¡£§�¯ Â8¡®«µª,¯VÁº±.¡£ª.·M§.ª.¤X¡® ¦Ü.«­¯b¤7·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¤Èï�¶×Ì Á£Â. ���¥ ´Ç¤:¯¦Ô.°�¡® ���Æ=¤X±uÌÎÍX¥ ·�¡®´Ç« ¨�¡®ª�Â8¤�§L¯
±.¡®ª.·²¤íÅ�¯¦ bÁ£«Ç ¦¤Ý±.¤

fn

§�ª.¤²¥¦§.«­¯b¤ ��§.«$·�¡®ª,¬£¤� ¦Ï£¤º´Ç¡L·�Á£´µ¤�Æ2¤�ª�¯ §.ª.«Ç¢3¡£ ¦Æ=°�Æ=¤�ª,¯�ï
�

���,+B¼.�	
u½$� �I� Z�� Z$� - ����� 2���,7�� 8&9� (�:X�*��.1"���&21��435� /���.X&9; 2��
Ck ��������&9� 1���.X #;��/; � ��������� ���Rd

�   ¤�§�¬£¤ 	 çL¡®«Ç¯
Ψ ∈ PSH−(Ω) ∩ C0(Ω)

Á�¬®¤�·
Ψ|bΩ = 0

ïIÛ?ÌÎ¤�¥¦Â.Á£·�¤
�:¡®´
(D,Ω)

±�¤�¥À±.«µ¥���§.¤�¥
Ô.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤�¥K±.¤

Ω
¤�¥ ¯� ¦¤�´1ÁÈ¯¦«Ç¬®¤�Æ2¤�ª,¯�·�¡®Æ=ÂIÁ£·�¯�±IÁ£ª�¥ �7¡®´

(D,Ck)
·�Á£ 

Ω
¤�¥å¯
Ü8¡®  ª.°£ï&ã ´�¥�Ì Á£Ï®«­¯

±.¡®ª.· ±.¤ÀÂ.  ¡®§�¬£¤�  ��§.¤ ¯b¡®§�¯ ±�«µ¥���§.¤ÀÔ.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤ ±.¤
Ω

¨®´Ç«µÆ=«Ç¯b¤D±.¤ ±.«Ç¥���§.¤�¥ Ô.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤�¥<±�¤
Ω

¤�¥å¯:¯¦¡®§�¯7¤�ª,¯¦«µ¤� À±IÁÈª.¥
Ω

¡®§ ¯b¡®§L¯:¤�ª,¯b«µ¤� À±IÁ£ª.¥
bΩ

ï�ÓV¡£ª.¥¦«Ç±.°�  ¡®ª.¥7§.ª.¤²¥¦§.«­¯b¤
ϕj : D → Ω·�¡®ª,¬®¤� ¦Ï®¤�Á£ª,¯2¬£¤�  ¥

ϕ : D → Ω
ï?Û$Á ¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª

Ψ ◦ ϕ ¤�¥å¯
p.s.h

ª�°�Ï,ÁÈ¯¦«Ç¬£¤�¥¦§. 
D

·�¡®Æ=Æ2¤
´µ«µÆ=«Ç¯¦¤:´Ç¡L·�Á£´µ¤�Æ2¤�ª,¯ §.ª.«­¢3¡® ¦Æ=¤M±.¤�¥ ¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª�¥

p.s.h Ψ ◦ ϕj
ï8çL«

ϕ(D ∩ bΩ) 6= ∅ Á£´µ¡£ ¦¥
Ψ ◦ ϕ¥�Ì Á£ª.ª�§.´µ¤¿¥¦§� 

D
¨;±.¡®ª.·

Ψ ◦ ϕ ≡ 0
±�Ì Á£Â� ���¥7´µ¤²Â.  «µª.·�«µÂ8¤Ý±.§�Æ2Á ÅL«µÆ×§.Æ�ï &Mª�¤�ª�±.°�±.§.«­¯)��§.¤

ϕ(D) ⊂ bΩ
ï

�é:¡®§.¥ °�ª.¡®ª
��¡®ª.¥ � Â.  °�¥ ¤�ª,¯X´@Ì ÁÈ´Ç¯b¤� ¦ªIÁ ¯b«Ç¬£¤:±�-Lª.Á£Æ2«.��§.¤ ��§.«u ¦°�Ï®«Ç¯V´µ¤�¥ÀÁ£§�¯b¡ � Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ Ô.¡ �
´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤�¥ ±�¤�¥À¬£ÁÈ ¦«µ°í¯b°�¥ ¯ÕÁ£§�¯ 	
' Ú�(��;�*),+B� �I� Z$� �u�0>  

Ω
����� ��& 2���,7�� 8&9�K�#���5� 2��

Ck ���
f
����� ��&9�-�������! #"$���% #��& (*���+���,-��./�*(*� 2��

Ω
2���&'� �!�5 8�/, ��,-�A���+��.1�
	

� d
d
(
fn(z), bΩ

)
−→ 0

�+�?"$���+��,-��&*� ��&* ` ��.X,-;�,-��&*�
���
@�dD 8�C�43T +���/�0��&9�N�?��������1���.� #;��/;
(*���+��,-��. �*(*�

M
2��

Ω
���GB �'��.X,0 �+���0�! 8,0 8�/���72��

(fn)n
B�5&9�
.1;��@. ��"��% #��& (*���+��,-��. �*(*�

ρ : Ω −→ M = ρ ◦ ρ = ρ > d��N� ���!� ��B f|M ∈ � ��� M ����������/��� �+���A�! 8,0 8�����
2��
(fn)n

�?��&*� 2�� � � ` ��.X,-�
γ ◦ ρ ���

γ ∈ � �5� M d
¸	(
	 7',4�e,3��7 �I�PZ$��Ou� �D��&'���+�7��.1��,0 #��.�"$���:&9�����32� 8.���&'��<B�*� � � 2�:�&���,0 =<B�*� 2��

f
�����&9��&*�/.�;�"���.X.1��&*����B 2���&'�V�+� �?��"���&�2�<B� 4 ���8�+�N����� .1;�"���.X.���&*�/�Bd

Ä
ÅLÂ.´Ç«&��§.¡®ª.¥2´ ÌÎ°�ª.¡£ª.·�°P±.¤�·�¤�¯¦Ô.°�¡® ���Æ=¤ Á�¬ÈÁ£ª,¯�±uÌÎ¤�ª�±.¡®ª.ª.¤� /´µÁ�Â.  ¤�§�¬£¤£ï ÓV¤�´µ§�« � ·�«À ¦¤ �
Ï® ¦¡®§�Â(¤Ý¤�ªP¢'Á£«­¯ ±.¤�§LÅPÂ. ¦¡£Â. ¦«Ç°�¯b°�¥À±.¤²´1Á�±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤²±.¤�¥7Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª.¥VÔ.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤�¥�ï

¶ºÌ §.ª�¤ºÂIÁÈ  ¯À·�¤²¯bÔ�°�¡® ���Æ=¤¿Â� ¦¡®Ô.«ÇÜ(¤M¯¦¡®§�¯ÀÆ=°�´µÁ£ª.Ï®¤Ý¤�ª�¯¦ ¦¤²´µ¤�¥À¥¦«Ç¯¦§IÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥V ¦°�·�§. ¦  ¤�ª,¯b¤�¥X¤í¯
ª.¡®ª �  ¦°�·�§. ¦  ¤�ª,¯b¤�¥0	�¥ «<´ ÌÎ¡® ¦Ü�«Ç¯b¤¿±uÌÎ§.ª�Â8¡®«µª,¯M±�¤

bΩ
¥ ¡®§.¥

(fn)
ª�Ì ¤�¥ ¯²ÂIÁ£¥X·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¤�±IÁÈª.¥

ΩÁ£´µ¡®  ¥�´1Á�¥¦§�«Ç¯b¤
fn ¯¦¤�ª.±�¬®¤� ¦¥

bΩ
ï ÛK¡®  ¥���§.¤

bΩ
ª.¤P·�¡®ª,¯b«Ç¤�ª,¯=ÂIÁ£¥=±.¤ ±.«µ¥���§.¤�ÁÈªIÁ£´.-�¯¦«&��§.¤£¨

ª.¡£¯b¡£ª.¥ ��§�¤=´Ç¤�¥²´µ«ÇÆ2«­¯b¤�¥X±uÌÎ§.ª.¤æ±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤æª.¡£ª �   °�·�§� ¦ ¦¤�ª,¯b¤=¥¦¡®ª,¯¿±.¤�¥¿Â8¡®«µª,¯b¥Ý±�¤
bΩ

U� %d%�Bd
±.¤�¥7Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ ·�¡®ª.¥å¯ÕÁ£ª,¯b¤�¥�W ï

¶ºÌ Á£§L¯b ¦¤ ÂIÁ£ å¯�¨ ±IÁ£ª.¥�´1ÁÀ¥¦«Ç¯¦§IÁÈ¯¦«µ¡®ª¿ ¦°�·�§.   ¦¤�ª,¯¦¤£¨£´Ç¤ ·	�²§. 
±.§×Â(¡®«Çª,¯?ìÀ¤�¥ ¯
´ ÌÎ¤íÅL«µ¥å¯b¤�ª.·�¤ ±uÌ §�ª.¤
 ¦°�¯¦ bÁ£·í¯b«Ç¡®ª

ρ
ÂIÁÈ ¦Æ=«8´Ç¤�¥ ´µ«µÆ=«Ç¯¦¤�¥ ±.¤�¥ «Ç¯¦°� ¦°�¤�¥�ï.ÛK¡® ¦¥���§.¤

ρ = IdΩ

¨
f

¤�¥å¯ §.ª�Á£§L¯b¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.«µ¥ Æ2¤
±.¤

Ω
±�¡®ª,¯æ´1Á ±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�Á£·�·�§.Æ�§.´Ç¤�´ ÌÎ«µ±.¤�ª�¯¦«Ç¯¦°£¨�ª.¡®§.¥�ÂIÁÈ ¦´µ¤� ¦¡®ª�¥�±uÌ+���5�/��,-��. �*(� +��,-�c.1;��"��5.X.1��&*�@ï��
ÁÈ �·�¡®ª,¯¦ ¦¤£¨�´µ¡®  ¥���§.¤

ρ
¤�¥å¯�±.°�Ï£°�ª.°� ¦°�¤È¨<´µ¤2 ¦°í¯b bÁÈ·�¯�ÁÈ¥¦¥¦¡�·�«Ç° �

ρ
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M
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k
ïKÛK¤�¥ "IÜ.  ¤�¥Ý±.¤æ´µÁ

 ¦°�¯¦ bÁ£·í¯b«Ç¡®ª ¥ ¡®ª,¯�Á£´Ç¡® ¦¥²±.¤�¥×¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´µ¤�¥�Á£ª.Á£´.-�¯b«.��§.¤�¥¿Á£§LÅ���§.¤�´µ¥×¡£ªBÂ8¤�§�¯×Â(¤�ª.¥¦¤� ×·�¡£Æ2Æ=¤ �
±.¤�¥7¬£ÁÈ ¦«µ°í¯b°�¥:¥å¯ÕÁ£Ü.´Ç¤�¥:Â(¡®§� 

f
�
f

°�·ÕÔIÁ£ª�Ï®¤�·�¤�¥)"IÜ� ¦¤�¥0U
ρ ◦ f = f ◦ ρ WÀ¤�¯:¥bÁ/±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤(-

¤�¥ ¯7·�¡®ª,¯b bÁÈ·�¯ÕÁÈª�¯¦¤£ï8��¡£§. 
c ∈M

¤�¯À§.ª.¤¿¥¦¡£§.¥�� ¥¦§.«­¯b¤
f pk

·�¡®ª,¬£¤� ¦Ï£¤�Á£ª,¯7¬®¤�  ¥
ρ

¡®ªPÁ)	
{ρ = c} = {x ∈ Ω | f pk(x) −→ c}.



% �

ÓV¡®Æ=Æ2¤:´µ¤�¥ Á£§�¯b¡£Æ2¡®  Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤�¥D¥¦¡®ª,¯À±.¤�¥ «µ¥¦¡£Æ2°í¯b ¦«Ç¤�¥ Â(¡®§�  ´1Á×±�«µ¥ ¯bÁ£ª.·�¤M±.¤ �:¡£ÜIÁ -,Á£¥ Ô.« ¨L·�¤�·�«
ª.¤�Â8¤�§�¯æ¥ ¤�Â. ¦¡�±.§.«Ç ¦¤ ��§.¤ ´µ¡£ ¦¥���§.¤

f
¤�¥ ¯æª�¡®ª � «Çª � ¤�·í¯b«­¬®¤£ï<ÓXÌ ¤�¥ ¯=´µ¤/¥¦¤�ª�¥=±�¤�´1Á  ¦¤�Æ/ÁÈ ���§.¤

·�« � ±.¤�¥¦¥¦¡£§.¥A	
���,+B¼.�	
u½$� �I� Z$� 
(� >  

dimM < k
���+��.1�

f
&94 ����� �'���A��& ��������,-��. �*(� +��,-�D2��

Ω
d

�? ¦¤�§L¬®¤¿±.§P¯¦Ô.°�¡£ ���Æ=¤ è ïÎî.ï Þc	 çL«
fn ª.¤Ý·�¡£ª�¬£¤�  Ï®¤²ÂIÁ£¥ ´Ç¡L·�Á£´µ¤�Æ2¤�ª�¯V§.ª.«­¢3¡® ¦Æ=°�Æ=¤�ª,¯V¬£¤�  ¥

bΩÁ£´µ¡£ ¦¥ ÂIÁ£ À±.°/"Iª.«­¯b«µ¡£ª�±.¤�¥7¬ÈÁ£  «µ°í¯b°�¥ ¯bÁ£§�¯�¨;«Ç´u¤íÅL«µ¥å¯b¤¿§.ª.¤º¥¦¡®§.¥ � ¥ §.«Ç¯¦¤
fnk

��§.«$·�¡®ª,¬®¤� ¦Ï®¤º´µ¡�·�Á �
´µ¤�Æ2¤�ª�¯V§.ª.«­¢3¡® ¦Æ=°�Æ=¤�ª,¯D¬®¤�  ¥ §.ª.¤²Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª

g ∈ �:¡®´
(Ω,Ω)

ï!&Mª�Â8¤�§�¯ ±.¤MÂ.´Ç§.¥ ¥¦§�Â.Â(¡£¥¦¤� 
��§.¤:´Ç¤�¥ ¥¦¡£§.¥�� ¥¦§.«­¯b¤�¥

pk := nk+1−nk

¤í¯
nk+1−2nk

¥¦¡®ª,¯D¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤�Æ2¤�ª,¯V·� ¦¡®«Ç¥¦¥bÁÈª�¯¦¤�¥�ï �M§.«­¯¦¯¦¤
� ¤íÅ�¯b ¦Á£«µ  ¤Ý±.¤²ª.¡®§�¬£¤�Á£§u¨;¡®ª Â8¤�§�¯7±.¡£ª.·²¥¦§.Â.Â8¡®¥ ¤�  	






fnk −→ g ∈ �7¡®´
(Ω,Ω),

f pk = fnk+1−nk −→ ρ ∈ �7¡®´
(Ω,Ω),

fnk+1−2nk = f (nk+1−nk)−nk −→ h ∈ �:¡®´
(Ω,Ω).

Ä?ª2¬�§.¤M±.§=¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤È¨L¥ ¡®§.´Ç«µÏ®ª.¡£ª.¥?¯b¡®§�¯ ±.¤:¥¦§.«­¯b¤ ��§.¤
ρ

¤�¥å¯ ´µÁ¿  °�¯b ¦Á£·�¯¦«µ¡®ª2·ÕÔ.¤�  ·ÕÔ.°�¤È¨
��§.¤
g¤�¥å¯X§.ª�Á£§�¯¦¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�«µ¥¦Æ=¤Ý±.¤

M
U3Æ2¡�±.§.´Ç¡æ´1Á� ¦°í¯b bÁÈ·�¯b«Ç¡®ª

ρ
W ¤�¯

h
¥¦¡®ªP«µª,¬£¤� ¦¥ ¤£ï 
 ¡0-®¡®ª.¥:·�¤�´1Á

¤�ª�±.°í¯ÕÁ£«Ç´ ï8é:¡È¯b¡®ª.¥ ��§�¤
f pk ◦ fnk = fnk+1

±.¡®ª�·
ρ ◦ g = g

ïKÓV¤�·�«<¥¦§��=¯ � Á£¥¦¥ §. ¦¤�  ��§�¤
ρ¤�¥å¯ � ¬ÈÁ£´Ç¤�§.  ¥ ±IÁ£ª.¥

Ω
·�Á£ 

Ω
¤�¥ ¯À¯ÕÁÈ§�¯�ï;¶X¤²Æ ��Æ=¤£¨

h ◦ g = ρ
¤�¯
h ∈ �:¡®´

(Ω,Ω)
ï�&Mª�Ác	





f ◦ ρ = lim f ◦ f pk = lim f pk ◦ f = ρ ◦ f,
h ◦ g = g ◦ h = lim fnk+1−2nk+nk = ρ,
g ◦ ρ = ρ ◦ g = lim fnk+1−nk+nk = g.

&Mª�Á�±.¡£ª.·
ρ2 = ρ ◦ ρ = ρ ◦ g ◦ h = g ◦ h = ρ.

Û?Ì Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª
ρ

¤�¥ ¯M±�¡®ª.·×§�ª.¤� ¦°í¯b ¦Á£·�¯¦«µ¡®ªPÔ.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤¿¥¦§� X§.ª.¤¿¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯b°¿Ô.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�¤
MG ìÈë�I@ï Û?Ì Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª

f|M
¤�¥å¯ §.ªEÁ£§�¯¦¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤�±.¤

M
·�Á£ 

f pk

|M
·�¡®ª,¬®¤�  Ï®¤�¬®¤� ¦¥

IdM

ï
ÓV¡®Æ=Æ2¤

f
¤�¯
ρ

·�¡£Æ2Æ�§L¯b¤�ª,¯�¨
f

Â.  °�¥ ¤�  ¬£¤�´1Á "IÜ� bÁÈ¯¦«µ¡®ªP«µª.±�§.«Ç¯¦¤ÝÂIÁ£ 
ρ
¨
 %d%�Bd

f(M) ⊂ M
¤í¯

f({ρ = c}) ⊂ {ρ = f(c)} ïIÄ?ª�"Iªu¨
g

¤�¯
h

¥¦¡®ª,¯ � ¬ÈÁ£´µ¤�§. ¦¥ ±.Á£ª.¥
M

¤í¯
g|M ◦ h|M = ρ|M =

IdM

±.¡£ª.·
γ := g|M ∈ ÍX§�¯

M
¤�¯7¡®ªPÁ�¯b  «Ç¬�«1Á£´Ç¤�Æ=¤�ª,¯

g = γ ◦ ρ ï
M°�  «."I¡£ª.¥ � Â.  °�¥¦¤�ª,¯ ��§.¤2¯¦¡®§�¯b¤�¥º´Ç¤�¥¿´µ«ÇÆ2«­¯b¤�¥X±.¤
(fn)

±IÁÈª.¥ �7¡®´
(Ω,Ω)

¥ ¡®ª,¯�±.¤=·�¤í¯¦¯b¤
¢3¡® ¦Æ=¤£ï.ÓV¡®Æ=Æ2¤�ª
��¡®ª�¥7Â.Á£   ¦¤�Æ/Á£ ���§.¤� ���§.¤

{ρ = c} = {x ∈ Ω | f pk(x) −→ c}
= {x ∈ Ω | dK(f k(x), f k(c)) −→ 0} U è ï ìTW

Ä?ª�¤RO(¤�¯�¨;¥¦¡®«­¯
x ∈ {ρ = c} ¨ ε � 1

¨
k ∈ N

¯b¤�´Ç¥)��§.¤
f pk(x)

¤�¯
f pk(c)

¥ ¡®ª,¯
ε
� Â. ¦¡�·ÕÔ.¤�¥:±.¤

c
Â8¡®§.  ´1Á�±.«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤Ý±�¤ �7¡®ÜIÁ -,Á£¥ Ô.« ï;��¡®§. 

N ≥ pk

¨�¡®ª�Ác	
dK(fN(x), fN(c)) ≤ dK(f pk(x), f pk(c)) ≤ 2ε.

Û?Ì «Ç±.¤�ª,¯b«­¯b°
ρ ◦ f = f ◦ ρ «ÇÆ2Â�´µ«&��§.¤:ÂIÁ£  ÁÈ«µ´µ´Ç¤�§.  ¥ ��§.¤

f(M) ⊂M
ïIÍ:§ ¬�§P±.¤7U è ï ìTW ¯¦¡®§�¯¦¤�¥

´µ¤�¥V´µ«ÇÆ2«­¯b¤�¥D±�¤
(fn)

±IÁÈª.¥ �:¡£´
(Ω,Ω)

¥ ¡®ª,¯ � ¬ÈÁ£´µ¤�§. ¦¥V±IÁ£ª.¥
M

ïIÛK¤�¥   °�¯b ¦Á£·�¯¦¥ ¡®Ü�¯¦¤�ª�§.¥ Â8¡®§. 
±.«PO(°�  ¤�ª,¯b¤�¥V¥ ¡®§.¥�� ¥¦§.«­¯b¤�¥V¥¦¡£ª�¯ ±.¡®ª.·:«µª.·�´µ§.¥ ±IÁ£ª�¥

M
¤�¯�¨LÂ.Á£  ¥*-�Æ2°í¯b ¦«Ç¤£¨�·�¡ � ª.·�«Ç±.¤�ª,¯VÁ�¬®¤�·

M
ï

çL«
ρ′

¤�¥ ¯²§.ª�¤�Á£§�¯¦ ¦¤� ¦°í¯b ¦Á£·�¯¦«µ¡®ª ´Ç«µÆ=«Ç¯¦¤£¨
ρ

¤�¯
ρ′

¡®ª,¯ÝÆ ��Æ=¤×  °�¯¦ bÁ£·í¯²¤�¯ÝÆ ��Æ=¤�¥ ".Ü. ¦¤�¥�¨u·�Á£ 
·�¤�¥7±�¤� ¦ª�«&��  ¤�¥7¥¦¡®ª,¯7±.°/"Iª.«µ¤�¥ÀÂIÁ£  U è ï ìTW ï�&Mª�¤�ª�·�¡®ª.·�´µ§�¯���§.¤

ρ = ρ′
ï
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ã ´,  ¤�¥å¯b¤8"IªIÁ£´Ç¤�Æ=¤�ª,¯ � ¬®¡®«Ç  ��§.¤
(fn)

¤�¥å¯�·�¡®Æ=ÂIÁ£·�¯¦¤ ±IÁ£ª.¥ �7¡®´
(Ω,Ω)

¨�·£ÌÎ¤�¥å¯ � � � ±.«Ç ¦¤8��§uÌ Á£§ �
·�§.ª.¤2¥¦¡®§�¥�� ¥ §.«Ç¯¦¤/±.¤

fn ª.¤2¯¦¤�ª.± ¬®¤�  ¥
bΩ

ï
ã ´D¥¦§��=¯×Ü.«µ¤�ªB¥ §. ×±.¤2Æ2¡£ª�¯¦ ¦¤�  ��§.¤
(fn

|M)
¤�¥å¯

·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¤¿±IÁ£ª.¥ �7¡®´
(M,M)

ï8ã ´�¥�Ì ÁÈÏ®«Ç¯:±.¡®ª.·º±.¤×Æ=¡®ª,¯b  ¤� )��§�¤×´µ¤�¥X«­¯b°�  °�¤�¥X±uÌÎ§.ª�Á£§L¯b¡®Æ=¡® ��
Â.Ô.«µ¥ Æ2¤V ¦°�·�§. ¦  ¤�ª,¯ ±uÌ §�ª.¤ ¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯b°

M
¢3¡®  Æ2¤�ª�¯<§.ª.¤ÀÂIÁ£ å¯b«µ¤V·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¤ ±.¤ �7¡®´

(M,M)
ï�é7¡®§.¥

§�¯b«Ç´µ«µ¥ ¤�  ¡®ª.¥�§.ª.«&��§.¤�Æ2¤�ª,¯ Â(¡®§� <·�¤�´1Á ��§.¤
M

¤�¥å¯ Ô -LÂ8¤�  Ü(¡£´µ«&��§.¤Èï®é7¡®§.¥?ª.¡£¯¦¤�  ¡®ª.¥ � Â.  °�¥ ¤�ª,¯
fÁ£§�´µ«Ç¤�§�±�¤

f|M
ï£á
«­ÅL¡®ª�¥
§.ª�Â8¡®«µª,¯

z0 ∈M
¤í¯?Æ=¡®ª,¯b ¦¡£ª.¥5��§.¤ ¥ ¡®ªæ¡® ¦Ü.«­¯b¤

A := {fn(z0)}
¤�¥å¯

·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¤Ý±IÁ£ª�¥
M

ï8ÓV¡£ª.¥¦«Ç±.°�  ¡®ª.¥7§.ª�  °�¤�´
η > 0

¯b¤�´ ��§.¤
BK(z0, η) b M

ï8©:ª�Á£  Ï®§.Æ=¤�ª,¯
±.¤²·�¡®Æ=ÂIÁ£·�«Ç¯b°XÆ2¡®ª,¯¦ ¦¤ ��§uÌ «Ç´u¤íÅL«Ç¥ ¯b¤²±.¤�¥:¤�ª,¯b«µ¤� ¦¥

k1, . . . , kr

¯b¤�´µ¥ ��§.¤

A ∩BK(z0, η) ⊂
r⋃

i=1

BK(f ki(z0), η/2).

ÓV¡®Æ2Æ=¤
fn Á£·�·�§.Æ�§.´Ç¤�´ ÌÎ«µ±.¤�ª,¯b«Ç¯¦°£¨ «µ´X¤ ÅL«µ¥ ¯¦¤6§.ª ¤�ª,¯b«Ç¤� 

k0 > max{k1, . . . , kr}
¯b¤�´ ��§.¤

dK(z0, f
k0(z0)) < η/2

ïIÖ�¡®ª,¯b  ¡®ª.¥���§.¤

A ⊂ T :=
⋃

0≤i≤k0

BK(f i(z0), η).
U è ï êTW

Û�Á�¥¦§�«Ç¯b¤
fk(z0)

¬�«µ¥¦«­¯ÕÁ£ª,¯P§.ª.¤ «µª�".ª.«Ç¯¦°�±�¤�¢3¡®«Ç¥
BK(z0, η/2)

¨ «Ç´Ý¥¦§��æ¯�±.¤ ¬£°�  «."I¤� ���§.¤
f j(z0) ∈ T

Â8¡®§. 
j ≤ h

±
��¥ ��§�¤
fh(z0) ∈ BK(z0, η/2)

ï$ç�«
h ≤ k0

¨u·£ÌÎ¤�¥å¯×°í¬�«µ±.¤�ª�¯ºÂIÁ£ 
±.°+"Iª�«Ç¯b«Ç¡®ª�±.¤

T
ï�çL«µª�¡®ªu¨

dK(fh−j(z0), f
k0−j(z0)) ≤ η

Â8¡®§. 
j ≤ k0

U'·�Á£ 
f ∈ Í:§�¯

M
W ï

¶X¡®ª.·
fh−j(z0) ∈ T

Â8¡®§. 
j ≤ k0.¶X¤ºÂ�´µ§.¥�¨

fh−k0(z0) ∈ B(z0, η)
±�¡®ª.·

dK(fh−k0(z0), f
ki(z0)) ≤ η/2

Â(¡£§. :§�ª�·�¤�  ¯bÁ£«µª
ki

¨
1 ≤ i ≤ r

ï;��¡®§. 
j ≤ ki

¨.¡®ª�ÁæÁ£´µ¡®  ¥
dK(fh−k0−j(z0), f

ki−j(z0)) ≤ η/2
¨.±.¡£ª.·

fh−k0−j(z0) ∈ T
Â8¡®§. 

j ≤ ki.¶X¤ Â.´Ç§.¥�¨
fh−k0−ki(z0) ∈ B(z0, η/2)

ï &Mª�¡®Ü�¯¦«µ¤�ª,¯2´µ¤� ¦°�¥ §.´Ç¯bÁÈ¯2¥¦¡®§.Ô.Á£«Ç¯¦°�¤�ª�«Ç¯b°� bÁ£ª,¯/·�¤
Â. ¦¡�·�°�±.°£ï

�

� ��
 ��� N �ÀW$O �XYåW � �:W$%�R � ��� � �
¶XÁ£ª.¥=´1Á ¥¦«­¯b§IÁ ¯b«µ¡£ª ¤íÅ�¯b ���Æ=¤�¡���´Ç¤P  °�¯¦ bÁ£·í¯2¤�¥ ¯=±.¤ ±.«ÇÆ2¤�ª.¥¦«Ç¡®ª�ª�§�´µ´µ¤È¨<´1Á ¥ §.«Ç¯¦¤

(fn)n·�¡®ª,¬®¤� ¦Ï®¤=´µ¡�·�ÁÈ´µ¤�Æ=¤�ª,¯X§.ª.«Ç¢3¡£ ¦Æ=°�Æ=¤�ª,¯M¬®¤� ¦¥²§.ª�Â(¡£«µª,¯Ý±.¤
M

ïK³�¤�´?¤�¥ ¯¿´µ¤�·�Á£¥Ý±.¤�¥¿Á£Â�Â.´µ«Ç·�Á �
¯b«µ¡£ª.¥?Â(¡£´.-�ª.¡®Æ=«1Á£´Ç¤�¥�Ô.¡®Æ=¡®Ï���ª.¤�¥ ¤�¯Dª.¡£ª � ±.°�Ï®°�ª�°� ¦°�¤�¥D±.¤

Ck ·�Á£ ?¤�´Ç´µ¤�¥?Â8¡®¥ ¥���±�¤�ª,¯V§�ª2ÜIÁÈ¥¦¥¦«Çª
±uÌ Á ¯¦¯b ¦Á£·�¯¦«µ¡®ª�¥¦§.Â8¤� ¦ÁÈ¯¦¯¦ bÁ£·í¯b«Ç¢ � ´ ÌÎ¡® ¦«ÇÏ®«µª.¤Èï8�
Á£  Æ2«�·�¤�´µ´µ¤�¥�� ·�« ¨8§.ª�¤ Å�¤�Æ2Â�´µ¤�ÂIÁÈ  ¯b«Ç·�§.´Ç«&�� ¦¤�Æ=¤�ª,¯
¢3 bÁ£Â.Â.Á£ª,¯�¨V°í¯b§.±�«µ° ÂIÁÈ  ÓXï ¶X§.Â8¡®ª,¯ ¤�¥å¯ ¡®Ü�¯¦¤�ª�§ ¤�ª  ¦¤�´µ¤�¬ÈÁ£ª,¯ �

Ck §.ª)¤�ª.±.¡®Æ=¡®  Â.Ô.«µ¥ Æ2¤
±.¤�Û$ÁÈ¯¦¯���¥�±�¤

Pk−1 ï<��¡®§. �·�¤�¯�¤ Å�¤�Æ2Â�´µ¤£¨�´µ¤2Ü(¡®  ± ±.§ ÜIÁ£¥ ¥¦«Çª ¥¦§.Â8¤� ¦ÁÈ¯¦¯¦ bÁ£·í¯b«Ç¢À¤�¥ ¯æ´Ç«µ¥¦¥ ¤/¤í¯
¥¦Â.Ô.°� ¦«.��§�¤¿¤�ª�±.¤�Ô.¡®  ¥7±�¤¿´µÁ×¯b ¦Á£·�¤²±uÌÎ§.ªP¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤¿Á£´µÏ®°�Ü. ¦«.��§.¤KG ê % I ï

Û?Ì Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª P ±.¤ ` ¤�«µ¤� ¦¥ ¯¦ bÁ£¥ ¥V±.°/"Iª.«­¯V§.ª2 ¦¤í¬���¯¦¤�Æ=¤�ª,¯ÀÁ£ª.Á£´.-�¯b«.��§.¤À±.¤
A := C/Z2

¥¦§� 
P1  ¦Á£Æ=«."I°:Á£§�±.¤�¥¦¥ §.¥À±uÌ §�ª�Â(¡®«Çª,¯�ï�Ä?´µ´µ¤:Â(¤� ¦Æ=¤�¯V±.¤M±.¤�¥¦·�¤�ª.±.  ¤¿§�ª.¤M±.«Ç´1ÁÈ¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª

D
±.¤
A

¤�ª
§.ª.¤¿Á£§�¯¦¡ � Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª2Ô.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤MÂ� ¦¡®Â.  ¤²±.¤

P1 ±.¤²±.¤�Ï® ¦°
d :=

±.¤�Ï
D

	
A

D
//

P
��

A

P
��

P1
f

// P1



% �

Û?Ì Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª
f

¤�¥å¯DÁ£Â.Â8¤�´µ°�¤ §.ªæ¤íÅL¤�Æ2Â.´Ç¤ ±.¤ÀÛ$ÁÈ¯ ¯ ��¥ G ÞTM?I ï,¾À¤�´Ç¤�¬£¡®ª.¥
f

¤�ªæ§.ª�¤ÀÁ£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª
Â(¡£´.-�ª.¡®Æ=«1Á£´Ç¤VÔ.¡£Æ2¡®Ï#��ª.¤

F
±.¤:±.¤�Ï®  °

d
±.¤

C2 ï�é:¡È¯b¡®ª.¥
GF

´µÁ²¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ªæ±.¤ÝäÝ ¦¤�¤�ª=±.¤
F

¤í¯
ΩF

¥¦¡£ª�ÜIÁ£¥ ¥¦«µª/±uÌ Á ¯¦¯b ¦Á£·�¯¦«µ¡®ª2±.¤M´@Ì ¡®  «µÏ®«Çª.¤£ï®Û$¤X±.¡®Æ2Á£«µª.¤
ΩF

¤�¥ ¯ Â�¥¦¤�§�±.¡L·�¡®ª,¬®¤ Å�¤È¨;Ü(¡®  ª.°X¤í¯
±.«µ¥���§.°)U'·�Á£ 

ΩF = {GF < 0} Wíï(��¡®§. X°�¯b§�±.«µ¤� M´µ¤ºÜ(¡®  ± ±.¤�·�¤�ÜIÁ£¥ ¥¦«Çªu¨�¡®ª�·�¡®Æ=Æ2¤�ª.·�¤ºÂIÁ£ 
«µª,¯b  ¡L±�§.«µ  ¤

O(−1)
	

{
O(−1) := (C2\{0} × C)/∼
(z, v) ∼ (z′, v′) ⇐⇒ ∃λ ∈ C∗, z′ = λz, v′ = λ−1v.

ã ´L¥�Ì ÁÈÏ®«Ç¯�±uÌÎ§.ª "IÜ.  °V¤�ª�±� ¦¡®«­¯b¤�¥�¥¦§. 
P1 ±.¡®ª,¯<¡®ª×ª.¡£¯b¤� bÁ

[z, v]−1

´µ¤�¥
°�´Ç°�Æ=¤�ª,¯b¥�ïÈã ´�·�¡£ ¦ ¦¤�¥¦Â8¡®ª.±
¤�ª¿¢'Á£«Ç¯ �

C2 °�·�´1ÁÈ¯¦° ¤�ª
0
ï Û?Ì Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª

[z, v]−1 7→ zv
¢3¡£§. ¦ª.«­¯�§.ª×Ü.«ÇÔ.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤
¤�ª�¯¦ ¦¤

´µ¤ ·�¡®Æ2Â�´µ°�Æ=¤�ª,¯bÁ£«µ  ¤V±.¤À´1ÁÝ¥ ¤�·�¯¦«µ¡®ªæª�§.´Ç´µ¤ ±IÁ£ª�¥
O(−1)

¤í¯
C2\{0} ï,Û?Ì «Çª�¯¦°� ���¯D±.¤À·�¤ "IÜ.  °À¤�¥ ¯

±.¤=Â. ¦°�¥¦¤�ª,¯¦¤� ×¤ ÅLÂ.´µ«Ç·�«Ç¯¦¤�Æ=¤�ª,¯
P1 ·�¡£Æ2Æ=¤æ¥bÁ�¥ ¤�·í¯b«µ¡£ªBª�§.´µ´Ç¤£ï8&Mª ¬£°�  «."I¤ ��§.¤/´@Ì Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª

F
¨L¬L§�¤¿·�¡®Æ=Æ2¤²Á£§L¯b¡ � Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª/±.¤

O(−1)
¥�ÌÎ°�·� ¦«­¯D	

F̃ [z, v]−1 = [F (z), cvd]−1, c ∈ C∗.

ÓV¤�¯ ¯b¤�¡®Ü�¥¦¤� å¬ÈÁÈ¯b«Ç¡®ª Â8¤� ¦Æ=¤�¯M±.¤�±.°�·� ¦«Ç ¦¤�´µÁ2±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤�±.¤
F̃

¨uÁÈ§�Æ2¡®«Çª.¥:Á£§ ¬®¡®«Ç¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤º±.¤
P1 ï Û$Á�¥ ¤�·�¯¦«µ¡®ªHª�§.´µ´Ç¤ ±.¤

O(−1)
¤�¥ ¯2¥ ¯bÁ£Ü.«µ´Ç«µ¥ °�¤�ÂIÁ£ 

F̃
� ´@Ì ¡£ ¦±.  ¤

d
¨?¤�´µ´Ç¤�Â(¡£¥¦¥���±.¤�±�¡®ª.·

§.ª�ÜIÁÈ¥¦¥¦«Çª�±uÌ ÁÈ¯¦¯¦ bÁ£·í¯b«Ç¡®ª
Ω eF

ï
çL§. º·�¤2ÜIÁ£¥¦¥ «µªu¨
F̃

«µª.±.§�«Ç¯
f

¥ §. 
P1 ¨�°�·ÕÔIÁ£ª.Ï£¤�´µ¤�¥ "IÜ.  ¤�¥�¤í¯

·�¡®ª,¯¦ bÁ£·í¯b¤�´µ¤×´µ¡®ª.Ï/±.¤�·�¤�´µ´µ¤�¥�� ·�« ï(é:¡È¯b¡®ª.¥ ��§.¤
Ω eF

¤�¥ ¯²´ ÌÎ°�·�´1ÁÈ¯¦°×¤�ª
0

±.¤
ΩF

ïKÛK¤�¥ÝÜ8¡® ¦±�¥Ý±.¤
Ω eF

¤�¯
ΩF

¥¦¡®ª,¯:±.¡®ª.·²Ü.«ÇÔ.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.«.��§�¤�Æ=¤�ª,¯ °+��§�«Ç¬ÈÁ£´µ¤�ª,¯b¥�ï
³ «µ ¦¡£ª.¥ � Â� ¦°�¥ ¤�ª,¯:¤�ª ÁÈ ¦ ¦«.��  ¤Ý´µ¤ "IÜ.  °

O(−1) → P1 ÂIÁ£  P ï8ÓV¤�·�«�Â� ¦¡�±.§.«Ç¯À§�ª,"IÜ� ¦°¿¤�ª
±. ¦¡£«Ç¯b¤×¥¦§. Ý´Ç¤×¯b¡®  ¤

A
¨u±�¡®ª,¯²´1Á/¥ ¤�·�¯¦«µ¡®ª6ª�§.´Ç´µ¤�¥�Ì «Ç±.¤�ª,¯b«�"I¤ �

A
ïKÛ?Ì Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª

F̃
¥¦¤� ¦¤�´&�í¬®¤

� ¥¦¡®ª,¯À¯b¡£§.  ¤�ª §.ª.¤¿Á£§L¯b¡ � Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª D ±.¤Ý·�¤ ".Ü. ¦°ÈïI�
Á£ À·�¡®ª.¥ ¯¦ ¦§.·í¯b«Ç¡®ª ·�¤�´Ç´µ¤ � ·�«(¥ ¯bÁ£Ü.«µ´Ç«µ¥ ¤
´1Áæ¥¦¤�·�¯b«Ç¡®ª�ª�§.´Ç´µ¤ � ´@Ì ¡®  ±. ¦¤

d
¤í¯ - «Çª.±.§.«­¯

D
ï(Ä?´Ç´µ¤¿Â(¡®¥ ¥���±.¤×±.¡£ª.·×§.ª�ÜIÁ£¥¦¥ «µª�±uÌ Á ¯¦¯b ¦Á£·�¯¦«µ¡®ª�¨

ΩD
ïI¾7°�¥¦§.Æ=¡®ª.¥Àª.¡£§.¥A	

ΩD
D

//

eP

��

!!C
C

C

C

C

C

C

C

ΩD

!!C
C

C

C

C

C

C

C

eP

��

A
D

//

P

��

A

P

��

Ω eF
F

//

π
  A

A

A

A

A

A

A

A

Ω eF

π
  A

A

A

A

A

A

A

A

P1
f

// P1

Û$¤ ¯¦Ô.°�¡£ ���Æ=¤ ±uÌÎÍXÂ.Â8¤�´ � �7§.Æ�Ü8¤�  ¯ Â� ¦°�·�«µ¥ ¤ ´1ÁM¥¦«­¯b§IÁ ¯b«µ¡£ª 	®´µ¤ ".Ü. ¦° P∗(O(−1) → P1
) ¤�¥ ¯

§.ª
L(H,α)

G ê®ì�I ï�ÛK¤7·�¡®§�Â.´µ¤
(H,α)

¤�¥ ¯ §.ª=¯ -LÂ8¤£¨�«Ç´.·�¡®ª�¥¦«µ¥å¯b¤7±uÌÎ§.ª.¤À¢3¡® ¦Æ=¤ÀÔ.¤�  Æ2«­¯b«µ¤�ª.ª.¤
H±.°+".ª.«µ¤?ª.°�Ï,ÁÈ¯¦«Ç¬®¤?¤í¯$±uÌÎ§.ª.¤DÁ£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ªM±.¤

Z2 ±IÁ£ª.¥
S1 ¬®°�  «.";ÁÈª�¯

α(n+im) = (−1)nmξn
0 ξ

m
1

ï
¶X¤²Æ ��Æ2¤ ��§.¤²Â8¡®§. 

F̃
¨I¡®ªPÁ�§.ª.¤¿¤íÅLÂ. ¦¤�¥¦¥ «µ¡®ªP±.¤ D ¤�ªP¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª�±.¤

D
	

D{x, u} = {Dx, eπH(τ, ~Dx)ud}.
ÓV¤�¯ ¯b¤= ¦¤�Æ2Á£ ���§�¤=Â8¤�  Æ2¤í¯²±.¤=±.°�·� ¦«µ  ¤æ·�¡®Æ=Â.´&�í¯b¤�Æ2¤�ª�¯²´Ç¤æÜ(¡®  ± ±�¤

ΩD
¤�¯º±.¤

Ω eF
G ê % I ï�Ä?ª

¤RO(¤�¯�¨?§.ª�·�Á£´Ç·�§.´ ¤ Å�Â�´µ«µ·�«Ç¯¦¤�Æ2¡£ª�¯¦ ¦¤%��§.¤
eGF ◦ eP = q

¡��
q

¤�¥ ¯2§.ª.¤ ª.¡®  Æ/ÁÈ´µ«µ¥¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª�±.¤ ´1Á



�
�
� � �!� ������� �]
 � �?�
��� �\� 	 � 
�� ����� �

��X�\��� �\���]
���� %�%

Æ2°í¯b ¦«.��§.¤
e−H(x,x)|u| ¥¦§.  L(H,α)

ï ÍX«µª�¥¦« ¨
eGFn◦ eP = qn ¤�¯

ΩD = {q < 1} ï£��¡®§� <§.ª�Â8¡®«µª,¯
±.¤

bΩD
±.¤¿·�¡�¡®  ±.¡®ª.ª.°�¤�¥

(x, u)
¨I¡®ª�Â8¤�§�¯:·�¡£ª.¥¦«Ç±.°�  ¤� 7§.ª.¤×±�°�¯b¤� ¦Æ=«µªIÁ ¯b«µ¡£ª�±.§�´Ç¡®Ï,Á£  «Ç¯bÔ�Æ2¤

Á£§�¯b¡£§.  ±.¤
u

·�Á£ 
u 6= 0

ï8çL§. À§.ª�¬®¡£«µ¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤
O

±.¤
(x, u)

¨�¡®ª�ÁæÁ£´Ç¡® ¦¥ 	
ΩD ∩ O = { ¾À¤

log u+H(x, x) < 0}.
Û$¤7Ü8¡® ¦±=±.¤

ΩD
¤�¥ ¯V±.¡®ª.·7¥¦Â�Ô.°�  «&��§.¤£ïLÛ?Ì Ô -�Â8¤� ¦¥ §.  ¢'ÁÈ·�¤

bΩF

¥�Ì ¡£Ü�¯b«Ç¤�ª,¯V¤�ª ��§.¡£¯¦«µ¤�ª�¯bÁ£ª,¯
bΩDÂIÁ£ 7§.ª�Ï®  ¡®§.Â8¤º±�¤× ¦° (I¤íÅL«Ç¡®ª "Iª.«Ç¤£¨;¤�´Ç´µ¤²¤�¥å¯M´Ç«µ¥¦¥ ¤²¤�¯M¥ Â.Ô.°� ¦«&��§.¤º¤�ª ±�¤�Ô.¡®  ¥X±uÌÎ§.ª ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´Ç¤

Á£´µÏ®°�Ü. ¦«.��§.¤£ï
Ä?ªP·�¡®ª�·�´µ§�¥¦«µ¡£ªu¨.·�¤í¯7¤íÅL¤�Æ=Â.´µ¤Ý¢3¡®§� ¦ª.«­¯V	

•

©7ª.¤MÁÈ§�¯b¡ � Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª�Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤7Â.  ¡®Â. ¦¤:ª.¡®ª � «µª � ¤�·�¯¦«Ç¬®¤7±uÌÎ§.ª�±.¡®Æ2Á£«Çª.¤À ¦¤�´µÁÈ¯b«­¬®¤�Æ2¤�ª�¯
·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯ U'±IÁÈª.¥

L(H,α)
W � Ü8¡® ¦±�´Ç«µ¥ ¥¦¤£ï®Ä ´Ç´µ¤ Æ=¤�¯ ±�¡®ª.· ´1Á ��§.¤�¥ ¯¦«µ¡®ª è ¤�ªæ±.°�¢'ÁÈ§�¯ ´µ¡®  ¥���§uÌÎ¡®ª

-� ¦¤�Æ2Â.´µÁ£·�¤
Ck ÂIÁÈ D§�ª.¤ ¬£ÁÈ ¦«µ°í¯b° ·�¡®Æ2Â�´µ¤íÅL¤ ��§.¤�´µ·�¡£ª
��§.¤£ïLÓV¤�¯ ¯b¤ ¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯¦° ªuÌ ¤�¥ ¯ °�¬�«µ±�¤�Æ=Æ2¤�ª�¯

ÂIÁ£¥ Ô -�Â(¤� ¦Ü8¡®´µ«.��§.¤M·�ÁÈ  ´1Á×¥ §.«Ç¯¦¤M±.¤�¥ «Ç¯b°� ¦°�¤�¥
(Dn)

ª�Ì ¤�¥ ¯ÀÂIÁ£¥ ª�¡® ¦Æ2Á£´µ¤
U
(Dn)

ª.¤Ý´@Ì ¤�¥ ¯ ÂIÁÈ¥�Wíï
é:¡£¯¦¡®ª.¥ ¯b¡£§�¯7±.¤²Æ ��Æ2¤ ��§.¤ D ª.¤²Ü. bÁÈª.·ÕÔ.¤¿ÂIÁ£¥À¥¦§. 

ΩD
ï

•

©7ª.¤�Á£§L¯b¡ � Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª�Ô.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤ºÂ� ¦¡®Â.  ¤�ª.¡®ª � «µª � ¤�·�¯¦«Ç¬®¤º±uÌÎ§.ª6±.¡®Æ2Á£«µª.¤ºÂ.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª �
¬®¤íÅL¤ÀÜ8¡® ¦ª.°V±.¤

C2 ï®ÛK¤ Ü8¡® ¦±�±.¤V·�¤ ±.¡®Æ2Á£«Çª.¤ ¤�¥ ¯ ´Ç«µ¥¦¥ ¤V¤í¯ ¥¦Â.Ô.°� ¦«.��§�¤ ¤�ª�±.¤�Ô.¡® ¦¥?±�Ì §.ª�¤ §.ª.«µ¡£ª
"Iª.«µ¤×±.¤�·�¤� ¦·�´Ç¤�¥�ï$é:¡®§.¥ÝÂ� ¦¡®§�¬£¤�  ¡®ª.¥²¤�ª6¢'Á£«Ç¯ ��§.¤�´µ¤�¥ÝÜ(¡®  ±.¥Ý±.¤�¥¿Ü.Á£¥¦¥ «µª.¥Ý±uÌ ÁÈ¯ ¯b bÁÈ·�¯b«Ç¡®ª.¥M±�¤
Â(¡®«Çª,¯b¥ "�ÅL¤�¥:ÁÈ¯ ¯b bÁÈ·�¯b«­¢3¥ ª.¤²¥¦¡£ª�¯5�¦Á£Æ2Á£«Ç¥ ´µ«Ç¥¦¥¦¤�¥�ï

� ��
 � 
 N �ÀW$O �XYåW �XW�� � � � ��� W � �ºW 
 � U 
 �MR � � � T ! � �
R TXW � � WKT � W �XW �
��R 
������ � � � � R �MY W � �

ã ´
¤�¥ ¯²Â�´µ§.¥M±�«.�=·�«Ç´µ¤×±�¤�·�¡®ª.¥å¯b  §.«µ  ¤�±.¤�¥Ý¤ ÅL¤�Æ=Â.´µ¤�¥Ýª.¡®ª � ¯b ¦«­¬�«1Á£§LÅ�±.¤�±�-Lª.Á£Æ2«.��§.¤�¥ÝÂ8¡®¥��
¥¦°�±.Á£ª,¯×±.¤�¥² ¦°�¯¦ bÁ£·í¯b¥(��§.«?ª.¤æ¥¦¡®ª,¯¿ÂIÁ£¥²±.¤�¥ºÂ8¡®«Çª�¯¦¥²ÁÈ¯¦¯¦ bÁ£·í¯b«­¢3¥�ïKé7¡®§.¥²Â. ¦°�¥¦¤�ª�¯¦¡®ª.¥º«µ·�«
±.¤�§LÅ
¤íÅL¤�Æ=Â.´µ¤�¥À±.¤²±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�¥ [ "IÜ. ¦°�¤�¥À¥¦§� 7´Ç¤Ý±.«µ¥���§.¤�\bï
�;� ���K�,+����'� .$���¿��1 1®���	� �?���0W�,=W�����781®� .$�/W�».¼��U, (,�<(�WXW���¼.Ë��'��W£�
Û Ì Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª

(w, z) 7−→ (w,wz + z2)
Â� ¦¡�±.§.«Ç¯:§.ª�  °�¯b ¦Á£·�¯KU

D × {0} W ±.¤�±.«ÇÆ2¤�ª.¥¦«Ç¡®ª
1±IÁ£ª.¥

C2 ¤�¯�«Çª.±.§.«­¯�§.ª�¤ Á£§�¯b¡ � Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª6Â. ¦¡£Â. ¦¤�¥ §. �´µ¤/ÜIÁ£¥¦¥ «µª ±uÌ ÁÈ¯ ¯b bÁÈ·�¯b«Ç¡®ª�±.¤�·�¤�´Ç§.« �
·�« ï!3D¡�·�·�¡TS�Æ=¡®ª,¯b ¦¤2ÂIÁ£ º§.ª Á£  Ï®§.Æ=¤�ª,¯�°�´µ°�Æ=¤�ª,¯bÁ£«µ  ¤ ��§.¤È¨
Â8¡®§. ×´µÁ�Â.´Ç§.ÂIÁ£ å¯�±.¤�¥

ξ ∈ bD
¨

´µ¤�¥²¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯¦°�¥¿¥ ¯ÕÁÈÜ.´µ¤�¥×±.¤�¥
(w, 0)

ª.¤2±.«µ¥ ÂIÁ£ ¦Á£«µ¥ ¥¦¤�ª,¯×ÂIÁ£¥(��§.Á£ª.±
w

¯b¤�ª.±� ¦Á£±.«1ÁÈ´µ¤�Æ=¤�ª,¯²¬®¤� ¦¥
ξ

¤�¯¿Â. ¦¡�±.§.«Ç¥¦¤�ª�¯º§.ª.¤�¯¦ bÁ£·�¤/Á£ª.Á£´.-�¯b«.��§.¤�±IÁ£ª.¥¿´µ¤�Ü8¡®  ±uïKã ´?°�¯bÁ£Ü.´µ«­¯¿Á£«µª�¥¦«
¯¦ ���¥¿¥¦«ÇÆ2Â�´µ¤�Æ=¤�ª,¯
´ ÌÎ¤íÅL«µ¥å¯b¤�ª�·�¤²±.¤²±.«µ¥���§.¤�¥7±.¤ºçL«µ¤�Ï®¤�´ U GaM®Þ�I Wíï

ÓV¤PÂ.Ô.°�ª.¡®Æ ��ª.¤�±.¤PÂ(¤� ¦¥¦«Ç¥ ¯¦¤�ª.·�¤�±.¤�¥2¬ÈÁ£  «µ°�¯¦°�¥æ¥ ¯bÁ£Ü.´Ç¤�¥=¤�¥ ¯2 ¦¤�Æ/ÁÈ ���§IÁ£Ü.´Ç¤ ¤�¯2¡®ª Â8¤�§L¯
¥¦¤�±.¤�Æ/ÁÈª.±.¤� :¥�ÌÎ«µ´�¤�¥å¯MÏ®°�ª.°� ¦Á£´ ï�ÓV¤�·�«
¤�ª,¯¦ bÁZYµª.¤� ¦Á£«Ç¯)��§.¤�´µ¤¿Ü8¡® ¦± ±�Ì §.ª�±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤²¥¦¡£§�¯b¤�ªIÁ£ª,¯
§.ª.¤/±�-Lª.Á£Æ2«.��§.¤/  °�·�§� ¦ ¦¤�ª,¯b¤�±.¤2 ¦°�¯¦ bÁ£·í¯�ª.¡£ª � ¯¦ ¦«Ç¬�«µÁ£´?·�¡®ª,¯¦«µ¤�ª,¯×±.¤�¥×¬ÈÁ£  «µ°í¯b°�¥×Á£ªIÁ£´�-�¯b«&��§.¤�¥�ï
Û�Á�¢'Á£Æ=«µ´Ç´µ¤ ��§.¤²ª.¡®§.¥À±.°�·� ¦«­¬®¡®ª�¥:Æ2Á£«µª,¯¦¤�ªIÁ£ª,¯ Æ=¡®ª,¯b  ¤ ��§.¤º·�¤²Â.Ô.°�ª�¡®Æ ��ª.¤²±.¤²Â(¤� ¦¥ «µ¥ ¯¦¤�ª.·�¤
ªuÌ Á�ÂIÁÈ¥À¯¦¡®§ � ¡®§� ¦¥À´µ«Ç¤�§uï�Ä ´Ç´µ¤M¤�¥ ¯:¡®Ü�¯¦¤�ª�§.¤²¤�ªPÂ(¤�  ¯¦§. ¦ÜIÁÈª�¯:´ ÌÎ¤íÅL¤�Æ2Â.´Ç¤M±.¤ 3D¡�·�·�¡�S£ï
[K�
ÊD¼ � ¼2+ ,@�'�'�

fα = (wei2πα, wz + z2)
� (,».¼!7$��W�1®��7'1®� .$��Wæ»�¼.�0, (,�<(�WXW���¼�Ë
�3��W£�

��¡®§. 
α ∈ R

¨I±.°/"Iª.«Ç¥¦¥¦¡£ª.¥
fα : C2 −→ C2

(w, z) 7−→ (wei2πα, wz + z2)¤�¯
Bα = {(w, z) ∈ C2 | fn

α,2(w, z) −→ 0} ¡��
fn

α := (fn
α,1, f

n
α,2).Û$¤²±.¡£Æ/Á£«Çª.¤

Bα

¤�¥ ¯:Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL¤�¤í¯X·�¡®ª,¯b¤�ª�§�±IÁ£ª.¥
D × D2

ï;Û Ì Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª
fα

«µª.±�§.«Ç¯
§.ª.¤æÁ£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ªPÂ. ¦¡®Â� ¦¤�±.¤

Bα

±.Á£ª.¥Ý´µ§�« � Æ ��Æ=¤£ï�&Mª6Â8¡®§. ¦ ¦Á/¡®Ü.¥ ¤� å¬®¤�  ��§.¤
Bα

·�¡®ª,¯b«µ¤�ª,¯



% �

´µ¤×¯¦ ¦«µÁ£ª.Ï®´Ç¤
T := {|w| + |z| < 1} ¤�¯ ��§.¤

fα(T ) ⊂ T
¨�¥ «<Ü.«µ¤�ª ��§�¤

Bα = ∪f−n
α (T )

ïuÛ$Á
±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤À±.¤

fα
¤�¥ ¯  ¦°�·�§.   ¦¤�ª�¯¦¤X¥ §. 

Bα
¨�´1ÁÝ ¦°í¯b bÁÈ·�¯b«Ç¡®ªæ¤�¥å¯ ±.¡®ª�ª.°�¤7ÂIÁ£ 

ρ(w, z) = (w, 0)¤�¯
M = D × {0} ï
��¡®§. º¯¦¡®§�¯

w ∈ D
¨�ª.¡£§.¥×ª.¡È¯b¤�  ¡®ª.¥ Fw

´µÁ,"IÜ.  ¤/±.¤
ρ

Á£§�±.¤�¥¦¥ §.¥�±.¤
(w, 0)

ï
��¡®§. 

α = 0
¨?¡®ª�  ¤�¯¦ ¦¡®§�¬£¤�´@Ì ¤ Å�¤�Æ2Â�´µ¤ ±.¤,3D¡�·�·�¡TSP¤�¯2´1Á "IÜ.  ¤ Fw

·�¡ � ª�·�«µ±�¤�Á�¬£¤�· ´Ç¤
ÜIÁ£¥ ¥¦«µª ±uÌ ÁÈ¯ ¯b bÁÈ·�¯b«Ç¡®ª ±.¤

z 7→ wz + z2 � ´ ÌÎ¡® ¦«ÇÏ®«µª�¤£ï
é:¡®§.¥²ÁÈ´µ´µ¡£ª.¥:¬£¡®«µ �¨uÂIÁ£ M§�ª ÁÈ ¦Ï®§.Æ=¤�ª,¯²±.¤�·�ÁÈ¯b°�Ï®¡®  «µ¤�¥X±.¤ � Á£«µ  ¤£¨7��§�¤�·�¤�¥ "IÜ� ¦¤�¥²±.«Ç¥¦ÂIÁ �

 bÁ£«Ç¥¦¥ ¤�ª,¯�Â8¡®§. �·�¤�  ¯bÁ£«µª�¤�¥�¬ÈÁ£´µ¤�§. ¦¥×±.¤
α
ï
�?´µ§.¥�Â.  °�·�«µ¥¦°�Æ2¤�ª,¯�¨F�+�-. ��: ��& "���&�` ��.�,-�

r(α,w)±.¤ Fw

¤�ª
(w, 0)

¯¦¤�ª.±�¬®¤� ¦¥
0

´µ¡®  ¥���§.¤ |w| ¯b¤�ª.±�¬®¤�  ¥
1
ï<Í ·�¤í¯2¤�O�¤í¯�¨?«Çª�¯¦ ¦¡�±.§.«Ç¥¦¡®ª.¥×´µ¤�¥

¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª.¥ «µª,¯b¤� ¦Æ=°�±.«µÁ£«µ  ¤�¥ ¥¦§.«­¬£ÁÈª�¯¦¤�¥�ï

r(α,w) := sup

{
r | ∃ψ ∈ O(Dr, {w} × C)

�#dG<?d ∣∣∣∣ i) ψ(0) = (w, 0)
¤�¯ |ψ′(0)| = 1

ii) ψ(Dr) ⊂ Bα

}
.

&Mª¿±�°+"Iª.«­¯$±.¤ Æ ��Æ2¤
r̃(α,w)

¤�ª²  ¤�Æ=Â.´1Á#��Á£ª,¯$«µ« W8ÂIÁ£ $§.ª�¤D·�¡®ª.±.«­¯b«Ç¡®ªÝÆ2¡£«µª.¥u·�¡®ª,¯b ¦Á£«µÏ®ª.Á£ª,¯b¤ 	
r̃(α,w) := sup

{
r | ∃ψ ∈ O(Dr, {w} × C)

� dG<?d ∣∣∣∣ i) ψ(0) = (w, 0)
¤í¯ |ψ′(0)| = 1

ii) fn
α (ψ(Dr)) ⊂ D × D2 ∀n ∈ N

}
.

&MªPÂ8¡®¥ ¤¿¤�ª.¥¦§�«Ç¯b¤
R(α) := inf

w∈bD
r(α,w)

R̃(α) := inf
w∈bD

r̃(α,w).

&Mª ¬£°�  «."I¤Ý¢'Á£·�«µ´µ¤�Æ2¤�ª,¯ ´µ¤Ý´Ç¤�Æ=Æ2¤M¥ §.«Ç¬ÈÁ£ª,¯A	
ÊD�,+ + � �I� Z$�
�K�C�
���?` ��&9"��% #��&'�

r(α, ·) B r̃ ��� R̃ �?��&*� �?��,0 8�$"���&*�@ 8&*�*���F���?�*;�.X #���5.1��,-��&*�����5.
D
B
R × D

���
R
.1���/�*��"��@ 1���,-��&*�#d

Û ÌÎ«µª,¯¦°� ��í¯æ±.¤ ´1Á ¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª
r̃

¤�¥å¯=±uÌ �í¯b  ¤�¥ ¤�Æ=« � ·�¡®ª,¯b«Çª�§�¤�¥¦§.Â8°�  «µ¤�§. ¦¤�Æ2¤�ª�¯2¤�ªH´µ¤�¥�±.¤�§�Å
¬ÈÁ£ ¦«µÁ£Ü.´µ¤�¥�ï�é:¡È¯b¡®ª.¥4��§.¤

r ≤ r̃
¤�¯
R ≤ R̃

ï�ã ´8¥�Ì Á£Ï®«­¯V±uÌÎ¤íÅLÔ.«ÇÜ(¤�  ±.¤�¥V¬ÈÁ£´µ¤�§. ¦¥ ±.¤
α ∈ R

¯b¤�´µ´µ¤�¥
��§.¤

r(α, eiθ) = 0
Â(¡£§.  ¯b¡®§L¯b¤Ý¬ÈÁ£´µ¤�§.  ±.¤

θ
ï.� ´Ç§.¥ÀÂ. ¦°�·�«Ç¥¦°�Æ=¤�ª,¯�¨

4º�&� �?��W�,4�e,'��7 �I� Z$� � � 
�� �43T +���/� �5&
Gδ

2���&'�?�
E

2��
R

����� <B�*�
r(α, eiθ) = 0

�*���5.7�������
α ∈ E

��� �/���5�
θ ∈ R

d
�? ¦¤�§L¬®¤7	 ÓV¡®Æ2Æ=¤�ª���¡®ª.¥ Â.Á£ ÀÆ2¡®ª,¯¦ ¦¤�  ��§.¤

R̃ = 0
¥ §. 

Q.
U è ïÎî W

çL¡®«­¯
α = p/q ∈ Q

¤í¯
w0 = ei2πβ , β ∈ Q

ïDÛ?Ì «­¯b°� ¦°�¤
q
� «.��Æ=¤�±.¤

fα

¤�¥å¯/±�¤�´µÁ�¢3¡£ ¦Æ=¤
f̃α(w, z) := f q

α(w, z) = (w, Pw(z))
¡ �

Pw(z) = wqz+ · · ·+ z2q ï�Û?ÌÎ¡® ¦«ÇÏ®«µª�¤ °�¯ÕÁÈª�¯ ±IÁ£ª�¥ ´Ç¤
�£§.´µ«µÁ ±.§�Â8¡®´.-�ª ;®Æ=¤

Pw0

¨&¤�´Ç´µ¤ Á£±.Ô
�� ¦¤ � ¥¦¡£ª�ÜIÁ£¥ ¥¦«µª×±uÌ Á ¯¦¯b ¦Á£·�¯¦«µ¡®ª¿±.¤ ´ ÌÎ«µª�"Iª�« ï ÓV¤�·�«L«ÇÆ2Â�´µ«&��§.¤
��§.¤

r̃(α,w0) = 0
¤�¯À±.¡®ª�·(��§.¤

R̃(α) = 0
ï


M°�  «."I¡£ª.¥ Æ/ÁÈ«µª,¯b¤�ªIÁ£ª,¯���§.¤

r(α, ·) ≡ R(α)
Â8¡®§. 

α ∈ R\Q.
U è ï Þ�W

á
«­ÅL¡®ª�¥XÂ8¡®§. X·�¤�´µÁ
w

¤í¯
w′ ±IÁ£ª.¥

bD
¤�¯XÂ(¡£¥¦¡®ª.¥

wn := wei2πnα Â8¡®§. 
n ∈ N

ï8ã ´
¤�¥ ¯Ý·�´1Á£«Ç 
��§.¤

r(α,w) ≤ r(α,wn) ≤ r(α,wn+1).



�
�
��� �/� � � 	\�"
 �$� 	����"��� � � �]
 % �

&Ýª�¤�ª�±.°�±.§.«Ç¯�¨(Ï£  J£·�¤ � ´1Á=¥¦¤�Æ2« � ·�¡£ª�¯¦«µª�§.«­¯b°²¥¦§.Â8°�  «µ¤�§. ¦¤�±�¤
r(α, ·) ¤�¯M¤�ª�·ÕÔ.¡®«Ç¥¦«µ¥ ¥bÁ£ª,¯Ý§�ª.¤

¥¦¡®§.¥ � ¥ §.«Ç¯¦¤
wnk

¯¦¤�ª.±.Á£ª,¯X¬®¤� ¦¥
w′ ¨6��§.¤ r(α,w′) ≥ lim r(α,wnk

) ≥ r(α,w)
ï.Í:«µª.¥ «

r(α, .)¤�¥ ¯7·�¡®ª.¥ ¯bÁ£ª,¯b¤¿¤�¯7·�¡ � ª.·�«µ±.¤²Á�¬®¤�·
R(α)

ï
é7¡®§.¥?¥ ¡®Æ2Æ=¤�¥
Æ/Á£«Çª,¯b¤�ª.Á£ª,¯<¤�ªæÆ=¤�¥ §. ¦¤ ±.¤ ±�°+"Iª.«Ç <´ ÌÎ¤�ª�¥¦¤�Æ×Ü.´µ¤

E
ï®�?§.«Ç¥���§.¤

R̃
¤�¥ ¯ ¥ ¤�Æ=« �

·�¡®ª,¯b«Çª�§.¤²¥¦§.Â8°�  «µ¤�§� ¦¤�Æ=¤�ª,¯�¨ {R̃ = 0} ¤�¥ ¯7§.ª
Gδ

±.¡£ª�¯7´µÁ�±.¤�ª.¥ «Ç¯¦°¿  °�¥ §.´Ç¯¦¤Ý±.¤ U è ïÎî Wíï.�
Á£ À´µ¤
¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤Ý±.¤ � Á£«Ç ¦¤È¨

E := {R̃ = 0} ∩ R\Q
¤�¥å¯X°�Ï,Á£´Ç¤�Æ=¤�ª,¯À§.ª

Gδ

±�¤�ª.¥ ¤£ï8¶×Ì Á£Â. ���¥NU è ï ÞTWí¨
¡®ªPÁ

r(α, eiθ) = R(α) ≤ R̃(α) = 0
Â(¡®§� À¯¦¡®§�¯

α ∈ E
¤í¯À¯b¡®§�¯

θ ∈ R
ï

�

� #�� � � � �9� 	@�!����� 	 �������?��� �	�
é7¡®§.¥MÂ� ¦°�¥ ¤�ª,¯b¡£ª.¥Ý±IÁ£ª.¥X·�¤�¯ ¯b¤�Â.Á£  ¯¦«µ¤¿±.¤�¥Ý  °�¥¦§�´Ç¯ÕÁ ¯b¥X·�´1Á£¥ ¥¦«.��§�¤�¥M·�¡®ª.·�¤� ¦ªIÁÈª�¯M´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«µ¤

¯b¡®Â8¡®´µ¡£Ï®«&��§.¤�±.¡®ª,¯ ª.¡®§.¥ ª.¡£§.¥ ¥¦¤� å¬�«µ ¦¡£ª.¥ ±IÁ£ª.¥�´µÁ�ÂIÁ£  ¯¦«µ¤6ê�ïÎî.ï ã ´Ý¥�Ì Á£Ï®«Ç¯�±uÌ §�ª «Çª�¬ÈÁ£  «1Á£ª,¯
¯b¡®Â8¡®´µ¡£Ï®«&��§.¤ ��§.«KÆ2¤�¥¦§.  ¤Ý´1Á×·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�«­¯b°M±�§P¥*-�¥ ¯ ��Æ2¤²±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤£ï.¶:¤²¢'Á ��¡®ª�Ô.¤�§. ¦«Ç¥ ¯¦«&��§.¤£¨
«µ´
¤�¥ ¯¦«µÆ=¤�´µ¤¿¯ÕÁ£§LÅ ±.¤�·�  ¡®«µ¥ ¥bÁ£ª�·�¤æ¤íÅLÂ8¡®ª.¤�ª,¯¦«µ¤�´ U@Á£¥*-LÆ=Â�¯¦¡£¯b«.��§�¤?W:±.§6ª.¡£Æ�Ü. ¦¤�±�¤

n
� ¡£ ¦Ü.«­¯b¤�¥

��§�«K ¦¤�Â� ¦°�¥ ¤�ª,¯b¤�ª,¯M±.¤�¥:·�¡®Æ2Â8¡® å¯b¤�Æ=¤�ª,¯¦¥ ±.«PO(°�  ¤�ª,¯b¥�ï
ÛK¤ Ü.§�¯=¤�¥ ¯=±uÌÎ¤íÅLÂ(¡£¥¦¤� =±uÌÎ§.ª.¤PÂIÁ£ å¯æ§.ª   °�¥ §.´Ç¯bÁÈ¯=±.¤ ´µ¡�·�Á£´Ç«µ¥bÁ ¯b«µ¡£ªB±.¤ ´ ÌÎ¤�ª,¯¦ ¦¡®Â.«Ç¤�±_^ �

�V¡	�V¤�ªu¨L±�Ì Á£§L¯b ¦¤:ÂIÁ£ å¯ ´Ç¤:´Ç«µ¤�ª=¡£Â�¯b«ÇÆ/Á£´�¤�ª,¯b  ¤X¤�ª,¯¦ ¦¡®Â.«Ç¤:¤í¯ ±.¤�Ï® ¦°7¡®Ü�¯¦¤�ª�§�ÂIÁÈ  äÝ ¦¡®Æ=¡�¬�±IÁ£ª�¥
´µ¤Ý·�ÁÈ±. ¦¤²±.¤�¥:ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥ Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤�¥ ±.¤

P1 ï

� �
	�� � � ��� T ��� � � T�� �
ç�¡®«Ç¯

(X, d)
§.ª�¤�¥ ÂIÁ£·�¤ Æ2°í¯b  «&��§.¤D·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯
¤í¯

f : X −→ X
§.ª.¤VÁ£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª¿·�¡®ª,¯b«Çª�§�¤£ï

©:ª.¤D¢'Á#��¡®ª×±.¤ Æ=¤�¥¦§� ¦¤� 
´1Á:·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�«­¯b° ±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤V±.¤
f

·�¡®ª.¥ «µ¥å¯b¤ � ·�¡®Æ=Â�¯b¤� 
´Ç¤Vª.¡®Æ×Ü. ¦¤ ±.¤
¯b bÁ0� ¤�·�¯¦¡®«µ  ¤�¥K±.«­¬®¤� ¦Ï®¤�ª�¯�´@Ì §.ª�¤?±.¤ ´ Ì Á£§�¯b  ¤£ï�ÍH·�¤�¯ ¯b¤8"Iªu¨�«Çª,¯b ¦¡�±.§.«Ç¥¦¡®ª�¥K´1Á ±.«Ç¥ ¯ÕÁÈª.·�¤?±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤
��§�«KÆ2¤�¥¦§.  ¤¿´µÁ�±.«µ¥å¯ÕÁ£ª�·�¤²¤�ª,¯b  ¤º´Ç¤�¥

i
� ¡®  Ü.«Ç¯¦¤�¥V	

df
i (x, y) := max

0≤k≤i
d(f k(x), f k(y)) (f 0 = Id

ÂIÁ£ À·�¡®ª,¬®¤�ª,¯¦«µ¡®ª
).

é:¡®§.¥�±�«µ ¦¡£ª.¥ ��§uÌÎ§.ª ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´Ç¤
E

¤�¥ ¯
(n, δ)

�  ¦¤�Â. ¦°�¥¦¤�ª�¯bÁÈ¯b«­¢×¥ «X¯b¡£§�¯b¤
n
� ¡®  Ü.«Ç¯¦¤�±.¤

f
¤�¥ ¯

δ
� Â. ¦¡�·ÕÔ.¤Ý±uÌÎ§.ª.¤¿¡® ¦Ü�«Ç¯b¤Ý±�Ì §.ªPÂ8¡®«µª,¯À±.¤

E
¨.¡®§P¤�ª.·�¡® ¦¤K	

∀x ∈ X, ∃y ∈ E, df
n(x, y) ≤ δ.

¶X°+"Iª�«µ¥¦¥ ¡®ª.¥
Sd(n, δ, f)

´Ç¤ ·�Á£ ¦±�«µªIÁ£´²Æ=«µª.«ÇÆ/ÁÈ´X±uÌÎ§.ª�¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´Ç¤
(n, δ)

�  ¦¤�Â� ¦°�¥ ¤�ª,¯bÁÈ¯b«­¢ ïMÓV¤
ª.¡®Æ�Ü.  ¤MÆ=¤�¥¦§� ¦¤Ý´µ¤Xª.¡®Æ�Ü.  ¤ÝÆ2«Çª.«µÆ2Á£´I±uÌÎ¡®  Ü.«Ç¯¦¤�¥ � ·�¡£ª.¥¦«Ç±.°�  ¤�  ¥¦«�¡®ª�¬®¤�§�¯:Á�¬£¡®«µ V§.ª °�·ÕÔIÁ£ª �
¯b«µ´Ç´µ¡®ª�±�¤×·ÕÔIÁ#��§.¤

n
� ¡®  Ü.«Ç¯¦¤ � §.ª.¤×¤� ¦  ¤�§. 

δ
Â. ���¥�ï &Ýª�±.°+".ª.«Ç¯

hd(f, δ)
·�¡®Æ=Æ2¤²´µ¤²¯ÕÁÈ§LÅ�±.¤

·� ¦¡£«µ¥¦¥¦Á£ª.·�¤¿¤ ÅLÂ(¡®ª�¤�ª,¯b«Ç¤�´K±.¤²´1Á ��§IÁ£ª,¯¦«Ç¯b°
Sd(n, δ, f)

¨.·ÈÌ ¤�¥ ¯ � ±�«µ ¦¤0	
hd(f, δ) := lim sup

n→∞

1

n + 1
log Sd(n, δ, f),

Â.§.«µ¥
hd(f) := supδ hd(f, δ)

ï$ã ´ ·�¡£ª�¬�«Ç¤�ª,¯�±.¤2 ¦¤�Æ/Á£ ���§.¤� (��§.¤/·�¤2¥ §.Â. ¦°�Æ�§.Æq¤�¥å¯×¤�ªB¢'Á£«Ç¯
§.ª.¤�´µ«ÇÆ2«­¯b¤P·�Á£ 

δ 7−→ hd(f, δ)
¤�¥å¯ ±.°�·� ¦¡®«Ç¥¦¥bÁÈª�¯¦¤£ïÀÄ?ª�"Iª�¨ ¡®ª ¥�Ì Á£¥¦¥ §. ¦¤�¢'Á£·�«µ´µ¤�Æ2¤�ª,¯ ��§.¤

hd(f)
ª.¤¿±.°�Â8¤�ª�± ±.¤¿´1Á�±.«µ¥å¯ÕÁ£ª�·�¤

d
��§.¤ºÂIÁ£ À´1Á�¯b¡£Â(¡®´Ç¡®Ï®«Ç¤ ��§uÌ ¤�´µ´Ç¤¿±�°+"Iª.«­¯�ï�&Mª ÁÈÂ.Â(¤�´µ´Ç¤Ý·�¤

ª.¡®Æ�Ü.  ¤æ�TbÉ��7(���&� �','�6��� �?�8�'� ��,�
�½��P±.¤
f
¨u¤í¯²¡®ª6´µ¤�ª.¡È¯b¤

htop(f)
ïKé:¡È¯b¡®ª.¥ ��§uÌÎ§.ª.¤æ¢'Á#��¡®ª



% �

ÂIÁ£ å¢'Á£«Ç¯¦¤�Æ=¤�ª,¯M°+��§�«Ç¬ÈÁ£´µ¤�ª,¯b¤�±.¤�±�°+"Iª.«Ç Ý´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤º¯b¡£Â(¡®´Ç¡®Ï®«.��§�¤×·�¡£ª.¥¦«Ç¥ ¯b¤ � ·�¡®ª.¥ «µ±.°� ¦¤� Ý±�¤�¥
¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤�¥

(n, δ)
� ¥ °�ÂIÁÈ ¦°�¥ Â.´µ§L¯b¡£¯4��§.¤X±.¤�¥ ¤�ª�¥¦¤�Æ×Ü.´µ¤�¥

(n, δ)
�  ¦¤�Â� ¦°�¥ ¤�ª,¯ÕÁ ¯b«Ç¢3¥�ï�©7ª�¤�ª�¥¦¤�Æ×Ü.´µ¤

¤�¥å¯²±.«Ç¯
(n, δ)

� ¥¦°�ÂIÁ£ ¦°�¥ «?´µ¤�¥
n
� ¡£ ¦Ü.«­¯b¤�¥X±.¤æ¥¦¤�¥²°�´µ°�Æ=¤�ª,¯¦¥Ý¥¦¡®ª,¯²¯b¡®§L¯b¤�¥¿Á£§6Æ=¡®«µª�¥M±.«µ¥å¯ÕÁ£ª,¯¦¤�¥

±.¤
δ
ïIçL«

Nd(n, δ, f)
¤�¥ ¯7´µ¤Ý·�Á£ ¦±�«µªIÁ£´�Æ/Á ÅL«ÇÆ/Á£´8±uÌÎ§.ªP¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤

(n, δ)
� ¥ °�ÂIÁ£  °£¨I¡£ª�Ác	

htop(f) = lim
δ→0

lim sup
n→∞

1

n + 1
logNd(n, δ, f).

��¡®§. DÂ. ¦¡£§�¬®¤� V´µ¤ ¯¦Ô.°�¡£ ���Æ=¤7±.¤ � ¡ � ¤�ª�¨L«Ç´I¥�Ì Á�¬#��  ¤� bÁ×Á£Ï® ¦°�Á£Ü.´Ç¤ ±.¤:¥ ¤X±.°�ÂIÁ£ å¯b«µ ?±�§2¢3¡®  Æ/Á �
´µ«Ç¥¦Æ=¤:±.¤Ý´µÁ×±.«Ç¥ ¯ÕÁÈª.·�¤Ý±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤MÂ(¡£§.  Á£±.¡£Â�¯b¤�  §.ª.¤Ý±.°/"Iª.«­¯b«µ¡£ª�Â.´µ§.¥V«µª,¯b§.«­¯b«­¬®¤£ï�ÓV¡®ª.¥ «µ±.° �
 ¦¡®ª�¥ §.ª  ¦¤�·�¡®§�¬� ¦¤�Æ2¤�ª,¯:¡£§�¬®¤�  ¯ A := (A1, . . . , As)

±.¤
X

ï�&Mª Á£Â.Â8¤�´Ç´µ¤
(A, n)

� ¯¦ bÁ � ¤�·�¯¦¡®«µ  ¤
±.¤

x
¯b¡®§�¯¦¤

n
� ·ÕÔIÁÈ«µª.¤

(Ai0 , . . . , Ain)
¯b¤�´µ´Ç¤(��§.¤

f j(x) ∈ Aij

Â8¡®§. À¯b¡£§�¯X¤�ª,¯b«µ¤� 
j ≤ n

ï(©:ª
¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤¿±.¤

n− ·ÕÔ.Á£«µª.¤�¥M±uÌÎ°�´Ç°�Æ=¤�ª,¯b¥:±.¤ A ¤�¥ ¯X±.«Ç¯
(A, n)

�  ¦¤�Â. ¦°�¥¦¤�ª,¯bÁÈ¯b«­¢?¥�ÌÎ«µ´$·�¡£ª�¯¦«µ¤�ª�¯XÁ£§
Æ2¡£«µª.¥M§�ª.¤

(A, n)
� ¯¦ bÁ � ¤�·�¯¦¡®«µ  ¤�±.¤æ·ÕÔIÁ#��§.¤/Â8¡®«Çª�¯²±�¤

X
ï$Û$Á

(A, n)
� ·�¡®Æ=Â.´Ç¤íÅL«Ç¯¦°�±.¤

f
¤�¥ ¯

´µ¤�·�Á£ ¦±�«µªIÁ£´ Æ2«Çª.«µÆ2Á£´?±uÌÎ§.ªH¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤
(A, n)

�  ¦¤�Â. ¦°�¥¦¤�ª�¯bÁÈ¯b«­¢ ¨
¡®ª�´µÁ ª.¡£¯b¤
C(f,A, n)

ï &Ýª
±.°+".ª.«Ç¯7Á£´Ç¡® ¦¥V´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«µ¤Ý±�§�  ¤�·�¡£§�¬� ¦¤�Æ=¤�ª,¯ A Â.Á£ V	

h(f,A) := lim sup
n→∞

1

n+ 1
logC(f,A, n),

¤�¯ ´@Ì ¤�ª,¯b ¦¡£Â.«µ¤7¯b¡®Â8¡®´µ¡£Ï®«&��§.¤7±.¤
f

·�¡®Æ2Æ=¤X´Ç¤X¥ §.Â. ¦°�Æ�§.Æ�±�¤�¥ ¤�ª,¯¦ ¦¡®Â.«Ç¤�¥ ±�¤�¥  ¦¤�·�¡®§L¬L  ¤�Æ=¤�ª,¯b¥
¡®§�¬£¤�  ¯¦¥%"Iª.«µ¥/±.¤

X
¨
htop(f) := supA h(f,A)

ïÀÓV¤�¯ ¯b¤6ª.¡£¯¦«µ¡®ª�±�Ì ¤�ª�¯¦ ¦¡®Â�«µ¤ ¯b¡£Â(¡®´Ç¡®Ï®«.��§�¤
·�¡ � ª.·�«Ç±.¤ÝÜ.«Ç¤�ªPÁ�¬®¤�·¿´1Á�Â.  °�·�°�±.¤�ª�¯¦¤£ï
4º�&� �?��W�,4�e,'��7 �I� �u� �I�
>��� 8�

X
��& ���/�'��"�� ,-;��@.X =<B�*�N"���, �'��"�� ���

f : X −→ X
��&9� �������! 8�"$���@ #��& "���&*�@ 8&*�*�Bd >  Am

����� ��&9�V���� 8���
2�� .1��"����,1?.���,-��&*�8�D2���&*�C�+�
2� %��, C��@.1�A�/��&�2 1���.1�
0���+��.1�

h(f,Am) −→ htop(f)
d

ÓV¤�¯¦¯¦¤²±.°+"Iª�«Ç¯b«Ç¡®ª ±.¤²´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤Ý ¦¤�ª�±�´Ç«µÆ=Â.«µ±.¤:´1Á�Â.  ¡®Â8¡®¥¦«­¯b«µ¡£ª�¥¦§.«­¬ÈÁ£ª,¯b¤£ï
4º�&� �?��W�,4�e,'��7 �I� �u��[K�?>��� 8�

X
�5& ���/�'��"�� "���, �'��"��0���

f : X −→ X
��&9� �������! #"$���@ #��&"���&*�@ 8&*�*�Bd >  

M ⊂ X
�����C�5& "���, �'��"��

f
�/ 8&21���.� %��&*� ���+��.1�

htop(f|M) ≤ htop(f)
d

��� 	�� � 
 U���� � 
�� �XW�Y �3WKT ��
 � � � W � � � � � 
 � OSW �XW�� ��� WKT �
Û ÌÎ¤�ª,¯¦ ¦¡®Â.«Ç¤º¯¦¡®Â(¡£´µ¡®Ï®«.��§.¤²Æ2¤�¥¦§.  ¤×´1Á=·�¡®Æ=Â.´Ç¤íÅL«Ç¯¦°¿±�Ì §.ª�¥*-�¥ ¯ ��Æ2¤×±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤£ï�&Mª�¥�Ì ÁÈ¯��

¯b¤�ª.± ±�¡®ª.· � ·�¤ ��§.¤2´Ç¤�¥Ý  °�Ï®«Ç¡®ª.¥Ýª.¤æÂ8¡®¥¦¥ °�±IÁ£ª,¯ºÂIÁ£¥²±.¤æÂ.  ¡®Â. ¦«Ç°�¯¦°�¥Ý±.¤æ ¦°�·�§.   ¦¤�ª.·�¤È¨�±.¡£ª.·
ª.¤�¥ §.Â.Â8¡®  ¯bÁ£ª,¯ÝÂIÁ£¥:±.¤�±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤È¨�ªuÌÎ«µª,¯¦¤�  ¬�«Ç¤�ª.ª.¤�ª,¯²ÂIÁ£¥X±.Á£ª.¥Ý¥¦¡£ª ·�Á£´Ç·�§.´@ï�áI¡®  Æ/ÁÈ´µ«µ¥ ¡®ª.¥
·�¤�·�« 	
¸�( 	 78,3�e,3��7 �I� �u��QK�0>��� 8�

X
��& ���/�'��"��K�/���*���+�$<� =<B� � ���

f : X −→ X
��&9�-�������! #"$���@ #��&"���&*�@ 8&*�*�Bd �
&)�*�� 8&*�

x ∈ X
����� 2� 8� .1;�"���.X.���&*�F�� �*���5.
�������
1��� +�� 8&��?<��

U
2��
x
B  8� �43T +������5&H��&*�% #��.

n > 0
�/���'<B� �

fn(U) ∩ U 6= ∅ d �A4 ��&'�?��, /B�+�D2���� �*�� 8&*�8�
.1;�"���.X.���&*�8�0����� �����*���+;�$4 ��&'�?��, /B�+�V&9��&*�$��.X. ��&*� 2��
f
���C&9����;

NW (f)
d

Û ÌÎ¤�ª�¥¦¤�Æ×Ü.´µ¤�ª.¡£ª � ¤� ¦ bÁÈª�¯ ¤�¥ ¯ §.ª)¢3¤� ¦Æ=°�¯b¡£¯bÁ£´µ¤�Æ2¤�ª,¯�«µª,¬ÈÁ£  «1Á£ª,¯�Â.Á£ 
f
ïVÛ$¤ ¯¦Ô.°�¡£ ���Æ=¤

¥¦§.«­¬ÈÁ£ª,¯�¨u±_^ � �V¡	� ¤�ª G ì£ê�I Á£¥¦¥ §. ¦¤ ��§.¤æ´ ÌÎ¤�ª,¯¦ ¦¡®Â.«Ç¤×¯b¡£Â(¡®´Ç¡®Ï®«.��§�¤×±.¤
f

¤�¥ ¯¿Â(¡£  ¯b°�¤�ÂIÁ£ Ý·�¤�¯
¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤K	



�
�
��� �/� � � 	\�"
 �$� 	����"��� � � �]
 % �

' Ú�(��;�*),+B� �I� �u� Z�� >��� 8�
X

��&)���/�'��"�� ,-;��%.� =<B�*� "���, �'��"�� d � ���5. ��������� �������! #"$���@ #��& "���&*�% 8�&*� �
f : X −→ X

B ��& �
htop(f) = htop(f|NW (f))

d
Û?ÌÎ«µª.°�Ï,Á£´Ç«Ç¯b°

htop(f) ≥ htop(f|NW (f))
Â.  ¡�¬L«Ç¤�ª,¯=±.¤ ´1Á Â.  ¡®Â8¡®¥¦«­¯b«µ¡£ª è ï ÞLï ì�ï Û�Á�Â.  ¤�§�¬£¤

±.¤�´@Ì ÁÈ§�¯b  ¤P«Çª.°�Ï®Á£´µ«­¯b°�¤�¥ ¯=¯ -LÂ�«&��§.¤P±.¤�¥2 bÁ£«Ç¥¦¡®ª.ª�¤�Æ=¤�ª,¯b¥æ¥¦§� 2´@Ì ¤�ª�¯¦ ¦¡®Â�«µ¤£ï Ä<¯bÁ£ª,¯/±.¡£ª.ª.°P§.ª
 ¦¤�·�¡®§�¬� ¦¤�Æ2¤�ª,¯ A ±.¤�´ ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤×ª�¡®ª � ¤� ¦ ¦Á£ª,¯Ý¤�¯Ý§�ª�¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤

(A, n)
�  ¦¤�Â. ¦°�¥¦¤�ª�¯bÁÈ¯b«­¢DÂ(¡®§� 

f|NW (f)

¨?¡®ªH·�¡£ª.¥ ¯¦ ¦§.«­¯2§�ª� ¦¤�·�¡®§L¬L  ¤�Æ=¤�ª,¯ C ±�¤
X

¤�¯2¡®ªH±.°�·� ¦«­¯æ´µ¤�¥ C � ¯b ¦Á � ¤�·í¯b¡®«Ç ¦¤�¥=±�¤�¥
Â(¡®«Çª,¯b¥�±.¤

X
ï?ÓV¤�¥ C � ¯¦ bÁ � ¤�·�¯¦¡®«µ  ¤�¥�¥¦¡£ª�¯æ¤�¥¦¥ ¤�ª,¯b«Ç¤�´µ´Ç¤�Æ=¤�ª,¯�±.¤�¥ A � ¯¦ bÁ � ¤�·�¯b¡£«µ ¦¤�¥�ï
©:ª�·�Á£´Ç·�§.´

¢'Á£·�«Ç´µ¤MÂ8¤�  Æ2¤í¯À±uÌ ¡£Ü�¯b¤�ª.«µ  §.ª�¤¿Æ2Á � ¡® ¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª�±.¤
h(f, C)

ÂIÁ£ 
h(f|NW (f),A)

ï
�   ¤�§�¬£¤ 	 Í)"Iªæ±uÌ Á£´µ´Ç°�Ï®¤� 
´Ç¤�¥<ª.¡È¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥�¨£ª.¡£§.¥?ª.¡£¯¦¤� ¦¡£ª.¥

M
´@Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´Ç¤ ª.¡®ª � ¤�   bÁ£ª,¯�ï®á
«­ÅL¡®ª.¥

§.ª� ¦°�¤�´
ε > 0

ï<ç�¡®«Ç¯ Ã := (Ã1, . . . , Ãs)
§�ª� ¦¤�·�¡®§�¬�  ¤�Æ=¤�ª,¯æ¡®§�¬£¤�  ¯�±.¤

M
±�¤�±.«1ÁÈÆ �í¯b ¦¤

«µª�¢3°� ¦«µ¤�§.  �
ε
U
Ãi ⊂ M

Wíï$é:¡£§.¥Ýª.¡£¯¦¤� ¦¡£ª.¥
Cn := C(f|M , Ã, n)

´1Á
(Ã, n)

� ·�¡®Æ2Â�´µ¤íÅL«­¯b°×±�¤
f|M

ï;á�«­ÅL¡®ª.¥ §.ªP¤�ª,¯¦«µ¤� 
N

¥ §��=¥bÁ£Æ=Æ2¤�ª,¯:Ï£ bÁ£ª.± Â8¡®§.  ��§.¤

1

N + 1
logCN ≤ h(f|M , Ã) + ε.

U è ï ëTW
çL¡®«Ç¯ Ẽ := {(Ãi0 , . . . , ÃiN )} §.ª�¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´Ç¤

(Ã, N)
�   ¤�Â.  °�¥¦¤�ª,¯ÕÁÈ¯¦«Ç¢<±�¤¿·�Á£ ¦±�«µªIÁ£´

CN
ï

•

6 ��&'���%.X� "��% #��& 2��:.1��"����,1?.1��,-��&*� C 2��
X
d

ç�¡®«Ç¯
α

´µ¤ Æ=¡L±�§.´µ¤ ±.¤7±uÌÎ°���§.«Ç·�¡®ª,¯b«Çª�§.«Ç¯¦°:±.¤�¥VÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥
(Id, f, . . . , fN)

Á£¥ ¥¦¡�·�«Ç° �
ε
	

d(x, y) ≤ α =⇒ d(f k(x), f k(y)) ≤ ε ∀k ∈ [0, N ].

¶X°+"Iª�«µ¥¦¥ ¡®ª.¥
U := {y ∈ X | d(y,M) < α} Â.§.«Ç¥ B ´1Á×¢'ÁÈÆ2«Ç´µ´µ¤ ±�¤�¥À¡®§�¬£¤�  ¯¦¥

Bi
±.°+"Iª�«µ¥ ÂIÁ£ 

Bi := {y ∈ U | d(y, Ãi) < ε}.
&Ýª ·�¡®Æ=Â.´&�í¯b¤ B ¤�ªH§�ªH  ¤�·�¡®§�¬� ¦¤�Æ2¤�ª�¯æ¡£§�¬®¤�  ¯=±.¤

X
±.¤�±.«µÁ£Æ ��¯b  ¤/«Çª�¢3°�  «µ¤�§�  �

3ε
¤�ª -

Á£± � ¡®«ÇÏ®ªIÁ£ª,¯:§.ª  ¦¤�·�¡®§L¬L  ¤�Æ=¤�ª,¯²±.¤
X\U ÂIÁ£ X§�ª�¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤�±uÌÎ¡®§�¬£¤�  ¯¦¥ N := {N1, . . . Nt}¬®°�  «.";ÁÈª�¯

fn(Ni) ∩Ni = ∅ ∀n ∈ N.
U è ï MTW

é:¡®§.¥Àª.¡È¯b¤�  ¡®ª.¥ C ´µ¤Ý  ¤�·�¡®§�¬� ¦¤�Æ2¤�ª�¯ A ∪N ï
•

�N���?"�.X ���% #��& 2����A�%. � D ��"����� 8.1���Bd
¾À¤�Æ2Á£ ���§�¡®ª.¥²±IÁ£ª.¥²§.ª�Â.  ¤�Æ=«µ¤� M¯¦¤�Æ=Â.¥ ��§.¤2Â.Á£ Ý±.°+".ª.«Ç¯¦«µ¡®ª6±.¤

α
¯b¡®§�¥¿´Ç¤�¥²Â8¡®«µª,¯b¥Ý±�¤

U
¡®ª,¯X§.ª.¤

N
� ¡®  Ü.«Ç¯¦¤ ��§.«�¤�¥ ¯

ε
� Â.  ¡L·ÕÔ�¤�±.¤×·�¤�´Ç´µ¤×±�Ì §.ª�Â8¡®«Çª�¯:±.¤

M
ï�ÍX«Çª.¥¦«@¨8¯¦¡®§�¯X°�´µ°�Æ2¤�ª,¯

x ∈ X
±.¡®ª,¯×§.ª.¤

(C, N)
� ¯¦ bÁ � ¤�·�¯b¡£«µ ¦¤=¤�¥å¯×¢3¡®  Æ2°�¤2§�ª.«&��§.¤�Æ2¤�ª�¯×±uÌÎ¡®§�¬®¤�  ¯¦¥×±.¤ B Â8¡®¥¦¥���±.¤

§.ª.¤
(C, N)

� ¯¦ bÁ � ¤�·�¯¦¡®«µ  ¤Ý±IÁ£ª.¥ E ¡�� E ¤�¥ ¯7±.°/"Iª.«KÂIÁ£ A	
E := {E(i0,...,iN ) := (Bi0 , . . . , BiN ), t.q. (Ãi0 , . . . , ÃiN ) ∈ Ẽ} (#E = CN).

é:¡£¯¦¡®ª.¥À¤�ª.¥ §.«Ç¯¦¤ ��§.¤¿´ ÌÎ¡®  Ü.«Ç¯¦¤Ý±uÌ §�ª�Â8¡®«µª,¯
x ∈ X

ª�¤¿Â8¤�§L¯XÂ8¡®¥¦¥ °�±.¤� X±.¤�§LÅP°�´Ç°�Æ=¤�ª,¯b¥7±IÁ£ª�¥
´µ¤¿Æ ��Æ2¤¿¡®§�¬£¤�  ¯

Nj

¤�ª  ¦Á£«µ¥ ¡®ª�±�¤cU è ï MTW ï8©:ª.¤
(C, n)

� ¯b ¦Á � ¤�·í¯b¡®«Ç ¦¤¿ª.¤×Â8¤�§L¯M±.¡®ª�·×·�¡£ª�¯¦¤�ª.«Ç 
Â.´µ§.¥ ±�¤

t
¯b¤� ¦Æ=¤�¥ÀÂIÁ£  Æ2«u´Ç¤�¥

Nj

ï
©7ª.¤

(C, n)
� ¯¦ bÁ � ¤�·�¯b¡£«µ ¦¤

T
¤�¥å¯º±�¡®ª.·�¢3¡® ¦Æ=°�¤�±�Ì Á£§6Â.´Ç§.¥

t + 1
Ü.´µ¡�·�¥Ý±uÌÎ°�´Ç°�Æ=¤�ª,¯b¥²±.¤ B¥¦°�Â.Á£ ¦°�¥:ÂIÁÈ  ±.¤�¥7°�´Ç°�Æ=¤�ª,¯b¥ ±.¤ N ±�¡®ª,¯:´Ç¤Ýª.¡®Æ�Ü� ¦¤Ý¯b¡£¯bÁ£´uªuÌÎ¤íÅL·+��±.¤¿ÂIÁ£¥

t
	

T = B, . . . ,B︸ ︷︷ ︸
p1

,N ,B, . . . ,B︸ ︷︷ ︸
p2

,N , . . . ,N ,B, . . . ,B︸ ︷︷ ︸
pk+1



% �

¡��
pi ∈ N

¨
k ≤ t

¤í¯
k +

∑
pi = n + 1

ï
¶×Ì Á£Â. ���¥ ´1Áº ¦¤�Æ2Á£ ���§�¤XÂ.  °�·�°�±.¤�ª,¯¦¤£¨.¯b¡£§�¯b¤�¥ ´µ¤�¥V·ÕÔIÁ£«Çª.¤�¥ ±�¤X´µ¡£ª.Ï®§.¤�§. 

N + 1
±uÌ °�´µ°�Æ2¤�ª�¯¦¥ ±.¤

B Â8¤�§�¬£¤�ª,¯(��¯¦ ¦¤×  ¤�Æ=Â.´1ÁÈ·�°�¤�¥MÂIÁ£ :§.ª�°�´Ç°�Æ=¤�ª,¯M±�¤ E ï�Ä?·�  «Ç¬£¡®ª.¥
pi = (N + 1)qi + ri

Á�¬£¤�·
ri ≤ N

ï�&MªPÁæÁ£´µ¡£ ¦¥V	
(∗)
{
T = Ej1

1
, . . . , Ej1

q1
, Bi11

, . . . , Bi1r1
, Nl1, . . . , . . . , Ejk

1
, . . . , Ejk

qk
, Bik1

, . . . , Bikrk¡ �
k +

∑k
i=1 qi(N + 1) + ri = n+ 1

¤í¯
Ejl

m
∈ E , Biml

∈ B, Nlm ∈ N .

Û?Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´µ¤7±.¤�¥
(C, n)

� ¯¦ bÁ � ¤�·�¯¦¡®«µ  ¤�¥ ±.§2¯ -�Â8¤
(∗) ¤�¥ ¯

(C, n)
�   ¤�Â.  °�¥¦¤�ª,¯ÕÁÈ¯¦«Ç¢ ¨�¡®ª/´Ç¤Àª.¡£¯b¤ Dn

ï
•

> ���% 8,7���@ #��&�2�� "$��. 2� 8&���� 2�� Dn

d
Û$¤¿ª.¡®Æ×Ü. ¦¤ºÆ/Á ÅL«ÇÆ/Á£´�±uÌ °�´µ°�Æ2¤�ª�¯¦¥X±.¤ B ¤í¯ N ±IÁÈª.¥

(∗) ¤�¥ ¯
t +N(t + 1) ≤ 2Nt

ï�ÛK¤
ª.¡®Æ�Ü� ¦¤/±�¤/Â8¡®¥¦¥ «µÜ.«Ç´µ«Ç¯¦°æ±.¤/´Ç¤�¥×·ÕÔ�¡®«µ¥ «µ ¿¤�¯�±.¤2´µ¤�¥×Â.´µÁ£·�¤� ×¤�¥å¯�±.¡®ª�·/Æ2Á � ¡® ¦°2Â(¡£§. 

n
Á£¥¦¥ ¤BS

Ï® bÁÈª.± ÂIÁ£ 
P (n) :=

(
n+1
2Nt

)
(2Nt)t+s ï;ÛK¤Ý·�ÁÈ ¦±.«ÇªIÁ£´u±.¤ Dn

¬®°� ¦«.".¤¿±�¡®ª.·K	
#Dn ≤ P (n)(#E)E( n+1

N+1
) ≤ P (n)C

n+1
N+1

N .
&Mª�Á�±.¡£ª.·K	

1

n + 1
log #Dn ≤ 1

n+ 1
logP (n) +

1

N + 1
logCN

ÓV¡®Æ=Æ2¤
N, t, s

¥ ¡®ª,¯<±.¤�¥
·�¡£ª.¥ ¯bÁ£ª,¯b¤�¥�¨
P (n)

¤�¥ ¯
§.ª×Â8¡®´�-Lª ;®Æ2¤ ¤�ª
n

±�¡®ª.· 1
n+1

logP (n) ≤ εÂ(¡£§. 
n

Á£¥¦¥ ¤BS²Ï® bÁÈª.±uï;Ä?ªP¬£¤� å¯b§�±�¤-U è ï ë�WVª.¡®§.¥À¡®ÜL¯b¤�ª�¡®ª.¥ "IªIÁ£´Ç¤�Æ=¤�ª,¯A	
1

n+ 1
log #Dn ≤ h(f|M ,A) + 2ε

Â8¡®§. 
N � 1.

ÍX«Çª.¥¦«
h(f, C) ≤ h(f|M ,A)+2ε

ï &Mª�·�¡®ª.·�´Ç§�¯?¤�ªæ¢'ÁÈ«µ¥bÁÈª�¯
·�¤�¥D·�¡®ª.¥å¯b ¦§�·�¯b«Ç¡®ª�Â8¡®§. 
ε
¯¦¤�ª.±IÁÈª�¯

¬®¤� ¦¥
0

¤�¯7¤�ªP§�¯b«Ç´µ«Ç¥bÁ£ª,¯ ´µÁ�Â. ¦¡®Â8¡®¥ «Ç¯b«Ç¡®ª è ï ÞLï è ï
�

©:ª.¤/Á£§�¯b  ¤/Â.  ¤�§�¬£¤�±.¤�·�¤2¯¦Ô.°�¡® ���Æ=¤/¤�¥ ¯�Ü.Á£¥¦°�¤�¥¦§. º´µ¤=Â. ¦«Çª.·�«ÇÂ(¤æ¬ÈÁ£ ¦«µÁÈ¯b«Ç¡®ª.ª.¤�´ ïKÛ?ÌÎ«µ±.°�¤
¤�¥å¯X±.¤¿Â.  ¡#".¯b¤� :±�¤�¥XÆ=¤�¥ §. ¦¤�¥:±�¤×Â.  ¡®ÜIÁ£Ü.«Ç´µ«­¯b°M«Çª�¬ÈÁ£  «1Á£ª,¯¦¤�¥���§.¤ºÂ8¡®¥ ¥���±�¤×¯b¡®§L¯:¥*-�¥ ¯ ��Æ2¤º±�- �
ªIÁ£Æ=«&��§.¤

(fn)
¥ §. 2§�ª�¤�¥ ÂIÁ£·�¤�Æ=°�¯b  «&��§.¤�·�¡®Æ2Â.Á£·�¯�ïDÍ §.ª�¤P¯¦¤�´µ´Ç¤�Æ2¤�¥¦§.  ¤

µ
¤�¥å¯�ÁÈ¥¦¥¦¡�·�«Ç°

§.ªP«µª,¬ÈÁ£ ¦«µÁ£ª,¯�¨.´@Ì ¤�ª�¯¦ ¦¡®Â�«µ¤²Æ2°í¯b  «&��§.¤Ý±.¤
f

ª.¡£¯b°
hµ(f)

¨$��§�«�ª�¤º±.°�Â(¤�ª.± ·�´1Á£«Ç ¦¤�Æ=¤�ª,¯ ��§.¤º±.¤
´1Á�±�-�ªIÁÈÆ2«.��§�¤�±.¤

f
¥ §. Ý´µ¤�¥ §.Â.Â8¡® å¯º±�¤

µ
ï$ÓV¤æ¥¦§.Â.Â8¡® å¯²°�¯ÕÁÈª�¯¿°í¬L«Ç±.¤�Æ=Æ=¤�ª,¯²«µª.·�´µ§.¥Ý±.Á£ª.¥

´ ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤�ª.¡®ª � ¤�   bÁ£ª,¯�¨
hµ(f) = hµ(f|NW (f))

ï$ÛK¤æÂ.  «µª.·�«µÂ8¤�¬£ÁÈ ¦«1Á ¯b«µ¡£ª.ª.¤�´� ¦¤�´µ«Ç¤æÁ£´µ¡®  ¥M´µ¤�¥
ª.¡£¯¦«µ¡®ª.¥V±uÌ ¤�ª,¯b ¦¡£Â.«µ¤²Æ=°�¯b  «&��§.¤Ý¤í¯:±�Ì ¤�ª�¯¦ ¦¡®Â�«µ¤Ý¯b¡®Â8¡®´Ç¡®Ï®«&��§.¤
	

htop(f) = sup{hµ(f), µ
Æ=¤�¥ §. ¦¤²±.¤²Â.  ¡®ÜIÁ£Ü.«Ç´µ«­¯b°

f
� «Çª�¬ÈÁ£  «1Á£ª,¯¦¤ }.

ÛK¤M¯bÔ.°�¡® ���Æ2¤ è ï ÞLïÎî=¥�Ì ¤�ª�±.°�±.§.«­¯À«µÆ=Æ2°�±.«1ÁÈ¯¦¤�Æ=¤�ª,¯�ï

��� 	�� � % � WKT���WKT ��
 � � � W�� �:W � 
����
©:ª)¥�-�¥å¯ ��Æ=¤6±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�ÁÈ¥¦¥¦¡�·�«Ç° � §.ª.¤6Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª Á -,Á£ª,¯P§.ª)±.¤�Ï® ¦°�¥å¯b ¦«Ç·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯

¥¦§.Â8°�  «µ¤�§.  �
1

Â8¡®¥ ¥���±�¤�¯b¡®§ � ¡£§. ¦¥�±�¤�¥�Â.  ¡®Â. ¦«Ç°�¯¦°�¥×±�¤� ¦°�·�§. ¦  ¤�ª.·�¤�ª.¡®ª � ¯b  «Ç¬�«1Á£´Ç¤�¥�ï
ÓV¡£Æ2Æ=¤
ª.¡®§.¥�´ Ì Á�¬®¡®ª�¥�¬�§×±.Á£ª.¥�´1Á ÂIÁ£ å¯b«µ¤ Â.  °�·�°�±.¤�ª�¯¦¤£¨È·�¤�¥�Â.  ¡®Â. ¦«Ç°�¯¦°�¥�±.¤   °�·�§. ¦  ¤�ª.·�¤V¥¦¡£ª�¯ � ´@Ì ¡£ ¦«µÏ£«µª.¤
±.¤²´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤£ïIã ´K¤�¥å¯X±�¡®ª.·¿ªIÁÈ¯b§� ¦¤�´$±.¤²¥ ¤º±.¤�Æ/ÁÈª.±.¤� 7¥¦«K´@Ì ¤�ª,¯b ¦¡£Â.«µ¤Ý¯b¡£Â(¡®´Ç¡®Ï®«.��§�¤MÂ(¤�§�¯)��¯b  ¤
ª�§.´µ´Ç¤ ¤�ª�Â. ¦°�¥¦¤�ª.·�¤ ±.¤ ±.¤�Ï£ ¦°£ï®ÓV¤�·�«�¤�¥å¯?Â8¡®¥¦¥ «µÜ.´Ç¤ ¤�ª� ¦°�Ï®§.´1ÁÈ ¦«Ç¯¦° C0 U G Þ®ì�I@¨ Âuï ê è ÞTWíï ��Á£ 
·�¡®ª,¯b ¦¤È¨
¤�ª)·�´1Á£¥ ¥¦¤ C1 ¨ Ö�«Ç¥¦«Ç§. ¦¤ �À«µ·BS�¤�¯ �?  S+-�¯ -�· ��«Ý¡£ª�¯�Æ2¡®ª,¯¦ ¦° ��§.¤�´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«µ¤P¯b¡®Â8¡®´Ç¡®Ï®«&��§.¤ ¤�¥ ¯
Æ2«Çª.¡®  °�¤×Â.Á£ M´µ¤×´µ¡®Ï,ÁÈ ¦«Ç¯¦Ô.Æ=¤¿±�§�±�¤�Ï®  °)G Þ % I ï�¾:Á£Â�Â(¤�´µ¡®ª.¥ ��§�¤=´Ç¤×±.¤�Ï® ¦°�±�Ì §.ª�¤2ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª
C1 ¤�¥å¯:´Ç¤Ý·�Á£  ±.«µª.Á£´u±.¤�¥7Â� ¦°�«ÇÆ/ÁÈÏ®¤�¥ ±.¤�¥ ¬£ÁÈ´µ¤�§� ¦¥À ¦°�Ï®§.´µ«.��  ¤�¥�ï



�
�
��� �/� � � 	\�"
 �$� 	����"��� � � �]
 % �

' Ú�(��;�*),+B� �I� �u� �K��>��� 8�
X

��&9��1���.X #;��/; "���, �'��"��/�:��.X #��&*�#��/B�+�Bd -����5�/���������! #"$���% #��&
f :

X −→ X
2��0"�� �����?� C1 ���F2��
2��#<�.1;

d
1�;�.� BF�

htop(f) ≥ log d
d

�   ¤�§�¬£¤ 	 çL¡£«Ç¯
ρ

§.ª.¤º±.«µ¥å¯ÕÁ£ª�·�¤¿±.°+"Iª�«µ¥¦¥¦Á£ª,¯Ý´1Á�¯b¡£Â(¡®´Ç¡®Ï®«Ç¤M¥¦§. 
X

¨
ω

§.ª�¤º¢3¡®  Æ2¤²¬®¡®´Ç§.Æ=¤¿¤í¯
L := supX | �®ÁÈ· f | ï���¡£§. 

α < 1
"�ÅL°£¨
ª.¡®§.¥�ÁÈ´µ´µ¡£ª.¥ºÆ=¡®ª,¯b  ¤�  ��§�¤

htop(f) ≥ α log d
¤�ª

·�¡®ª.¥å¯b  §.«µ¥¦Á£ª,¯�±.¤�¥×¤�ª�¥¦¤�Æ×Ü.´µ¤�¥
(n, δ)

� ¥¦°�Â.Á£ ¦°�¥�±.¤=·�Á£  ±.«µªIÁÈ§LÅ ¥¦§.Â8°�  «µ¤�§� ¦¥ �
dαn Â8¡®§. ¿¯b¡®§�¯

n ∈ N
ï

¶:°+"Iª.«Ç¥¦¥ ¡®ª.¥
ε := L

−α
1−α

¤�¯
B := {x ∈ X, | �®Á£· f |(x) ≥ ε} ï7ÓV¡£Æ2Æ=¤

f
¤�¥å¯P§.ª

±.«PO(°�¡®Æ=¡®  Â.Ô.«µ¥ Æ2¤2´µ¡�·�Á£´ ±.¤
B

¨?«µ´ ¤íÅL«µ¥å¯b¤ §.ªH ¦°�¤�´
δ > 0

¯b¤�´ ��§�¤
f(x) 6= f(y)

±���¥ ��§.¤
x, y ∈ B

¤�¯
ρ(x, y) ≤ δ

U
x 6= y

Wíï;��¡£§. 
n ∈ N

"�ÅL°£¨8·�¡£ª.¥¦«Ç±.°�  ¡®ª.¥X´@Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´Ç¤º±.¤�¥XÂ8¡®«µª,¯¦¥
±.¡®ª,¯7´1Á�Â.  ¡®Â(¡£  ¯b«Ç¡®ª�±.¤²´1Á

n
� ¡®  Ü.«Ç¯¦¤Ý±IÁ£ª.¥

B
¤�¥å¯7«µª�¢3°� ¦«µ¤�§. ¦¤ �

αn
	

A := {y ∈ X, #B ∩ {y, f(y), . . . , fn(y)} ≤ αn}.
çL«
x ∈ A

¨.¡®ª�Ác	

| �®ÁÈ· fn(x)| =
n−1∏

i=0

| �®Á£· f(f i(x))| < Lαnε(1−α)n < 1.

Û$¤º¬®¡®´Ç§.Æ2¤º±.¤
fn(A)

¤�¥ ¯²±.¡£ª.·�¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤�Æ2¤�ª,¯M«µªL¢3°� ¦«Ç¤�§. XÁ£§ ¬®¡£´µ§.Æ=¤×±.¤
X

¤�¯Ý´Ç¤º¯¦Ô.°�¡® ���Æ=¤
±.¤æç�Á£  ±6Á£¥¦¥ §. ¦¤�´@Ì ¤ ÅL«µ¥ ¯¦¤�ª.·�¤�±uÌÎ§.ª.¤�¬ÈÁ£´µ¤�§. X  °�Ï®§�´µ«&�� ¦¤

y ∈ X\fn(A)
ï�é:¡®§.¥MÁ£´µ´Ç¡®ª.¥XÆ=¤�¯ ¯b  ¤

¤�ªP°�¬�«µ±.¤�ª.·�¤¿§.ª ¤�ª�¥¦¤�Æ×Ü.´µ¤
(n, δ)

� ¥ °�ÂIÁÈ ¦°£¨
En,δ

¨I«µª.·�´µ§.¥V±IÁ£ª.¥
f−n({y}) ï6 ��&'���@.X�*"��@ #��& 2�� �$4 ��&'�?��, /B�+�

En,δ

d
&ÝªE·�¡£ª.¥ ¯¦ ¦§.«­¯�Â.Á£ � ¦°�·�§.   ¦¤�ª�·�¤B¥ §. 

i
±�¤�¥P¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤�¥

(i, δ)
� ¥ °�ÂIÁÈ ¦°�¥P¤�ªE«Ç¯¦°� ¦Á£ª,¯�´Ç¤�Â. ¦¡ �

·�¤�¥ ¥¦§.¥�¥ §.«Ç¬ÈÁ£ª,¯�ïVç�«
z

¤�¥ ¯�§�ª.¤�¬ÈÁ£´µ¤�§. = ¦°�Ï£§.´µ«.�� ¦¤ ±.¤
f

Á£´Ç¡® ¦¥
#f−1({z}) = d

ïDÛ$¡£ ¦¥���§.¤
f−1({z}) ⊂ B

¨(¡®ª�Â(¡®¥ ¤
Q(z) = f−1({z}) ¤í¯M¡®ª ±�«Ç¯)��§�¤

z
¤�¥å¯M§.ª�¤�Ü(¡£ª.ª.¤º¯¦ bÁ£ª�¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª �

¥¦«µª�¡®ªu¨
Q(z)

¤�¥ ¯D´ ÌÎ§.ª.¤ ±.¤�¥ Â� ¦°�«ÇÆ/ÁÈÏ®¤�¥?±.¤
z

Ô.¡®  ¥ ±.¤
B

¤í¯ ´µÁX¯b ¦Á£ª.¥¦«­¯b«Ç¡®ª�¤�¥å¯ ±�«Ç¯b¤ Æ2Á£§�¬ÈÁ£«Ç¥¦¤Èï
é:¡£¯¦¡®ª.¥ ��§.¤

Q(z)
¤�¥å¯:¯¦¡®§ � ¡®§.  ¥

δ
� ¥¦°�ÂIÁ£  °¿Â.Á£ À±.°+"Iª�«Ç¯b«Ç¡®ª�±.¤

δ
ï

&Mª=±.°+".ª.«Ç¯ Á£´Ç¡® ¦¥
Q0 = y

¤�¯
Qi+1 =

⋃
z∈Qi

Q(z)
ïLÄ<¬�«µ±�¤�Æ=Æ2¤�ª�¯�¨

Q0

¤�¥ ¯
(0, δ)

� ¥¦°�Â.Á£ ¦°Èï
çL§.Â.Â8¡®¥¦¡£ª.¥ ��§.¤

Qi

¤�¥ ¯
(i, δ)

� ¥¦°�ÂIÁ£ ¦°Èï çL¡®«Ç¤�ª,¯
z1, z2 ∈ Qi+1

¨
f(z1)

¤í¯
f(z2)

¥¦¡®ª,¯æÁ£´Ç¡® ¦¥
±IÁ£ª.¥

Qi
ï�çL«

f(z1) = f(z2)
Á£´µ¡®  ¥

z1, z2 ∈ Q(z)
±.¡®ª.·

ρ(z1, z2) ≥ δ
ï�ç�«

f(z1) 6= f(z2)Á£´µ¡®  ¥
df

i (f(z1), f(z2)) ≥ δ
±.¡®ª.·

df
i+1(z1, z2) ≥ δ

ïI��¡®§� 
i = n

¨I¡®ª ¡®Ü�¯¦«µ¤�ª�¯À±�¡®ª.·K	
Û?ÌÎ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü.´Ç¤

En,δ := Qn
¤�¥å¯

(n, δ)
� ¥ °�ÂIÁ£  °£ï

>C���% 8,7���% #��& 2�� "$��. 2� 8&���� 2��
En,δ

	
#En,δ ≥ dαn =�� �� 8. B <���.1� � d�@ > d¶X°+"Iª�«µ¥¦¥ ¡®ª.¥7´µ¤ÝÏ® ¦Á£Â.Ô.¤²¡®  «µ¤�ª�¯¦°

T = (S, F )
ÂIÁ£ V	

•

´@Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´µ¤²±.¤²¥ ¤�¥À¥¦¡®Æ=Æ=¤�¯b¥
S :=

⋃

0≤i≤n

Qi =
⋃

{f i(x), i ∈ [0, n], x ∈ Qn}
¨

•

´@Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´µ¤=±.¤=¥¦¤�¥ ($��·ÕÔ.¤�¥
F := {(f i(x), f i−1(x)), i ∈ [1, n], x ∈ Qn}

ï'&Ýª�±.«­¯
��§.¤²´1Á ($��·ÕÔ�¤

(f i(x), f i−1(x))
¥¦¡® å¯7±.¤

f i(x)
ï

ã ´�¤�¥ ¯
·�´1ÁÈ«µ  ��§.¤
Qi∩Qj = ∅ ±�¡®ª.·

T
¤�¥ ¯
§.ª�Á£  Ü. ¦¤Èï é:¡®§.¥
Á£Â.Â8¤�´Ç¡®ª.¥

y
¥bÁX ¦Á£·�«Çª.¤£ï&Û$ÁÀ¬£ÁÈ´µ¤�ª�·�¤U'¥¦¡£  ¯ÕÁÈª�¯¦¤?W ±uÌ §�ª�¥¦¡®Æ=Æ2¤í¯

s
±uÌÎ§.ª�Ï£ bÁ£Â.Ô�¤M¡® ¦«Ç¤�ª,¯b°7¤�¥å¯ ´µ¤7ª.¡®Æ×Ü. ¦¤:±.¤ ($��·ÕÔ.¤�¥ ��§.«(¥¦¡® å¯ ±.¤

s
ï

�
Á£ M·�¡®ª.¥å¯b ¦§�·�¯b«Ç¡®ª6±.¤
Qi

¨(¯¦¡®§.¥Ý´Ç¤�¥M¥ ¡®Æ2Æ=¤�¯¦¥M±.¤
T

¥¦¡®ª,¯Ý±�¤�¬£ÁÈ´µ¤�ª�·�¤
0, 1

¡®§
d

¥¦¤�´µ¡®ª ��§.¤
s ∈ Qn

¨
s /∈ B

¤�¥å¯²§.ª.¤æÆ2Á£§�¬ÈÁ£«µ¥ ¤×¯b ¦Á£ª.¥ «Ç¯b«Ç¡®ª ¡®§
s ∈ B

¤�¥ ¯¿§.ª�¤�Ü(¡®ª�ª.¤�¯b bÁÈª.¥¦«­¯b«µ¡£ªuï�ÛK¤
·�Á£  ±.«µªIÁÈ´£±.¤

Qn

¤�¥ ¯�±.¡£ª.· ´µ¤<ª.¡£Æ�Ü. ¦¤?±�Ì ¤ ÅL¯¦ ¦°�Æ2«­¯b°�¥$±.¤ ´@Ì Á£  Ü. ¦¤Èï���¡£§. $´ ÌÎ¤�¥ ¯¦«µÆ=¤� �¨�·�¡£ª�¯¦ bÁ£·í¯b¡®ª�¥
T

¤�ªº·�¡®§.ÂIÁ£ª,¯$´Ç¤�¥K¥¦¡£Æ2Æ=¤�¯¦¥ ��§�«® ¦¤�Â. ¦°�¥¦¤�ª,¯¦¤�ª,¯<±.¤�¥$Æ/Á£§L¬£ÁÈ«µ¥¦¤�¥�¯b ¦Á£ª.¥ «Ç¯b«Ç¡®ª.¥ U3·�¤�§LÅ²±.¤<¬ÈÁ£´Ç¤�ª.·�¤



� �

1
WM¤�¯º¤�ª�¢3¡®ª.±IÁÈª�¯º¤�ª §.ª.¤=¥¦¤�§.´µ¤=´µ¤�§. ¦¥ ($��·ÕÔ�¤�¥�  ¤�ª,¯b ¦Á£ª,¯b¤/¤í¯×¥ ¡®  ¯bÁ£ª,¯b¤Èï &Mª ¡®Ü�¯b«Ç¤�ª,¯¿±.¤=´1Á

¥¦¡® å¯b¤Ý§.ªPÁ£  Ü. ¦¤Ý¡£ ¦«µ¤�ª,¯b°
T ′ Â8¡®¥¦¥ °�±IÁ£ª,¯7´µ¤XÆ ��Æ2¤Mª�¡®Æ�Ü.  ¤M±uÌÎ¤íÅ�¯b  °�Æ=«Ç¯b°ÝÆ2Á£«Ç¥V±.¡®ª,¯ ¯¦¡®§.¥ ´µ¤�¥

¥¦¡®Æ=Æ=¤�¯b¥:¥¦¡®ª,¯
d
� ¬£ÁÈ´µ§.°�¥�ïu¶:¤�Â.´µ§.¥�¨u·�¡£Æ2Æ=¤º¯¦¡®§�¯Ý°�´µ°�Æ=¤�ª,¯Ý±�¤

Qn
Á£Â�ÂIÁ£  ¯¦«µ¤�ª�¯ �

X\A ¨(¥bÁ
n
� ¡® ¦Ü.«­¯b¤ºÂ(¡®¥ ¥���±.¤/ÁÈ§�Æ2¡®«Çª.¥

αn
Ü(¡®ª�ª.¤�¥M¯¦ bÁ£ª.¥ «Ç¯¦«µ¡®ª.¥X±.¡®ª.·�´µÁ�±.«µ¥å¯ÕÁ£ª.·�¤�±uÌÎ§.ª.¤æ¤íÅ�¯b  °�Æ=«Ç¯¦°

±.¤²´ Ì Á£ ¦Ü� ¦¤
T ′ � ¥bÁæ bÁ£·�«µª.¤Ý¤�¥ ¯7¥¦§.Â8°�  «µ¤�§. ¦¤ �

αn
ï!&Ýª�Á�±.¡®ª.·K	

#Qn = #{ ¤ Å�¯b ¦°�Æ2«­¯b°�¥7±�¤
T} = #{ ¤ ÅL¯¦ ¦°�Æ2«­¯b°�¥ ±�¤

T ′} ≥ dαn.

�

y
T T ′

#Qn = 8

Q0

Q1

Q2

Q3

Q4

���	��
 è ï ì � ÓV¡®ª,¯¦ bÁ£·í¯b«µ¡£ªP±�§�Ï® ¦Á£Â.Ô.¤
T

ï

ä²  ¡®Æ2¡�¬6Á� ¦¤�Æ2Á£ ���§�° ��§.¤�´µÁP  «µÏ®«Ç±.«Ç¯¦°�Æ2°í¯b  «&��§.¤=±.¤�¥�ÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥ÝÔ.¡®´µ¡£Æ2¡®  Â.Ô.¤�¥º¥ §. 
´µ¤�¥ ¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯¦°�¥ ���£Ô�´µ¤�  «µ¤�ª.ª.¤�¥D¢3¡® ¦·�¤X§.ª�¤MÆ/Á0� ¡® bÁÈ¯¦«µ¡®ªæ±.¤X´µ¤�§�  ¤�ª�¯¦ ¦¡®Â�«µ¤£ï�¶MÁ£ª.¥V´µ¤7·�Á£¥ ±�¤

Pm ¨�«µ´
Æ2¡£ª�¯¦ ¦¤7U�GÎî % I8W 	
' Ú�(��8�*),+B� �I� �u��OK� � ����.K��������� �������! #"$���% #��& (*���+��,-��. �*(*�

f : CPm −→ CPm 2��-2��#<�.1;
d
BF��& � 	

htop(f) = log d.
�? ¦¤�§L¬®¤7	 Ä?ª� bÁ£«Ç¥¦¡®ª2±.§�¯bÔ�°�¡® ���Æ=¤ è ï ÞLï Þ�¨L«Ç´(¥ §��æ¯ ±.¤MÆ=¡®ª,¯b  ¤�  ´@Ì «Çª.°�Ï,ÁÈ´µ«Ç¯¦°

htop(f) ≤ log d
ï

é:¡®§�¥<ª.¡£¯¦¤� ¦¡£ª.¥
X

´µÁ7¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯¦° ���£Ô.´Ç¤� ¦«Ç¤�ª.ª�¤
CPm Æ�§.ª�«µ¤V±�¤ ¥bÁ:¢3¡£ ¦Æ=¤ ���£Ô.´Ç¤� ¦«Ç¤�ª.ª�¤V¥ ¯bÁ£ª.±IÁÈ ¦±

ω
ï.¶X°/"Iª.«Ç¥¦¥¦¡£ª.¥X´@Ì ¤�ª.¥¦¤�Æ�Ü.´µ¤

Γk ⊂ Xk 	
Γk := {(x, f(x), . . . , f k−1(x)), x ∈ X}.

ã ´u¥�Ì Á£Ï®«­¯ ±uÌÎ§.ª.¤Ý¥ ¡®§.¥�� ¬ÈÁ£ ¦«Ç°�¯b°ÝÔ�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤X±�¤
Xk ±.¤Ý±.«ÇÆ2¤�ª.¥¦«Ç¡®ª�·�¡®Æ=Â.´Ç¤íÅL¤

m = dimCX
ï

çL«
B(x, ε)

±.°�¥ «µÏ®ª�¤�´1Á�Ü8¡®§.´Ç¤/±.¤/·�¤�ª,¯¦ ¦¤
x

¤�¯�±.¤/ bÁ -®¡®ª
ε

±.Á£ª.¥
Kk ¤�¯

Bm
ε

´µÁ�Ü(¡£§.´µ¤2±.¤
Æ ��Æ2¤X bÁ -®¡®ªP±IÁ£ª�¥

Cm ¨I´µ¤Ý bÁÈÂ.Â(¡£  ¯

 ¡®´

m

(
Γk ∩ B(x, ε)

)

 ¡®´

m(Bm
ε )

, x ∈ Γk

¤�¥å¯º§�ª.¤=¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª6±.°�·� ¦¡£«µ¥¦¥¦Á£ª,¯b¤=±.¤
ε
¨ ��§.«<¯b¤�ª.± ¬£¤� ¦¥

1
U'´Ç¤�ª.¡®Æ�Ü.  ¤æ±.¤=Û$¤�´µ¡®ª�ÏP±�¤

Γk

Á£§
Â(¡£«µª,¯

x
W7´µ¡£ ¦¥���§.¤

ε
¯¦¤�ª.±�¬£¤�  ¥

0
ï�&Mª�¤�ª�±.°�±.§�«Ç¯XÁ£«µª.¥ « ��§�Ì «Ç´�¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤×§.ª.¤º·�¡®ª�¥ ¯ÕÁÈª�¯¦¤

C > 0¯b¤�´µ´µ¤ ��§�¤

 ¡®´

m(Bε ∩ Γk) ≥ C εm
U è ï ßTW

Â(¡£§. V¯b¡£§�¯b¤MÜ8¡®§.´Ç¤
Bε

±�¤
Xk ±.¤Ý ¦Á0-£¡®ª

ε
·�¤�ª,¯¦ ¦°�¤²¤�ªP§�ªPÂ8¡®«Çª�¯V±.¤

Γk

ï.ÓV¤�¯¦¯¦¤²«µª.°�Ï,Á£´µ«­¯b°È¨�¤í¯
Â. ¦°�·�«Ç¥¦°�Æ=¤�ª,¯Ý´@Ì «Çª.±.°�Â(¤�ª.±IÁ£ª.·�¤�±.¤

C
¬�«µ¥ � � � ¬L«Ç¥X±.¤

k
¤�¥å¯²´µ¤ºÂ(¡®«Çª,¯:¢3¡®ª�±IÁ£Æ=¤�ª,¯ÕÁ£´�¥¦§. X´µ¤���§.¤�´
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�
� �

 ¦¤�Â8¡®¥ ¤�´ Ì Á£ ¦Ï£§.Æ2¤�ª,¯ 	
¤�´µ´Ç¤/Â8¤� ¦Æ=¤�¯�±.¤� ¦¤�´µ«Ç¤� ×´@Ì ¤�ª,¯b ¦¡£Â.«µ¤=¯b¡®Â8¡®´µ¡£Ï®«&��§.¤ � ´1ÁP·� ¦¡£«µ¥¦¥¦Á£ª.·�¤�±.§
¬®¡®´Ç§.Æ2¤

m
� ±.«µÆ=¤�ª�¥¦«µ¡£ª.ª.¤�´(±.¤

Γk ï¾7Á£Â.Â8¤�´Ç¡®ª.¥ ��§.¤¿´ ÌÎ¤�ª,¯b  ¡®Â.«Ç¤X¯b¡®Â�´µ¡®Ï®«.��§.¤M¤�¥å¯X±�°+"Iª.«Ç¤ÝÂIÁ£ 

htop(f) = lim
ε→0

lim sup
k→∞

1

k
logNf (k, ε),

¡��
Nf (k, ε)

¤�¥ ¯2´µ¤ ·�Á£ ¦±.«ÇªIÁ£´ Æ2Á ÅL«µÆ2Á£´V±�Ì §.ª ¤�ª.¥ ¤�Æ�Ü�´µ¤
(k, ε)

� ¥¦°�ÂIÁ£ ¦°PÂ8¡®§. =´1Á�Æ2°í¯b  «&��§.¤
� �ÈÔ.´µ¤� ¦«µ¤�ª.ª.¤ÈïL¶:¤MÆ/ÁÈª.«&�� ¦¤7°���§.«Ç¬ÈÁ£´Ç¤�ª,¯b¤È¨

Nf(k, ε)
  ¤�Â.  °�¥ ¤�ª,¯b¤²´µ¤7ª.¡®Æ×Ü. ¦¤:Æ/Á ÅL«ÇÆ/Á£´I±�¤

ε/2
�

Ü(¡®§�´µ¤�¥ ±�«µ¥ � ¡£«µª,¯b¤�¥ ±.¤
Γk ïIÄ?ªP¬£¤� å¯b§�±�¤-U è ï ß�Wí¨.¡£ª�Ác	


 ¡£´
m(Γk) & Nf(k, ε) ε

m,

±.¡®ª.·
htop(f) ≤ lim sup

k→∞

1

k


 ¡®´
m(Γk).

ã ´Iª.¤Àª.¡®§.¥  ¦¤�¥ ¯¦¤:Â.´Ç§.¥8��§uÌ � ¤�¥ ¯b«ÇÆ2¤� ?´1ÁÝ·�  ¡®«µ¥ ¥bÁ£ª�·�¤À±.§æ¬®¡®´Ç§.Æ2¤
m

� ±.«µÆ=¤�ª�¥¦«µ¡£ª.ª.¤�´�±.¤
Γk ïI&Mª

Á)	

 ¡®´

m(Γk) =

 ¡£´

m({(x, f(x), . . . f k(x)), x ∈ X} =

∫

X

(ω + f ∗ω + · · · + f k−1∗ω)m.

��¡®§. 
X = CPm Æ�§�ª.«�±�¤×¥bÁ2¥ ¯b  §.·�¯¦§. ¦¤ � �ÈÔ.´µ¤� ¦«µ¤�ª.ª.¤º¥ ¯ÕÁÈª.±IÁ£  ±u¨

f i∗ω = di/mω
U'´Ç¤º±�¤�Ï®  °

¯b¡®Â8¡®´µ¡£Ï®«&��§.¤:±.¤
f

¤�¥ ¯
d
¨� %d%�Bd

f ∗ωm = dωm Wíï!&ÝªP¡®Ü�¯¦«µ¤�ª�¯À±�¡®ª.·


 ¡®´
m(Γk) =

(
k−1∑

i=0

di/m

)m

=

(
dk/m − 1

d1/m − 1

)m

∼ dk.

�

� #�� � " �
��� ����� ����� � �?� ���
� �
� � � ��"
� ��� �!���$#
é7¡®§.¥¿Â. ¦°�¥¦¤�ª�¯¦¡®ª.¥�«Ç·�« ±.¤�¥º¯b¤�·ÕÔ.ª.«.��§�¤�¥×±�¤/±.«Ç´1ÁÈ¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª ±.¤2·�¡�¡® ¦±.¡£ª.ª.°�¤�¥ 	$´µÁ ¯¦¤�·ÕÔ.ª.«.��§.¤

·�´1ÁÈ¥¦¥¦«.��§.¤�±_^.¤ � � «Çª.·ÕÔ�§
�;¨7Á£«µª.¥ « ��§uÌÎ§.ª.¤�´µ°�Ï#�� ¦¤�Æ=¡�±.«."I·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª�±.¤6·�¤�´µ´Ç¤ � ·�«M±IÁÈª.¥ ´µ¤�·�ÁÈ¥
·�¡®ª,¬®¤ ÅL¤£ïVÍn¯¦«Ç¯b  ¤ ±uÌ «Ç´µ´Ç§.¥ ¯¦ bÁÈ¯¦«µ¡®ªu¨�ª.¡®§�¥2¤ Å�Â8¡®¥ ¡®ª.¥/§�ª.¤�Â� ¦¤�§L¬®¤�±�§ ¯bÔ�°�¡® ���Æ=¤P±�¤ ` ¡®ª.Ï �
¾7¡®¥¦Á -®¨���§.«I·�¡®ª.¥ ¯¦«Ç¯¦§.¤ §.ªæÂ. ¦°�´µ«ÇÆ2«ÇªIÁ£«µ  ¤ ´µ¡®Ï®«.��§.¤ Á£§æ·ÕÔIÁ£Â�«Ç¯b  ¤ î.ï®é7¡®§.¥ §�¯¦«µ´µ«Ç¥¦¡®ª�¥
¤�ª�¥¦§.«­¯b¤ ·�¤�¥
±.«µ´µÁÈ¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥:Â8¡®§. Ý±.¡£ª.ª.¤� ²§.ª�¤=Â� ¦¤�§L¬®¤=°�´µ°�Æ2¤�ª,¯ÕÁ£«Ç ¦¤�±.¤æ´µÁ�Â. ¦¡®Â8¡®¥ «Ç¯b«Ç¡®ª è ï ìLï ß�·�¡®ª.·�¤�  ªIÁ£ª,¯
´µ¤�¥7Ü8¡®§.´µ¤�¥:Ó ¾Ñ¤í¯X§�ª.¤×¤�¥ ¯b«ÇÆ/Á ¯b«µ¡£ªP±�§�±.«µÁ£Æ �í¯b  ¤Ý±.¤ �7¡®ÜIÁ -,Á£¥ Ô.«�±.¤�¥

Fε,τ
U3¬£¡®«µ À±.°/"Iª.«­¯b«µ¡£ª

è ï ì�ï % W ï
ÛK¤�¥ÀÁ£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª.¥ ±�¤�¥ ¯b¤�·ÕÔ.ª.«&��§.¤�¥À±.¤Ý±.«µ´µÁÈ¯ÕÁ ¯b«µ¡£ª.¥ ±.¡®ª.ª.°�¤�¥À±IÁ£ª�¥ ·�¤�¯ ¯b¤ÝÂIÁÈ  ¯b«Ç¤Mª.°�·�¤�¥ ¥¦« �

¯b¤�  ¡®ª,¯À´ ÌÎ¤�Æ=Â.´µ¡£«(±.¤²´µÁ×¯b¤�·ÕÔ�ª.«&��§.¤¿·�´µÁ£¥¦¥ «&��§.¤£ï.¶MÁ£ª.¥À´µ¤Ý·ÕÔ.Á£Â.«Ç¯¦ ¦¤Ýîæ«µ´�¥¦¤� ¦Á�Â.´µ§.¥ÀÁÈÏ® ¦°�Á£Ü.´µ¤Ý±�¤
 bÁ£«Ç¥¦¡®ª.ª�¤� ÀÁ�¬®¤�·º¥¦Á=Æ=¡L±�«."I·�ÁÈ¯b«Ç¡®ªuï

� ��� � � � W � �:T � � U:W � �:W&� � Y R � R � � � T�� �XW � � � 
 ��� T:T � W � �
��¡®§. 

z ∈ Ck ¨(ª.¡£§.¥MÂ8¡®¥¦¤� ¦¡®ª.¥
z = (z1, z

′)
¨
z′ ∈ Ck−1 ï�çL¡®«­¯

Ω
§.ª�±.¡®Æ2Á£«µª.¤¿±.¤

Ck �
Ü(¡®  ± ´µ«µ¥ ¥¦¤²¤�¯

p ∈ SPC(bΩ)
ï �M§.«­¯¦¯¦¤ � ·ÕÔIÁÈª.Ï®¤� À±.¤¿·�¡�¡®  ±.¡®ª.ª.°�¤�¥�¨8¡£ªPÂ8¤�§L¯:¥ §.Â.Â8¡®¥¦¤� )��§.¤



� �

bΩ
¤�¥ ¯À¥å¯b  «µ·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯ ·�¡®ª,¬®¤íÅL¤¿Á£§�¯¦¡®§.  ±�¤

p
¨���§.¤

p = 0
¤�¯
TpbΩ = { ¾À¤

z1 = 0} ïLÄ ª�"Iªu¨.¡®ª
Â(¤�§�¯À«µÆ=Â8¡®¥¦¤�  �

Ω
±uÌ ��¯b  ¤²±.°+"Iª�«µ¤²ÂIÁ£  ´µÁ�¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª

χ
	

χ(z) := − ¾7¤
z1 + ‖z‖2 + a(z)

¡ �
a(z) ∈ O(‖z‖3).

��¡®§� V§.ª�Â8¡®«µª,¯
q ∈ bΩ

Â. ¦¡�·ÕÔ.¤M±�¤
p
¨L´ ÌÎ¡®Â(°� bÁÈ¯¦«µ¡®ª=±.¤M  ¤�Æ=«µ¥ ¤ � ´@Ì °�·ÕÔ.¤�´Ç´µ¤7·�´1ÁÈ¥¦¥¦«.��§.¤M¤�ª

q
±.¤

ÂIÁ£ ¦Á£Æ �í¯b  ¤
ε
¨;ª.¡£¯b°�¤ R′

q,ε

¨I·�¡®ª.¥¦«Ç¥ ¯¦¤º¤�ª�§.ª.¤¿·�¡£Æ2Â8¡®¥¦«­¯b«Ç¡®ª�±.¤¿±.¤�§LÅPÜ�«µÔ.¡®´Ç¡®Æ=¡® ¦Â.Ô�«µ¥¦Æ=¤�¥V±.¤
Ck ¨ Ψq

¤�¯
Dε

	
R′

q,ε = Dε ◦ Ψq.

• Ψq
¤�¥å¯²´1Á=·�¡®Æ=Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª�±uÌÎ§.ª.¤×¯¦ bÁ£ª.¥ ´1ÁÈ¯¦«µ¡®ª���§.«
¤�ª�¬£¡®«µ¤

q
¥¦§� Ý´ ÌÎ¡® ¦«ÇÏ®«µª.¤²¤í¯Ý±uÌÎ§.ª.¤×¯¦ bÁ£ª.¥ �

¢3¡® ¦Æ2ÁÈ¯¦«µ¡®ª�§.ª.«Ç¯bÁ£«µ  ¤�±.¤
Ck ��§.«? ¦¤�ª.± Ô�¡® ¦«PS�¡®ª,¯ÕÁÈ´
´µ¤�Â�´1Á£ª ¯bÁ£ª.Ï®¤�ª�¯ �

bΩ
¤�ª

q
U� %d%�Bdu±.°/"Iª.«

ÂIÁ£ À¾À¤
z1 = 0

Wíï.¶MÁ£ª.¥À·�¤�¥:·�¡L¡£ ¦±.¡®ª�ª.°�¤�¥�¨
χq := χ ◦ Ψ−1

q

¤�¥ ¯7±.¤²´µÁ�¢3¡£ ¦Æ=¤N	
χq(z) = − ¾À¤

z1 +Qq(z) + aq(z)
U è ï % W

¡��
Qq

¤�¥ ¯X´µ¤¿Ô.¤�¥ ¥¦«Ç¤�ª   °�¤�´�±.¤
χq

¤�ª
0
ï;ã ´$¥�Ì Á£Ï®«Ç¯:±uÌÎ§.ª.¤¿¢3¡® ¦Æ=¤ ��§.Á£±. bÁ ¯b«&��§.¤º ¦°�¤�´µ´Ç¤²±.°+"Iª�«µ¤

Â(¡£¥¦«Ç¯¦«Ç¬£¤X¥¦§� 
Ck = R2k ·�Á£ 

bΩ
¤�¥ ¯À¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤�Æ2¤�ª,¯ ·�¡£ª�¬£¤íÅL¤£ï8Û$Áº¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª

aq(z)
¤�¥ ¯ÀÆ2Á � ¡® ¦°�¤

¥¦§. ²´Ç¤�¥Ý·�¡£Æ2ÂIÁÈ·�¯b¥�¨K«µª.±�°�Â8¤�ª.±IÁÈÆ2Æ=¤�ª,¯²±.¤
q

·�ÁÈ 
bΩ

¤�¥å¯ C3 ï$¾7¤�Æ/Á£ ���§.¡®ª.¥ ��§.¤
Ψp = Id

¨
Qp = ‖ · ‖ ¤�¯ ��§.¤/´Ç¤�¥¿Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥

q 7→ Ψq

¤�¯
q 7→ Qq

¥¦¡®ª,¯º·�¡®ª,¯¦«µª�§.¤�¥º¤�ª  bÁ£«Ç¥¦¡®ª�±.§
·�Á£ ¦Á£·�¯���  ¤¿´Ç«µ¥ ¥¦¤Ý±.¤

bΩ
ï

• Dε

¤�¥ ¯7´µÁ�±.«µ´µÁÈ¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª�Á£ª.«µ¥ ¡£¯b  ¡®Â8¤
C
� ´µ«Çª.°�Á£«Ç ¦¤

Dε : (z1, z
′) 7−→

(
z1
ε
,
z′√
ε

)
.

ã ´$¥�Ì Á£Ï®«Ç¯7±uÌÎ§.ª�·ÕÔIÁ£ª.Ï®¤�Æ2¤�ª,¯M±uÌÎ°�·ÕÔ.¤�´µ´Ç¤×ªIÁÈ¯¦§. ¦¤�´�Á£¥¦¥ ¡L·�«µ° � ´1Á�¥å¯b ¦«Ç·�¯¦¤ºÂ.¥ ¤�§.±�¡L·�¡®ª,¬®¤íÅL«­¯b°£ïu©:ª
·�Á£´Ç·�§.´ ¥ «µÆ=Â.´µ¤ Æ=¡®ª,¯b  ¤���§.¤�´1Á�¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ªH±.°/"Iª.«µ¥ ¥bÁ£ª,¯¦¤

χq,ε
±.¤

Dε ◦ Ψq(bΩ)
±.°+"Iª�«µ¤PÂIÁ£ 

χq,ε :=
1

ε
χq ◦D−1

ε

¥�Ì °�·� ¦«­¯A	
χq,ε(z1, z

′) = − ¾7¤
z1 +Qq

(
(0, z′)

)
+O(

√
ε).

é:¡®§�¥:¬®¤� ¦  ¡®ª.¥ ��§.¤ R′
q,ε(Ω) = Dε ◦ Ψq(Ω)

·�¡£ª�¬£¤�  Ï®¤�¬®¤� ¦¥
Σ := { ¾À¤

z1 > ‖z′‖2} ¥ §. X´Ç¤�¥
·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¥ ±.¤

Ck ��§IÁ£ª.± (q, ε) → (p, 0)
ï

ÛK¡®  ¥���§.¤
Ω

¤�¥å¯/§�ª�±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤�Æ2¤�ª,¯/·�¡®ª,¬®¤íÅL¤�±.¤
Ck ¨?¡£ª Â8¤�§�¯2·�¡£Æ2ÂIÁÈ·�¯b«�"I¤� �´µÁ

 ¦¤�Æ2«Ç¥¦¤ � ´@Ì °�·ÕÔ.¤�´Ç´µ¤ R′
q,ε

¤�ª�´µÁP·�¡®Æ2Â8¡®¥¦Á£ª,¯×ÂIÁÈ º§.ª�¤2¯b ¦Á£ª.¥å¢3¡® ¦Æ2ÁÈ¯b«Ç¡®ª�Ü.«µ ¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª.ª.¤�´µ´µ¤
Φ

±.¤
Ck 	

Rq,ε = Φ ◦Dε ◦ Ψq.

• Φ
¤�¥å¯:´µÁ�¯b ¦Á£ª.¥ ¢3¡£ ¦Æ2ÁÈ¯b«Ç¡®ª�±.¤ºÓ Á -�´µ¤+-

Φ : (z1, z) 7−→
(
z1 − 1

z1 + 1
,

2z′

z1 + 1

)

��§.«�¯¦ bÁ£ª�¥ ¢3¡®  Æ2¤
Σ := { ¾À¤

z1 ≥ ‖z′‖2} ¤�ª
B := {|z1|2 + ‖z′‖2 ≤ 1} ï8¾À¤�Æ2Á£ ���§.¡£ª.¥)��§.¤

Dε ◦ Ψq(Ω)
¤�¥å¯M«Çª.·�´Ç§.¥:±.Á£ª.¥M´Ç¤º±.¤�Æ2« � ¤�¥¦ÂIÁ£·�¤ { ¾À¤

z1 > 0} ¤�ª� bÁ£«Ç¥¦¡®ª�±.¤×´µÁ2·�¡£ª�¬£¤íÅL«Ç¯¦°�±.¤
Ω

ï�Û�Á²¯b ¦Á£ª.¥ ¢3¡£ ¦Æ2ÁÈ¯b«Ç¡®ª Rq,ε = Φ ◦Dε ◦Ψq

¤�¥ ¯ Â.Á£  ·�¡®ª.¥ °���§.¤�ª,¯ÀÜ.«Ç¤�ª2±.°+"Iª�«µ¤X¥ §. 
Ω

ïLé:¡£§.¥
¬®¤� ¦ ¦¡£ª.¥���§�¤ Rq,ε(Ω)

¯b¤�ª�±�¬®¤� ¦¥
B

Á£§�¥ ¤�ª.¥ C2 ¥¦§. 
Ck\{(1, 0)} ï
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�
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 ��� 
������ � � �XW � 
 W$O � ��W � �SY � � � �:WKY YåW �
ÛK¤�Ü.§�¯�±�¤�·�¤�ÂIÁ£ ¦Á£Ï® bÁÈÂ.Ô.¤�¤�¥ ¯/±uÌ °í¯ÕÁ£Ü�´µ«µ æ´Ç¤�¥�Á �2  Æ/Á ¯b«µ¡£ª.¥æÂ. ¦°�·�°�±�¤�ª,¯b¤�¥�·�¡®ª.·�¤�  ªIÁ£ª,¯

´µ¤�¥²·�¡®ª,¬®¤�  Ï®¤�ª�·�¤�¥×±.¤�¥¿ ¦¤�Æ2«Ç¥¦¤�¥ � ´ ÌÎ°�·ÕÔ.¤�´µ´Ç¤£ïKé7¡®§.¥¿±.«µ  ¡®ª.¥ ��§uÌ §�ª.¤2¥ §.«Ç¯¦¤2±�¤=±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤�¥
Dn·�¡®ª,¬®¤� ¦Ï®¤ ¬£¤� ¦¥?§�ª=±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤

D
Á£§�¥¦¤�ª.¥ C2 ¥¦§� ?§.ª�·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯

K
¥¦«
K∩Dn

¯b¤�ª�±�¬®¤�  ¥
K∩DÁ£§ ¥¦¤�ª.¥M±.¤×´1Á�¯b¡®Â8¡®´µ¡£Ï®«µ¤²±.¤ �XÁ£§.¥ ±.¡® �O�¤�¯X¥¦«�´µ¤�¥:¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª.¥X±�°+"Iª.«Ç¥¦¥¦Á£ª,¯b¤�¥

χi,n
±.¤

Dn
¥¦§� 

´µ¤�¥Ý¡£§�¬®¤�  ¯b¥
Ui

±uÌ §�ª   ¤�·�¡£§�¬� ¦¤�Æ=¤�ª,¯º±.¤
D

·�¡®ª,¬®¤� ¦Ï®¤�ª,¯�¤�ª�ª.¡®  Æ2¤ C2 ¬£¤�  ¥º±.¤�¥¿¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª.¥
±.°+"Iª�«µ¥¦¥¦Á£ª,¯b¤�¥

χi

±.¤
D ∩ Ui

ï
4º�&� �?��W�,3� ,'��7 �;��Ou� �I��>��� 8�

Ω
�5&b2���,7�� 8&9�c2��

Ck 5 /���. 2 �! +���?�����
p ∈ SPC(bΩ)

d �
���2���,7�� 8&9��� R′
q,ε(Ω)

"���&21���.@<���&*� 1���.��
Σ
��� �?��&'� C∞ ���5. �+���A"���, �'��"�� � 2��

Ck <B�_��&�2
(q, ε)����&�2 1���.1�

(p, 0)
d

�   ¤�§�¬£¤ 	 ã ´ ¥�Ì Á£Ï®«­¯¿±.¤2Â� ¦¡®§�¬£¤�  ��§�¤
χq,ε

¯b¤�ª.±B¬®¤� ¦¥ − ¾À¤
z1 + ‖z′‖2 Á£§ ¥¦¤�ª�¥ C∞ ¥¦§. ¿´µ¤�¥

·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¥ ±.¤
Ck ï;©:ª ·�Á£´µ·�§.´K¥¦«ÇÆ2Â.´Ç¤MÆ=¡®ª,¯b ¦¤ ��§.¤K	
χq,ε(z1, z

′) = − ¾À¤
z1 +

1

ε
Qq(εz1,

√
εz′) +

1

ε
aq(εz1,

√
εz′)

= − ¾À¤
z1 +Qq(

√
εz1, z

′) + 1
ε
aq(εz1,

√
εz′)

¾:Á£Â�Â(¤�´µ¡®ª.¥2��§.¤ ´µÁ7¢3¡®  Æ2¤4��§.Á£±. bÁ ¯b«&��§.¤
Qq

¤�¥å¯?´µ¤ Ô.¤�¥ ¥¦«µ¤�ª� ¦°�¤�´�±�¤
χ

¤�ª
q
±.¡®ª�· ·�¡®ª,¬£¤� ¦Ï£¤ Á£§

¥¦¤�ª�¥ C∞ ¬®¤� ¦¥
Q0(z) = ‖z‖2 ��§IÁ£ª.± q ¯b¤�ª.±2¬£¤� ¦¥

0
ï®Û$¤À¯b¤� ¦Æ=¤

z 7→ Qq(
√
εz1, z

′)
·�¡£ª�¬£¤�  Ï®¤

±.¡®ª.·M¬£¤� ¦¥ ‖z′‖2 ÁÈ§�¥¦¤�ª�¥ C∞ �?  ¡®§�¬®¡£ª.¥ "IªIÁ£´Ç¤�Æ=¤�ª,¯ ��§.¤
ε−1aq ◦D−1

ε = ε−1aq(εz1,
√
εz′)·�¡®ª,¬®¤� ¦Ï®¤=¬®¤� ¦¥

0
ÁÈ§ ¥ ¤�ª.¥ C∞ ¥ §. ¿´µ¤�¥²·�¡®Æ2Â.Á£·�¯¦¥¿±�¤

Ck ï$á�«­ÅL¡®ª.¥²Â8¡®§. ²·�¤�´1Á�§.ªB·�¡®Æ=ÂIÁ£·�¯
K ⊂ Ck ¤í¯ §.ª�  °�¤�´

ε0 > 0
¯b¤�´'��§.¤

D−1
ε0

(K)
¤�¥ ¯V«µª.·�´µ§.¥ ±IÁ£ª.¥ §.ª�Â8¤�¯b«­¯ ¬£¡®«µ¥ «µªIÁÈÏ®¤:±�¤

0
¥ §. 

´µ¤���§.¤�´
aq

¤�¥ ¯7´µ«Ç¥¦¥ ¤£ïI��¡®§. 
ε < ε0

¨I¡®ªPÁ)	
• ε−1aq ◦D−1

ε ∈ O(ε2)
¥¦§. 

K
·�Á£ 

aq ∈ O(‖z‖3)
¨

• ε−1[~∇aq ◦D−1
ε ] = ε−1 tD−1

ε · [~∇aq] ◦D−1
ε ∈ O(

√
ε)

¥¦§� 
K

·�Á£  ~∇aq ∈ O(‖z‖2)
¨

•

¶X¤¿Æ ��Æ=¤£¨
ε−1[

�7¤�¥¦¥
aq ◦D−1

ε ] = ε−1 tD−1
ε · [ �:¤�¥¦¥

aq] ◦D−1
ε ·D−1

ε ∈ O(ε)
¥ §. 

K
¨

•

ÛK¤�¥Ý±�°� ¦«­¬®°�¤�¥M¯b  ¡®«µ¥ «&��Æ2¤�¥X¡®§ ¥ §.Â8°� ¦«Ç¤�§.  ¤�¥Ý±.¤
ε−1aq ◦D−1

ε

¥¦¡®ª,¯ ��§IÁ£ª.± � ¤�´µ´Ç¤�¥XÆ2Á �
� ¡® ¦°�¤�¥À¥¦§� 

K
ÂIÁ£  √

ε‖aq‖C∞

¡ � ‖aq‖C∞

¤�¥å¯7´1Á�ª.¡®  Æ2¤ C∞ ±.¤
aq

¥¦§. 
D−1

ε0 (K)
ï
�

ÛK¤�´Ç¤�Æ=Æ2¤¿¥¦§�«Ç¬ÈÁ£ª,¯ÝÁ£¥ ¥¦§.  ¤ ��§uÌ §�ª�±.¡®Æ2Á£«µª.¤º¥ ¯¦ ¦«µ·í¯b¤�Æ2¤�ª�¯X·�¡®ª,¬£¤íÅL¤
Ω ⊂ Ck ¤�¥å¯Ý«µª.·�´µ§.¥

±IÁ£ª.¥ ¯b¡£§�¯b¤�¥7´Ç¤�¥ ÂIÁÈ bÁ£Ü8¡®´µ¤�¥ ¯ÕÁ£ª�Ï®¤�ª,¯b¤�¥ �
bΩ

±�¤¿·�¡®§.  Ü.§. ¦¤¿Á£¥ ¥¦¤RSºÂ8¤�¯¦«Ç¯b¤Èï
ÊD�,+ +B� �I��Ou��[u� >  

Ω
�5&�2���,7�� 8&9� ���@.X #"��/��,-��&*� "���&21��435� /���.X&9; 2��

Ck ���+��.1�  8���43T +����� ��&9�"���&'��� ��&*�/�
c > 0

�����8�+� <B�*�
Ψq(Ω) ⊂ { 8 � z1 > c‖z‖2} �*���5.A�/���5� q ∈ bΩ

d
�   ¤�§�¬£¤ 	 ¾:ÁÈ«µ¥¦¡£ª.ª.¡®ª.¥XÂIÁ£ M´@Ì Á£Ü�¥¦§.  ±.¤£¨u¥ §.Â.Â8¡®¥¦¡£ª.¥ ��§uÌ «Ç´<¤íÅL«Ç¥ ¯b¤×§.ª.¤�¥¦§�«Ç¯b¤×±.¤� ¦°�¤�´µ¥

cn
��§.«

¯b¤�ª�± ¬®¤� ¦¥
0

¤í¯×±.¤�¥×Â8¡®«µª,¯¦¥¿±�«µ¥ ¯¦«µª.·í¯b¥
pn, p

′
n ∈ bΩ

¯b¤�´µ¥ ��§.¤
p′n ∈ Pn := Ψ−1

pn

(
{ ¾À¤

z1 >

cn‖z‖2}
) U Pn

¤�¥ ¯�§.ª.¤ ÂIÁ£ bÁÈÜ(¡®´Ç¤?¯ÕÁ£ª.Ï£¤�ª,¯b¤ �
bΩ

¤�ª
pn

W ï£ÓV¡£Æ2Æ=¤
bΩ

¤�¥ ¯
·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯�¨&¡®ªºÂ(¤�§�¯
¥¦§.Â.Â8¡®¥ ¤�  ��§.¤

pn

¤�¯
p′n

·�¡®ª,¬£¤� ¦Ï£¤�ª,¯²¬®¤�  ¥²±.¤�§LÅ Â(¡£«µª,¯b¥
p, p′ ∈ bΩ

ïKé:¡£§.¥ÝÁ£´Ç´µ¡®ª.¥:Æ2¡£ª�¯¦ ¦¤� 
��§�¤

p 6= p′
ï�ÓV¤�·�«�·�¡®ª,¯b ¦¤�±.«µ ¦Áº´µÁº¥ ¯¦ ¦«Ç·�¯b¤:·�¡®ª,¬£¤íÅL«Ç¯¦°M±.¤

Ω
Â.§�«µ¥���§uÌ Á£´Ç¡® ¦¥

p 6= p′ ∈ TpbΩ∩ bΩU'´1Á�¥ §.«Ç¯¦¤¿±�¤¿Â.Á£ bÁ£Ü8¡®´Ç¤�¥ Pn

·�¡£ª�¬£¤�  Ï®¤×¥ §. :´Ç¤�¥À·�¡£Æ2ÂIÁÈ·�¯b¥ ¬£¤� ¦¥
TpbΩ

·�Á£ 
cn

¯¦¤�ª.±P¬®¤� ¦¥
0

¤í¯
pn

¯b¤�ª.± ¬®¤�  ¥
p
Wíï

&Mª�Â8¤�§L¯<°�¬�«Ç±.¤�Æ=Æ2¤�ª,¯<¥¦§�Â.Â(¡£¥¦¤�  ��§�¤
p = 0

ïÈ¾7Á£Â.Â8¤�´µ¡£ª.¥1��§.¤VU è ï % WK±.¡®ª.ª.¤V´ ÌÎ¤íÅLÂ. ¦¤�¥¦¥ «µ¡®ª
±uÌ §�ª.¤�¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª�±.°+".ª.«µ¥ ¥bÁ£ª,¯b¤�±�¤

Ψq(S)
Â8¡®§. 

q ∈ S
ï<��¡®§. 

q
¥¦§��=¥¦Á£Æ2Æ=¤�ª,¯�Â� ¦¡�·ÕÔ.¤�±.¤



� �

´ ÌÎ¡® ¦«ÇÏ®«µª�¤£¨;¡®ª�Â8¤�§�¯²¥ §.Â.Â8¡®¥¦¤� (��§.¤
Qq(z) ≥ 1/2‖z‖2 ïuã ´<¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤�±.¡®ª.·�§.ª�¬£¡®«µ¥ «µªIÁ£Ï£¤

B
±.¤

´ ÌÎ¡® ¦«ÇÏ®«µª�¤:±IÁÈª.¥
Ck ¯b¤�´ ��§.¤

Ψq(Ω ∩ B) ⊂ { ¾7¤
z1 >

‖z‖2

3
}.

ÓV¡®Æ=Æ2¤
cn

¯b¤�ª.± ¬®¤�  ¥
0
¨.´µ¤ÝÂ8¡®«Çª�¯

p′n
¤�¥ ¯7Ô.¡£ ¦¥À±.¤

B
±�¡®ª.·

p′ 6= p
ï

�

4º�&� �?��W�,4�e,'��7 �I��OK��Qu�
>��� 8�
Ω ⊂ Ck ��& 2���,7�� 8&9� ���%.X #"�����,-��&*�F"���&21��435�0/���.X&9;N���

p ∈ bΩ
d

� �+��.1�-�+��� 2���,7�� 8&9��� Rq,ε(Ω)
"���&21���.#<���&*� 1���.1�

B
����.-�+���)"���, �'��"��8� 2��

Ck\{(1, 0)} ����?��&'� C∞ �+��.1�E<B�*�
(q, ε)

�/��&�2 1���.1�
(p, 0)

d
�? ¦¤�§L¬®¤7	 Û$¤�¥À±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥ Rq,ε(Ω)

¥ ¡®ª,¯:±�¤¿´µÁ×¢3¡® ¦Æ=¤

Rq,ε(Ω) = Φ ◦Dε ◦ Ψq(Ω
′)

Û$Á�Â.  ¡®Â8¡®¥¦«­¯b«µ¡£ª è ï ëLï è Á£¥¦¥ §. ¦¤,��§.¤�´µÁ�¥¦§.«­¯b¤ ±.¤P±.¡®Æ2Á£«µª.¤�¥
Dε ◦ Ψq(Ω)

¯b¤�ª�± ¬®¤� ¦¥
Σ

Á£§
¥¦¤�ª.¥ C∞ ¥¦§.  ´µ¤�¥D·�¡£Æ2ÂIÁÈ·�¯b¥ ±.¤

Ck ïLÓV¡®Æ=Æ=¤
Φ

¤�¥ ¯ §�ª.¤MÁ£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ªæÂ.  ¡ � ¤�·í¯b«Ç¬£¤ ��§.«8¤�ª,¬®¡£«µ¤
´ ÌÎÔ -LÂ8¤�  Â.´1ÁÈª � ´@Ì «Çª�"Iª.«D±IÁ£ª�¥

Ck ¥ §.  {z1 = 1} ¨ Rq,ε

¯¦¤�ª.±�¬®¤� ¦¥
B

Á£§�¥¦¤�ª�¥ C∞ ¥ §. �´µ¤�¥
·�¡®Æ=ÂIÁ£·í¯b¥�±.¤

Ck\{z1 = 1} ï<ã ´ ¥ §��æ¯=±.¡®ª.· ±.¤�¬£°� ¦«�"I¤�  ��§uÌÎ«µ´ ¤ ÅL«µ¥ ¯¦¤ §.ª.¤�¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª
r(δ)¯b¤�ª.±IÁ£ª,¯À¬®¤� ¦¥

0
Á�¬£¤�·

δ > 0
¯b¤�´µ´Ç¤ ��§.¤K	

Rq,ε(Ω) ∩ {|z1 − 1| < δ} ⊂ B[(1, 0), r(δ)] ∀n ∈ N.

&M Ý·�¤�·�«  ¦°�¥ §.´Ç¯¦¤æ±.§ ´Ç¤�Æ=Æ2¤ è ï ëLï ìLï$Ä?ª�¤RO(¤�¯�¨K±uÌ ÁÈÂ. ���¥º·�¤2´Ç¤�Æ=Æ2¤È¨�«µ´
¤íÅL«µ¥å¯b¤
c > 0

¯¦¤�´8��§.¤
Ψq(Ω) ⊂ { ¾7¤

z1 > c‖z′‖2} Â(¡£§. /¯b¡£§�¯
n ∈ N

ï Ä?ª ¡®§�¯b  ¤£¨ ¡®ª�¬®°� ¦«.".¤6Á£«µ¥ °�Æ=¤�ª,¯ ��§.¤
Φ ◦Dε({

¾7¤
z1 > c‖z′‖2}) = Ec := {|z1|2 + c‖z′‖2 < 1} ï8Û ÌÎ«µª�·�´µ§�¥¦«µ¡£ª ÁÈ¯¦¯¦¤�ª.±.§�¤× ¦°�¥¦§.´­¯b¤

Á£´µ¡£ ¦¥ «ÇÆ2Æ=°�±.«µÁÈ¯b¤�Æ2¤�ª,¯ ±.¤

Rq,ε(Ω) ∩ {|z1 − 1| < δ} ⊂ Ec ∩ {|z1 − 1| < δ}.

�

��� � � � � ���XY ��� R � � � T�� �
' Ú�(��8�*),+B��.�� �{��7 �!3 ����W�¼��
' Ú�(��8�*),+B� �I��OK� Z$�$>��� 8�

Ω
�5& 2���,7�� 8&9� 5 /���. 2 �! +���?� 2��

Ck d > �?���*�?�?��&'� <B� 4  8�V�43T +���/��5&c�*�� 8&*�
y0 ∈ Ω

��� ��&9�D���� 8�/�72
4 ��������,-��. �*(� +��,-���
ϕn

2��
Ω
�/���8�+�X<B�*�

ϕn(y0)
�/��&�2@1���.1�

y ∈ SPC(bΩ)
d � �+��.��

Ω
����� /B +(*���+��,-��. �*(� =<B�*��,-��&*� ;5<B�5 1����+��&*� 5 � �./������+�0��� "��! %2� #��&*&9�Bd

é:¡®§.¥²Â.  °�¥ ¤�ª,¯b¡®ª�¥�´1Á�Â.  ¤�§�¬£¤2±IÁÈª.¥º´Ç¤�·�Á£¥¿¡��
Ω

¤�¥å¯¿Ü(¡®  ª.°2Á "Iª�±.¤æ·�¡®ª.·�¤�ª,¯b  ¤� ºª.¡£¯b  ¤
ÁÈ¯¦¯¦¤�ª,¯b«Ç¡®ª=¥¦§. D´1ÁÝÆ=°�¯bÔ�¡L±.¤7±.¤7±.«µ´µÁÈ¯ÕÁ ¯b«µ¡£ªuï &Mª2Â(¡®§� ¦ bÁ²·�¡£ª.¥¦§.´­¯b¤�  G è ß�I8Â8¡®§.  ´µ¤À·�Á£¥VÏ®°�ª.°� ¦Á£´ ï
�? ¦¤�§L¬®¤7	 ç�§.Â.Â8¡®¥¦¡®ª�¥

Ω
Ü8¡®  ª.°2¤í¯¿¥ ¯b  «µ·í¯b¤�Æ=¤�ª,¯º·�¡®ª,¬£¤íÅL¤�¥¦§� º§.ª�¬®¡®«Ç¥¦«ÇªIÁ£Ï®¤�±.¤

y
ï8&Mª   ¤ �

ª.¡®  Æ/Á£´Ç«µ¥ ¤�´1Á�¥ §.«Ç¯¦¤
ϕn

¤�ª ´µÁ�Â8¡®¥ ¯�� ·�¡®Æ2Â8¡®¥¦Á£ª,¯×ÂIÁÈ ×±.¤�¥� ¦¤�Æ2«Ç¥¦¤�¥ � ´@Ì °�·ÕÔ.¤�´Ç´µ¤�ÁÈ¥¦¥¦¡�·�«Ç°�¤�¥ �

yn := ϕn(y0)
ïK�? ¦°�·�«µ¥ °�Æ=¤�ª,¯�¨KÂ8¡®¥¦¡£ª.¥

qn := π(yn)
´1Á�Â.  ¡ � ¤�·í¯b«µ¡£ª�¡®  ¯¦Ô.¡®Ï®¡®ª.Á£´µ¤�±�¤

yn
¥ §. 

bΩ
¤í¯
εn :=

±.«Ç¥ ¯
(yn, qn)

ï�&Mª ·�¡®ª�¥¦«µ±��� ¦¤²´µÁæ¥ §.«Ç¯¦¤
fn := R′

qn,εn
◦ ϕn : Ω → R′

qn,εn
(Ω)

ï�&Mª
¬®°� ¦«.".¤ ��§.¤¿´µ¤�¥:¥ §.«Ç¯¦¤�¥

(fn)
¤�¯
f−1

n

¥ ¡®ª,¯Xª�¡® ¦Æ2Á£´µ¤�¥AG è ßZI ï8Ä?´µ´Ç¤�¥ÀÂ8¤�§�¬£¤�ª,¯M±.¡£ª.· �í¯b  ¤º¥ §.Â.Â8¡ �
¥¦°�¤�¥¿·�¡®ª,¬®¤� ¦Ï®¤�ª,¯b¤£ï�é:¡È¯b¡®ª.¥

f
´µÁ�´µ«µÆ=«­¯b¤×±�¤

fn

¤�¯
g

·�¤�´Ç´µ¤�±.¤
f−1

n

ïKÛ$Á   ¤�Æ2Á£ ���§.¤æ·� ¦§.·�«1Á£´Ç¤
¤�¥å¯)��§.¤²·�¤¿Â� ¦¡�·�°�±�°¿±�¤¿  ¤�ª.¡£ ¦Æ2Á£´µ«Ç¥bÁÈ¯¦«µ¡®ª2Â. ¦¡�±.§.«­¯À§.ª.¤²´µ«ÇÆ2«­¯b¤

f
� ¬ÈÁ£´Ç¤�§.  ¥À±IÁ£ª.¥

Σ
¤�¯7ª.¡®ª
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�
� �

±IÁ£ª.¥
Σ

ï�Ä ª�¤RO(¤�¯�¨$ÂIÁ£ ²¥ ¯¦ ¦«µ·í¯b¤=Â.¥¦¤�§.±.¡�·�¡®ª,¬£¤íÅL«Ç¯¦°£¨
f

¤�¥ ¯ � ¬ÈÁ£´Ç¤�§.  ¥¿±.Á£ª.¥
Σ

¡®§�±IÁ£ª.¥
bΣ

ï
&Ý 

f(y0) = (1, 0) ∈ Σ
ÂIÁ£ �·�¡®ª.¥å¯b ¦§�·�¯b«Ç¡®ª ±.¡®ª�·

f(Ω) ⊂ Σ
ï?Û$Á�¥ «Ç¯¦§IÁÈ¯b«Ç¡®ªB¤�¥ ¯�±�¡®ª.·�´1Á

¥¦§.«­¬£ÁÈª�¯¦¤K	
{
fn −→ f, f ∈ �7¡®´

(Ω,Σ)
f−1

n −→ g, g ∈ �:¡£´
(Σ,Ω)ÓV¤�·�«²¥ §��æ¯�Â8¡®§. %��§.¤

f
¥ ¡®«Ç¯ §�ª Ü.«ÇÔ.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.«Ç¥¦Æ=¤�±�¤

Ω
±IÁ£ª.¥

Σ
ïÀÄ?ª ¤RO(¤�¯�¨ ·�¡®Æ=Æ=¤

f(Ω) ⊂ Σ
¨�¡®ª2±.°�±.§�«Ç¯ ±�¤

f−1
n ◦ fn = Id

¤í¯ ±.¤
(
�®Á£·

f−1
n ) ◦ fn ·

�®Á£·
fn = 1

��§.¤
g ◦ f = Id¤�¯���§.¤ �®ÁÈ·

g ◦f · �£Á£· f = 1
ï,Í:«µª.¥ «

f
¤�¥ ¯ ¡®§�¬£¤� å¯b¤7Â.§.«µ¥���§.¤ �®ÁÈ·

f 6= 0
¤�¯
g

´@Ì ¤�¥ ¯D°�Ï®Á£´µ¤�Æ2¤�ª�¯U@Á£Â.Â�´µ«&��§.¤� �´µ¤�´Ç¤�Æ=Æ2¤/±uÌ �7§.  �À«­¯1S � �®Á£·
f−1

n

Wíï &Mª Á6±�¡®ª.·
g(Σ) ⊂ Ω

¤í¯æ¡®ª ±�°�±.§.«­¯æ±.¤
fn ◦ f−1

n = Id
��§.¤

f ◦ g = Id
ï

�

Ø �@�'½��&� .$�/W�Ë?�8½��'��W�¹ � � ���&��½K»(� .��B�'¼ ��� � �?��W�,4�e,3�\7 �I��[K�
�u��¾7Á£Â.Â8¤�´Ç¡®ª.¥M´Ç¤�¥Ýª.¡ �
¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥:§�¯b«Ç´µ«Ç¥¦°�¤�¥M±IÁ£ª�¥Ý·�¤�¯ ¯b¤æÂ.  ¡®Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª�ï8Í5-®Á£ª,¯ "�ÅL°�±.¤�¥²·�¡�¡®  ±.¡®ª.ª.°�¤�¥Ý±IÁÈª.¥Ý´µ¤�¥���§.¤�´Ç´µ¤�¥
bΩ

¤�¥ ¯�¥å¯b  «µ·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯�·�¡®ª,¬®¤ Å�¤ ¥ §. �§.ªB¬£¡®«µ¥ «µªIÁÈÏ®¤
O

±uÌÎ§.ª Â(¡£«µª,¯
p ∈ SPC(bΩ)

¨
π

¤�¥å¯�´1Á
Â. ¦¡ � ¤�·�¯¦«µ¡®ª ¡® å¯bÔ.¡®Ï£¡®ªIÁ£´Ç¤M±.¤

Ω ∩O ¥¦§. 
bΩ

¤�¯

pε := p+ ε ~N(p)
Fε,τ := pε +Bt,C(p, τ

√
ε) × Bt,R(p, τε)

Uε,τ := π(Fε,τ).

�Ý§�«Ç¯¦¯¦¤ � ¤�O�¤�·�¯b§�¤� Ý§.ª.¤�¯¦ bÁ£ª�¥ ¢3¡®  Æ/ÁÈ¯¦«µ¡®ª�§.ª.«­¯ÕÁ£«Ç ¦¤×¤í¯Ý§.ª.¤�¯¦ bÁ£ª�¥¦´1Á ¯b«µ¡£ªu¨6��§�«<ª.¤�Æ=¡L±�«."I¤�ª�¯
ÂIÁ£¥À´1Á�¥ «Ç¯b§.ÁÈ¯b«Ç¡®ªu¨�´Ç¤Ý±.¡®Æ2Á£«µª�¤

Ω
¤�¥ ¯7±.°+".ª.«$ÂIÁ£ V	

Ω ∩O = {z = (z1, z
′) ∈ C × Ck−1 � dG<?du¾À¤

z1 = a(
ã Æ

z1, z
′)}

¡��
a

¤�¥ ¯7§.ª.¤M¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª�¥å¯b ¦«Ç·�¯¦¤�Æ=¤�ª,¯À·�¡®ª,¬£¤íÅL¤£ï�çL«
z1 = u+ iv

¨.¡®ªPÁ
p = (0, 0)

¤�¯ ~N(p) =
∂/∂u

ï
¶MÁ£ª.¥º·�¤�¥º·�¡�¡® ¦±�¡®ª.ª.°�¤�¥�¨�´1Á Â.  ¡ � ¤�·í¯b«µ¡£ª

π′ ±.¤
O

¥ §. 
O ∩ bΩ

Â.Á£ bÁ£´Ç´&��´µ¤�Æ=¤�ª,¯ � ~N(p)
¤�¥ ¯

±.¡®ª.ª.°�¤²ÂIÁ£ A	
π′(u+ iv, z′) = (a(v, z′) + iv, z′).

��¡®§. 
U ′

ε,τ := π′(Fε,τ)
¤í¯
θε := max{( ~N(p), ~N(q)), q ∈ Uε,τ}

¨<§.ª ·�Á£´µ·�§.´V°�´µ°�Æ=¤�ª,¯bÁ£«µ  ¤
Æ2¡®ª,¯¦ ¦¤ ��§.¤K	

U ′
ε,τ ⊂ Uε,τ ⊂ U ′

ε,(1+sin θε)τ .ã ´(¥ §��æ¯ ±.¡®ª.·X±.¤XÂ.  ¡®§�¬£¤�  ´@Ì ¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤�ª.·�¤M±.¤X¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª.¥
τ ′1(τ)

¤�¯
τ ′2(τ)

¯¦¤�ª.±IÁÈª�¯V¬®¤�  ¥
0

Á�¬®¤�·
τ¯b¤�´Ç´µ¤�¥ ��§�¤

U ′
ε,τ ′

1(τ) ⊂ B �
�
(p, τ) ⊂ U ′

ε,τ ′
2(τ)Û�Á�  ¤�Æ=«µ¥¦¤ � ´@Ì °�·ÕÔ.¤�´Ç´µ¤ R′

p,ε

¯b ¦Á£ª.¥å¢3¡® ¦Æ=¤
Ω

¤�ª
Ωε := R′

p,ε(Ω)
¨
pε

¤�ª
(0, 0)

¨
Fε,τ

¤�ª
F1,τ¤�¯

U ′
ε,τ

¤�ª
U ′

1,τ = π′(F1,τ )
¨�¡��

π′ ±.°�¥ «µÏ®ª�¤M¤�ª.·�¡® ¦¤Ý´µÁ×Â.  ¡ � ¤�·í¯b«µ¡£ª�¥¦§. 
bΩε

ÂIÁÈ bÁ£´Ç´&��´Ç¤�Æ=¤�ª,¯ �

~N(p) = ∂/∂u
ï8é:¡£§.¥7Á£´µ´Ç¡®ª.¥ Æ=¡®ª,¯b  ¤�  ��§.¤¿Â(¡®§� 

τ ≤ τ0 < 1
¤�¯
ε� 1

¨

U ′
1,τ ′

1(τ) ⊂
(1)

R′
p,ε

(
B �

�
bΩ (p, τ

√
ε)
)
⊂
(2)
U ′

1,τ ′
2(τ)

¡��
τ ′1

¤�¯
τ ′2

¯b¤�ª.±.¤�ª�¯7¬®¤� ¦¥
O

Á�¬®¤�·
τ
ï

•

ÓV¡®Æ=Æ=¤ R′
p,ε : bΩ → bΩε

¤�¥ ¯À§.ª�¤ºÁÈÂ.Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª�Ó ¾ ±.¡£ª�¯ ¯¦¡®§�¯¦¤�¥À´µ¤�¥ ±.°�  «Ç¬£°�¤�¥À±.«Ç ¦¤�·�¯b«Ç¡®ª �
ª.¤�´Ç´µ¤�¥?¥ ¡®ª,¯D¥¦§.Â8°�  «µ¤�§� ¦¤�¥ �

1/
√
ε
¨,´1ÁMÂ.  ¡®Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª è ï ìLï ÞMÆ2¡£ª�¯¦ ¦¤���§.¤ R′

p,ε

(
B �

�
bΩ (p, τ

√
ε)
)
⊃



� �

B �
�

bΩε
(p, τ)

ï�ÓV¤�·�«8°í¯ÕÁ£Ü�´µ«Ç¯<´ ÌÎ«µª.·�´µ§.¥ «µ¡®ª)U è W<Â.§.«Ç¥���§.¤
bΩε

·�¡£ª�¬£¤�  Ï®¤7¬£¤�  ¥
bΣ

ÁÈ§2¥ ¤�ª.¥ C∞ U3Â. ¦¡ �
Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª è ï ëLï è W ï
•

Ä<¯ÕÁ£Ü�´µ«µ¥ ¥¦¡®ª�¥<´ ÌÎ«µª.·�´µ§.¥ «µ¡®ª U ìTW ï®��¡®§. ?·�¤�´1Á�¨È·�¡®ª�¥¦«µ±�°� ¦¡£ª.¥?§.ªæ·ÕÔ.¤�Æ=«µª�·�¡®Æ=Â.´µ¤ Å�¤ ±�¤
B �

�
(p, τ)� ¡®«µÏ£ªIÁ£ª,¯

p
� §.ª�Â(¡£«µª,¯

z
ï�&ÝªPÂ8¤�§�¯:¥¦§.Â�Â(¡®¥ ¤�  ��§.¤

γ
¤�¥ ¯ C1 ¨IÂIÁ£ ¦Á£Æ=°�¯b  °²ÂIÁ£ 7´1Á�´µ¡®ª�Ï®§.¤�§� 

±uÌ Á£ ¦·Ý¤í¯:±�¤¿´Ç¡®ª.Ï®§�¤�§.  «Çª�¢3°�  «µ¤�§� ¦¤ �
τ
√
ε
ï;��¡®¥ ¡®ª.¥

γ̇(t) = a(t) ~N(p) + b(t)u
¡��

u ∈ T C

p bΩ, ‖u‖ = 1, a(t) ∈ C, b(t) ∈ R.

ÓV¡®Æ=Æ2¤
B �

�
(p, τ

√
ε) ⊂ B(p, τ

√
ε)

¨È´Ç¤ ·�Á£ bÁÈ·�¯ �� ¦¤ ´µ«µ¥ ¥¦¤D±.¤ ´µÁ7±.«Ç¥ ¯¦ ¦«µÜ�§�¯b«Ç¡®ª
TCbΩ

«µÆ=Â.´µ«.��§�¤
´ ÌÎ¤íÅL«µ¥å¯b¤�ª.·�¤�±�Ì §.ª�¤�·�¡®ª.¥å¯ÕÁ£ª,¯¦¤

k > 0
¯b¤�´Ç´µ¤ ��§�¤ |a(t)| ≤ kτ

√
ε
ï<ÓV¡®Æ=Æ=¤ |b(t)| ≤ 1

ÂIÁ£ 
Á£«µ´Ç´µ¤�§. ¦¥�¨L¡®ª�Ác	

‖ ˙R′
p,ε ◦ γ(t)‖ = ‖R′

p,εγ̇(t)‖ = ‖a(t)
ε

~N(p) +
b(t)√
ε
u‖ ≤ kτ + 1√

ε
.

ÍX«Çª.¥¦«@¨
`(R′

p,ε ◦ γ) ≤ τ
√
kτ + 1

±.¡®ª.· R′
p,ε(z) ∈ U1,τ ′

2(τ)

Á�¬£¤�·
τ ′2(τ) = τ

√
kτ + 1

ï
�

� ½$�L� 
u½$��W��/Wí�e, + ¼��e,3�\78W .�� + (,���0,�
�½���W .$�����;Ë�¼��(¼]W�Ú', ��é7¡®§.¥ §�¯¦«µ´Ç«µ¥¦¤� ¦¡®ª�¥V´µ¤�¥ ¤�¥å¯b« �
Æ/Á ¯b«µ¡£ª.¥ §.¥ §.¤�´Ç´µ¤�¥ ¥ §.«Ç¬ÈÁ£ª,¯¦¤�¥A	
ÊD�,+ + � �I��Ou� �K� >��� 8�

Ω
��&�2���,7�� 8&9�0/���.X&9; 5 /���. 27�! +���?�A2�� Ck ���

p
��& �*�� 8&*�C2�� ���%.X #"�����*�?���_2��?"���&21��43T 8�/; 2��

bΩ
d 	F&�.1�/��.1��&�2K�+���D"��?��.$2���&*&9;����A��� �+��� &9��� ���% #��&'�V 8&*�%.1�B2��5 8�/��� 2���&'�� �A�'��.X�@ #� � d�@�d�@�d


�� �43T +���/�
τ0, ε0 > 0

�/��� � <B� � �*���5.A�/���5�
τ < τ0

���
ε < ε0

	

 > �*����. z ∈ Fε,τ
B � � /������+�

B(z, rz)
2�� "���&*�%.1�

z
��� 2��7. ��: ��&

rz := ‖z − π(z)‖ ����� 8&9"��!���?�
2���&'�
Ω
B

 8 > DiamKΩ
(Fε,τ) ≤ ψ1(τ)

���
ψ1(τ)

����&�2 1���.1�
0
� 1���"

τ
B

 8 8 > �*����. z ∈ Fε,τ
B �V %��,

KΩ

(
Brz,α(π(z))

)
≤ ψ2(α)

���
ψ2(α)

����&�2 1���.1�
0
� 1���"

α
d

�? ¦¤�§L¬®¤7	
«8W�ÓXÌÎ¤�¥å¯X°í¬L«Ç±.¤�ª,¯:·�Á£  ´Ç¤ÝÜ(¡£ ¦± ±.¤

Ω
¤�¥ ¯:´µ«µ¥ ¥¦¤Èï

«Ç«8W/Û$Á   ¤�Æ=«µ¥ ¤ � ´ ÌÎ¤�·ÕÔ�¤�´µ´Ç¤ R′
p,ε

¯b bÁÈª.¥ ¢3¡®  Æ2¤
Fε,τ

¤�ª
F1,τ = {(w, z) ∈ Ck,

¾À¤
w =

0, | ã Æ w| ≤ τ, |z| ≤ τ} ¤í¯
Ω

¤�ª
Ωε ≈ Σ

ï<ÓV¡£Æ2Æ=¤
B1/2 := B

(
0, 1/2

)
b Σ

¨�«Ç´
¥�Ì ¤�ª.¥¦§.«­¯ ��§.¤

B1/2 ⊂ Ωε

Â(¡£§. 
ε ≤ ε1

´Ç¡® ¦¥���§�¤
ε1

¤�¥ ¯=¥¦§��=¥¦Á£Æ2Æ=¤�ª,¯=Â8¤�¯b«­¯�ï?�?§.«Ç¥
F1,τ ⊂ B1/2

Â8¡®§. 
τ ≤ τ2

¡ �
τ2

¤�¥ ¯XÁ£¥¦¥ ¤BS×Â8¤�¯¦«Ç¯�ï.ÍX«Çª.¥¦«@¨.Â(¡£§. 
τ < τ2

¤�¯
ε < ε1

¨I¡®ª
Á

¶X«1ÁÈÆ
KΩ

(Fε,τ ) =
¶X«µÁ£Æ

KΩε
(F1,τ ) ≤

¶X«1Á£Æ
KB(0,1/2)

(F1,τ )¤í¯:«Ç´u¥¦§��=¯7±.¤²Â.  ¤�ª.±� ¦¤
ψ1(τ) :=

¶X«1ÁÈÆ
KB(0,1/2)

(F1,τ )
ï

«µ«Ç«8W/¶×Ì Á£Â. ���¥7«8W ¨
B(z, rz)

¤�¥å¯:«Çª.·�´Ç§�±IÁ£ª.¥
Ω

Â(¡£§. 
ε ≤ ε1

ïI¶:¡®ª.·
¶X«µÁ£Æ

KΩ

(
Brz ,α(π(z))

)
≤ ¶X«1ÁÈÆ

KB(z,rz)

(
Brz,α(π(z))

)
≤ ¶X«1Á£Æ

KB(0,1)
(B(0, α))

¤í¯:«Ç´u¥¦§��=¯7±.¤²Â.  ¤�ª.±� ¦¤
ψ2(α) :=

¶X«µÁ£Æ
KB

(Bα)
ï

�
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Û?ÌÎ¡®Ü � ¤í¯V±.¤7·�¤7·ÕÔIÁ£Â�«Ç¯b  ¤À¤�¥ ¯ ±uÌÎ°�¯bÁ£Ü.´µ«Ç ?±.¤�¥DÂ.  ¡®Â. ¦«Ç°�¯¦°�¥D±.¤:±�«µ´1Á ¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª.¥�Â(¡£§.  ´µ¤�¥DÁ£Â�Â.´µ«Ç·�Á �
¯b«µ¡£ª.¥ÀÓ ¾ºï.Û$¤�¥ÀÂ. ¦¡®Â� ¦«µ°í¯b°�¥7±�¤Ý´1Á�±.«Ç¥ ¯ÕÁÈª.·�¤ºÓ ¾ ��§.¤²ª.¡®§.¥7Á�¬®¡£ª.¥À±.°�¯bÁ£«µ´Ç´µ°�¤�¥ ±IÁ£ª�¥7´µÁ�ÂIÁ£ å¯b«µ¤
è ï î�ï è  bÁÈÆ ��ª.¤�ª,¯²·�¤æÂ.  ¡®Ü.´.��Æ=¤ � §�ª.¤æÆ2«Çª.¡® bÁ ¯b«µ¡£ª ±.¤�¥²±.°� ¦«­¬®°�¤�¥¿¯bÁ£ª.Ï®¤�ª,¯b«µ¤�´µ´Ç¤�¥M·�¡®Æ2Â�´µ¤íÅL¤�¥
±.¤À·�¤�¥ Á£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥�ï,çL§.  ´Ç¤ ´µ«µ¤�§�±.¤7¥ ¯b  «µ·í¯b¤ Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL«Ç¯¦°£¨L·�¤�¥DÆ=«µª.¡® ¦ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥�±.°�·�¡®§.´µ¤�ª,¯
±uÌ ¤�¥ ¯¦«µÆ2ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥Ý¥¦«ÇÆ2«Ç´1Á£«Ç ¦¤�¥X¥¦§� ¿´Ç¤�¥¿±.°�  «Ç¬£°�¤�¥¿ª.¡®  Æ/ÁÈ´µ¤�¥�ï$Û$ÁPÆ=«µª.¡£ bÁÈ¯¦«µ¡®ª ±�¤�¥¿±.°�  «Ç¬®°�¤�¥ºª.¡® ��
Æ/Á£´Ç¤�¥=±uÌÎ§.ª.¤�Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª Ó ¾e¥�Ì ¡£Ü�¯b«Ç¤�ª.ª.¤�ª,¯%��§IÁ£ª,¯ � ¤�´µ´µ¤�¥2Ï£  J£·�¤ Á£§�´Ç¤�Æ=Æ2¤P±.¤ �:¡®Â�¢ ï
¶X°�·� ¦«Ç¬£¡®ª.¥7Â. ¦°�·�«Ç¥¦°�Æ=¤�ª,¯7·�¤í¯¦¯¦¤¿Â� ¦¡�·�°�±�§. ¦¤Èï

� # � � �$� � ���?�!� ����� ��" �9�!�$" ��� �
��� �?�
� ����� �!�!��� ���$� 		�!���.���
	��0� ����� ��" �9�!�$" ��� ������� � ����� #

Û$ÁæÂ. ¦¡£Â(¡®¥ «Ç¯¦«µ¡®ª�¥ §.«Ç¬ÈÁ£ª,¯b¤Ý¢3¡®§� ¦ª.«­¯ §.ª�·�¡®ª,¯b 4;®´µ¤Ý±.¤�¥:±�°� ¦«­¬®°�¤�¥À¯ÕÁ£ª.Ï£¤�ª,¯b«Ç¤�´µ´Ç¤�¥ ·�¡®Æ2Â�´µ¤íÅL¤�¥
±uÌ §�ª.¤ÝÁ£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª2Ó ¾

F
Á£§�Æ=¡0-®¤�ª�±.¤X¥ ¤�¥ ±.°� ¦«­¬®°�¤�¥ ª.¡®  Æ/Á£´Ç¤�¥�¨�¤í¯ Â.´Ç§.¥VÂ� ¦°�·�«µ¥ °�Æ=¤�ª,¯ ÂIÁ£ 

np(F ) := 〈F ′(p)i ~N(p), i ~N(F (p))〉.
Û$¡£ ¦¥���§.¤

F
¤�¥ ¯À´1Á²¯b ¦Á£·�¤ÝÁÈ§�Ü(¡£ ¦±�±uÌÎ§.ª.¤MÁ£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª2Ô.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤:Â� ¦¡®Â.  ¤£¨L·�¤�¯ ¯b¤ ��§IÁÈª�¯¦«Ç¯¦°

·�¡ � ª.·�«Ç±.¤¿Á�¬£¤�· 〈F ′(p) ~N(p), ~N(F (p))〉 ¤�¯7 ¦¤�Â. ¦°�¥¦¤�ª,¯¦¤�±.¡®ª.·²§.ª �í¯ÕÁÈ§LÅ ±uÌÎ°�·ÕÔIÁÈÂ.Â(¤�Æ2¤�ª,¯M±.¤
F

±IÁ£ª.¥K´µÁ ±.«µ  ¤�·í¯b«µ¡£ªÝª.¡® ¦Æ2Á£´Ç¤	�Èï�Ä ´Ç´µ¤<ª�¤D·�¡®ª.·�¤� ¦ª�¤���§.¤ ´Ç¤?·�¡®Æ=Â(¡£  ¯b¤�Æ2¤�ª,¯K±.¤
F

� ´ ÌÎ«µª,¯b°� ¦«Ç¤�§. 
±.§�±�¡®Æ/ÁÈ«µª.¤Èï
4º�&� �?��W�,3� ,'��7�[K� �I� �I� >��� #��&*�

S
B
S ′ 2���� 3D(�:��*��.1���5.G`R��"���� .1;����8�+��� 2�� Ck d 	F&)&9����� κ+

B
κ−

B
κ′+

���
κ′−

�+��� 1����+���5.1�C��.1����.���� ,7�&3T 8,7���+���A��� ,0 8&* 8,7���+���V2���� ` ��.X,-���A2�� � ;!1? 2��
S
���
S ′ d

� ����.A�������/�
�������! #"$���@ #��&C698
F

��&*�%.��
S
���
S ′ ��& � 	

[κ−
κ′+
np(F )

] 1
2 ‖u‖ ≤ ‖F ′(p)u‖ ≤

[κ+

κ′−
np(F )

] 1
2 ‖u‖ ∀p ∈ S, ∀u ∈ T C

p S.

�   ¤�§�¬£¤ 	 ÓV¤í¯¦¯¦¤¿Â� ¦¡®Â8¡®¥¦«­¯b«Ç¡®ª�¤�¥å¯:Ü.Á£¥¦°�¤º¥ §. À´1Á×¢3¡®ª.·í¯b¡®  «1Á£´Ç«Ç¯¦°X±.¤²´1Á×¢3¡£ ¦Æ=¤Ý±.¤¿Û$°í¬�« 	
L(F (p), F ′(p)u) = np(F )L(p, u) ∀p ∈ S, ∀u ∈ T C

p S.
U ì�ï è W

î M



� �

��¡®§� À¬£¡®«µ À·�¤�¯¦¯¦¤º°�Ï,Á£´Ç«Ç¯b°È¨.¡®ªP·�¡®ª�¥¦«µ±��� ¦¤¿´1Á�±.°/"Iª.«­¯b«µ¡£ªP±�¤¿´µÁ�¢3¡® ¦Æ=¤²±.¤¿Û$°í¬�«�±.¡£ª.ª.°�¤¿ÂIÁ£ À´Ç¤
´µ¤�Æ2Æ=¤ è ï ìLïÎî)	
L(F (p), F ′(p)u) = 〈[F ′(p)u, F ′(p)u], i ~N(F (p))〉 = 〈F ′(p)[u, ū], i ~N(F (p))〉

= 〈[u, ū], tF ′(p)i ~N(F (p))〉 = 〈[u, ū], np(F )i ~N(p)〉 = np(F )L(p, u),

´ ÌÎ°�Ï,ÁÈ´µ«Ç¯¦° tF ′(p)i ~N(F (p)) = np(F )i ~N(p)
Â.  ¡�¬®¤�ª.Á£ª,¯
±.§Ý¢'Á£«­¯!��§.¤

F ′(p)
¯b bÁÈª.¥¦Â8¡®  ¯¦¤

TC

p S =

[i ~N(p)]⊥
¥ §. 

TC

F (p)S
′ = [i ~N(F (p))]⊥

ï
ÓV¡®Æ2Æ=¤M´µÁ�¢3¡£ ¦Æ=¤M±.¤¿ÛK°�¬�«$¤�¥ ¯7Ô.¤� ¦Æ=«Ç¯¦«µ¤�ª�ª.¤£¨.´µÁ�±.°+".ª.«Ç¯¦«µ¡®ª�±.¤�¥

κ
¨
κ′

±.¡®ª.ª�¤ºÁÈ´µ¡®  ¥ 	
{
κ−‖u‖2 ≤ L(p, u) ≤ κ+‖u‖2

κ′−‖F ′(p)u‖2 ≤ L(F (p), F ′(p)u) ≤ κ′+‖F ′(p)u‖2 ∀u ∈ TC

p S.

Û$Áæ·�¡®ª.·�´µ§.¥ «µ¡®ª ¤�¥å¯7«µÆ=Æ2°�±.«1ÁÈ¯¦¤£ï
�

� # � � " ����� " ��� ��� � � � �!��� #
Û$¤×´µ¤�Æ=Æ=¤×±.¤ �7¡®Â�¢D·�´µÁ£¥¦¥ «&��§.¤æÁ£¥ ¥¦§.  ¤ ��§�¤�´µ¤�Ï® ¦Á£±.«Ç¤�ª,¯Ý±uÌÎ§.ª.¤�¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª�±uÌÎ¤íÅLÔIÁ£§�¥ ¯b«Ç¡®ª

Ü(¡£ ¦ª.°�¤
p.s.h

��§.«<¤�¥ ¯Ý´Ç«µ¥¦¥ ¤�� §.¥���§uÌ ÁÈ§�Ü8¡®  ± ¤�¥å¯Ýª.¡®ª�ª�§.´@¨(¤í¯Ý±.«µ  «µÏ®°¿¥¦¤�´µ¡®ª�´1Á/ª.¡£ ¦Æ2Á£´µ¤¿¥¦¡®  �
¯ÕÁ£ª,¯¦¤£ï8ÛK¤�¥XÆ=«µª�¡® bÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥ ±.¤�¥:±.°�  «Ç¬£°�¤�¥:ª.¡®  Æ/Á£´Ç¤�¥À±.¤�¥MÁ£Â.Â�´µ«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ Ô.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤�¥ Â.  ¡®Â.  ¤�¥
¥¦¡®ª,¯7Ï®¡®§L¬®¤�  ª.°�¤�¥:Â.Á£ À§.ª.¤Ý¬®¤� ¦¥¦«Ç¡®ª,��§.Á£ª,¯b«.".°�¤²±.§P´µ¤�Æ=Æ=¤M±.¤ �:¡®ÂL¢ 	
ÊD�,+ + ��[u��[u� � *��P� � �U9��
>��� 8�

D
��& 2���,7�� 8&9�A2��

Ck ���
χ ∈ C1(D)

��&9� ` ��&9"��% #��&
p.s.h&9;#<����@ 1�� ����.

D
��� &*���8�+� ��&

q ∈ bD
d�>��� 8�

ε
�����\<B�*�

Bε(q) ⊂ D
���
M := min{|χ(z)|, z ∈

Bε,α(q)} d�� �+��.1� χ(qt) ≤ −Mαt

4πε

�*����.
t ≤ ε

���F2���&9" ‖~∇χ(q)‖ ≥ Mα

4πε

d
�? ¦¤�§L¬®¤7	 ç�¡®«Ç¯

Dε

´µ¤æÂIÁÈ bÁ£Æ=°�¯¦ bÁ£Ï®¤=§.ª.«­¯ÕÁ£«Ç ¦¤�±.§B±.«µ¥���§�¤/·�¡£Æ2Â.´Ç¤íÅL¤=±.¤/·�¤�ª,¯b  ¤
qε

ÂIÁ£¥ ¥bÁ£ª,¯
ÂIÁ£ 

q
¨ ��§.«�¤�ª�¬£¡®«µ¤

qε
¥ §. 

0
¤í¯
q

¥¦§.  −ε ïI¶MÁ£ª.¥V·�¤MÂIÁÈ bÁ£Æ=°�¯¦ bÁ£Ï®¤È¨
Bε,α(q)∩Dε

·�¡£ ¦ ¦¤�¥¦Â8¡®ª.±
�

Dε ∩{ ¾À¤
z > ε cosα} ï�Û$Áº  ¤�¥å¯b ¦«Ç·�¯¦«µ¡®ª

χ̃
±.¤
χ

�
Dε

¤�¥ ¯V§.ª.¤:¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª=¥¦¡®§�¥�� Ô.Á£ ¦Æ=¡®ª.«.��§�¤
ª.°�Ï®ÁÈ¯b«­¬®¤P¥¦§. 

Dε

¬®°� ¦«�";Á£ª,¯
χ(qt) = χ̃(−ε + t)

¨
χ̃(εeiθ) ≤ −M Â8¡®§. 

θ ∈ [−α, α]
¤�¯

χ(−ε) = 0
ïI©:ªP·�Á£´Ç·�§.´(¢'Á£·�«Ç´µ¤M¥ §. À´µ¤Ýª.¡0-,ÁÈ§�±.¤¿��¡£«µ¥¦¥ ¡®ª ±.¡®ª.ª�¤º±.¡£ª.·K	

χ(qt) = χ̃(−ε + t) ≤ 1

2π

∫ π

−π

ε2 − (ε− t)2

| − ε+ t− εeiθ|2 χ̃(εeiθ)dθ

≤ −M
2π

∫ α

−α

ε2 − (ε− t)2

| − ε+ t− εeiθ|2 dθ ≤ −Mα

π

t(2ε− t)

4ε2
≤ −Mαt

4πε
.

�

Bε,α(q)

2α

qε

Ω Bε(q)

q

���	��
�ìLï è � é:¡£¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ ±IÁ£ª�¥7´Ç¤Ý´µ¤�Æ2Æ=¤M±.¤ �:¡£Â�¢ ï
ÍX«Çª.¥¦«@¨D§�ª.¤6Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª Ô�¡®´µ¡®Æ=¡®  Â.Ô.¤PÂ. ¦¡®Â� ¦¤ ¤�ª�¯¦ ¦¤ ±�¤�¥�±.¡®Æ2Á£«Çª.¤�¥

Ω
¤í¯

Ω′ Â8¡®¥¦¥���±.¤� bÁ
±.¤�¥×±.°�  «Ç¬®°�¤�¥�ª.¡£ ¦Æ2Á£´µ¤�¥×¤�ª

p
±uÌ ÁÈ§�¯ÕÁ£ª,¯�Â�´µ§.¥ºÏ® bÁ£ª�±.¤�¥ ��§uÌÎ¤�´Ç´µ¤/°�´µ¡®«ÇÏ®ª.¤

p
±.¤

Bε,α(p)
¨
·�¤�¯

°�´Ç¡®«µÏ®ª�¤�Æ=¤�ª,¯ °�¯bÁ£ª,¯ ��§.Á£ª,¯b«.".°¿Â.Á£  §.ª.¤Ý¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª
p.s.h

ª�°�Ï,ÁÈ¯¦«Ç¬£¤¿¥ §. 
Ω′ ï;�? ¦°�·�«µ¥ °�Æ=¤�ª,¯ 	
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4º�&� �?��W�,3� ,'��7 [u��[u��[u��>��� #��&*�
Ω,Ω′ 2�����2���,7�� 8&9��� 5 /���. 2��)�! +���?����2�� Ck d 	F& ���?���*�?�?�

<B� �
Ω′ �*�?��� C$2�� �5&9� ` ��&9"��% #��& p.s.h &9;#<����% 1��)�! +���?� ����.

Ω
′ d >��� 8�

p ∈ bΩ
d � ����.:�/��������������! #"$���@ #��&:(*���+��,-��. �*(*�

F : Ω → Ω′ �! +���?�V���5. Ω
<B�� 1�;�.X BF�

χ(F (p)) = 0
���
χ ≤ −M���5.

F (Bε,α(p))
B ��&�� 	

np(F ) ≥ Mα

4πε‖~∇χ(F (p))‖
.

�   ¤�§�¬£¤ 	 ÛK¤²´µ¤�Æ2Æ=¤X±�¤
�7¡®Â�¢<Á£Â.Â.´Ç«&��§.° �
χ ◦ F Ï,ÁÈ bÁ£ª,¯b«­¯ ��§.¤

‖~∇χ ◦ F (p)‖ ≥ Mα

4πε
.

ÓV¡®Æ2Æ=¤
χ

¤�¥ ¯Ýª�°�Ï,ÁÈ¯¦«Ç¬£¤�¥¦§. 
Ω′ ¤�¯Xª�§�´µ´µ¤º¤�ª

F (p)
¨ ~∇χ(F (p))

¤�¥ ¯Mª.¡®ª ª�§.´�¤�¯Ý±.«Ç ¦«ÇÏ®°ºÂ.Á£ 
~N(F (p))

ï�&Mª�ÁæÁ£§�¥¦¥¦« ~∇χ ◦ F (p) ∈ 
 ¤�·�¯ R

(
~N(p)

) ïIÍX«µª�¥¦« ¨

np(F ) = 〈F ′(p) ~N(p), ~N(F (p))〉 = −‖~∇χ(F (p))‖−1〈F ′(p) ~N(p), ~∇χ(F (p))〉
= −‖~∇χ(F (p))‖−1〈~∇χ ◦ F (p), ~N(p)〉 = ‖~∇χ(F (p))‖−1‖~∇χ ◦ F (p)‖
≥ Mα

4πε‖~∇χ(F (p))‖
.

�

χ ≤ −1

Bε,α(p)

2α

pε

p

Ω

Ω′

F (p) ∈ {χ = 0}

F

Bε(p)

���	��
8ìLï ì � çL«­¯b§IÁ ¯b«µ¡£ª/¯ -�Â.«&��§.¤¿±uÌ Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª�±.§P´µ¤�Æ=Æ=¤M±.¤ �:¡®ÂL¢ ï

� #�� � 	 	@�!��� � ���!�?��� ��� �
	�� ���!� �0�
�0�����?� � ��� #

Ä?ª ·�¡£Æ�Ü.«µª.Á£ª,¯ ´µ¤Ý´Ç¤�Æ=Æ2¤:±.¤ �:¡®ÂL¢<Á�¬®¤�·²´1Á×Â.  ¡®Â8¡®¥¦«­¯b«µ¡£ª ìLï è ï è ±.Á£ª.¥À±.«PO(°�  ¤�ª,¯b¤�¥ ¥¦«­¯b§IÁ �
¯b«µ¡£ª.¥�¨.¡£ªP¡£Ü�¯b«Ç¤�ª,¯À±.¤�¥À¬ÈÁ£ ¦«µÁ£ª,¯b¤�¥ ±.§�Â� ¦«µª�·�«µÂ8¤ÝÏ®°�ª.°� ¦Á£´K¥¦§.«­¬ÈÁ£ª,¯A	
��©:ª�¤²¢'ÁÈÆ2«Ç´µ´µ¤7±uÌ Á£Â.Â.´Ç«µ·�ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ÀÓ ¾  ¦Á£±.«µÁ£´µ¤�Æ2¤�ª�¯ ª.¡®ª � °���§.«µ·�¡®ª,¯b«Çª�§�¤¿±�«µ´1Á ¯ÕÁÈ¯¦¤X´1Á�±.«Ç¥ ¯bÁ£ª.·�¤

Ó ¾¿ï �
é:¡®§.¥�±�°�·�  «Ç¬£¡®ª.¥ � Â. ¦°�¥¦¤�ª�¯æ¯¦ ¦¡®«Ç¥�¥¦«­¯b§IÁÈ¯¦«µ¡®ª�¥×Â8¡®§. �´µ¤�¥���§.¤�´µ´µ¤�¥�·�¤ Â.  «µª.·�«µÂ8¤/¥ ¤P·�¡®ª.·� ¦°�¯¦«µ¥ ¤
¤�¯�Æ ��ª�¤ � ±�¤�¥�±.«Ç´1ÁÈ¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥Ý¤�O�¤�·�¯b«­¬®¤�¥�±.¤�¥º¡®§�¬®¤�  ¯¦¥�±.¤�¥å¯b ¦«Ç·�¯¦¤/Â.¥ ¤�§.±.¡�·�¡£ª�¬£¤íÅL«Ç¯¦°�ÂIÁ£ ¿´µ¤�¥
Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ª.¥VÔ.¡£´µ¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.¤�¥ Â.  ¡®Â.  ¤�¥�ï



� �

¸��A+ ¼!,27$��W �8�3�;Ë�¼I�3�,+B��7(� . (
	 7',=W ��¼.�6½87$� � �\781£�e,3��7
p.s.h

� é7¡®§.¥¿°�¯b§�±.«µ¤� ¦¡®ª.¥²´Ç¤�¥
±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�¥�  °�·�§� ¦ ¦¤�ª,¯b¤�¥
¥¦¡®§.¥�§.ª.¤ Ô -�Â8¡£¯bÔ���¥¦¤ ±uÌÎ¤íÅL«µ¥å¯b¤�ª�·�¤ ±.¤D¢3¡®ª.·í¯b«µ¡£ª

p.s.h
±.°+"Iª�«µ¥¦¥¦Á£ª,¯b¤

Ï®´µ¡£ÜIÁ£´µ¤Èï
4º�&� �?��W�,4�e,'��7 [K��Qu� �I��>��� 8�

Ω ⊂ Ck �5& 2���,7�� 8&9� �*�?���?;$2���&*�C�5&9� ` ��&9"��% #��&
p.s.h

�! +���?�0���2�; B &* +���B��&*��� <��+� /����+�
χ
d >��� 8�

p ∈ SPC(bΩ)
d 
�� �43T +�����02����-"���&'���#��&*�����

c, τ, ε0 > 0
�����8�+���

<B� �-�*���5. �/���5�/�H���5�/�����������! #"$���% #��& (*���+��,-��. �*(*�-��.1����.1�
F

2��
Ω

�! +���?�3����.
Ω
1�;�.X B ��&*�

F (pε) ∈ {χ ≤ −1} B ��& � 	
‖F ′(q)u‖ ≥ c√

ε
‖u‖ ∀q ∈ B

���
(p, τ

√
ε), ∀u ∈ TC

q bΩ���
F
(
B

���
(p, τ

√
ε)
)
⊃ B

� �
(F (p), cτ) ∀ε ≤ ε0.�? ¦¤�§L¬®¤7	 ç�¡®«Ç¯

F
§.ª.¤ ¯b¤�´µ´Ç¤ Á£Â.Â.´Ç«µ·�Á ¯b«µ¡£ªuïe&MªºÂ8¤�§L¯
¥ §.Â.Â8¡®¥¦¤� 

bΩ
·�¡£ª�¬£¤íÅL¤ ¤�ª

p
¤í¯
§L¯b«µ´Ç«µ¥ ¤� u´Ç¤�¥

ª.¡£¯bÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥ «Çª�¯¦ ¦¡�±.§.«­¯b¤�¥V±IÁ£ª.¥À´1Á�±�°+"Iª.«­¯b«Ç¡®ª è ï ìLï % U4¬®¡®«Ç  ´1Á "IÏ£§. ¦¤ºìLï ê�WíïIçL¡®«µ¤�ª,¯
ε0, τ0, ψ1, ψ2±.¡®ª.ª�°�¥ÀÂIÁ£ À´µ¤Ý´Ç¤�Æ=Æ2¤ è ï ë�ï Þ�¨

ε ≤ ε0
¤�¯
δ > 0

¯b¤�´ ��§.¤
χ(z) ≤ −1

¤�¯
dK(x, z) ≤ δ =⇒ χ(x) ≤ −1/2.çL¡®«Ç¤�ª,¯

0 < τ2 ≤ τ0
¤�¯
α > 0

¯b¤�´µ¥ ��§�¤
ψ1(τ2) + ψ2(α) < δ

ï8á
«­ÅL¡®ª�¥
z ∈ Fε,τ2

¤�¯:ª.¡£¯b¡£ª.¥
q := π(z)

´1ÁÝÂ. ¦¡ � ¤�·�¯¦«µ¡®ª2¡®  ¯¦Ô.¡®Ï®¡£ªIÁ£´µ¤ ±�¤
z

¥¦§. 
bΩ

¤�¯
rz := ‖z− q‖/2 ï�¶×Ì ÁÈÂ. ���¥V´µ¤À´Ç¤�Æ=Æ2¤

è ï ë�ï Þ�¨I´1Áæ±.«µ¥å¯ÕÁ£ª.·�¤×±.¤ �:¡£ÜIÁ -,Á£¥ Ô.«
¤�ª�¯¦ ¦¤
pε

¤�¯X¯¦¡®§�¯:Â(¡£«µª,¯7±.¤
Brz,α(q)

¤�¥å¯M«Çª�¢3°�  «µ¤�§� ¦¤ �
δ
ï

�?§.«µ¥���§�¤
F

·�¡®ª,¯¦ bÁ£·í¯b¤æ·�¤í¯¦¯b¤�±�«µ¥ ¯bÁ£ª.·�¤£¨
dK

(
F (pε), z

′) < δ
Â8¡®§. X¯¦¡®§�¯

z′ ∈ F
(
Brz ,α(q)

) ¨
±.¡®ª.·

χ ◦ F ≤ −1/2
¥¦§.  Brz ,α(q)

ï

Fε,τ2

2α

bΩ

�������
K

( ⋃

q∈Fε,τ2

(Brz,α(q))
)
≤ δ

p

pε

q

z

Brz ,α(q)

� �	��
(ìLï ê � é7¡£¯ÕÁ ¯b«µ¡£ª.¥ Â8¡®§. À´1Á�Â.  ¤�§�¬£¤º±�¤¿´µÁ�Â. ¦¡®Â8¡®¥ «Ç¯b«Ç¡®ª ìLï ê�ï è ï
³�¡®§ � ¡®§. ¦¥Ý±�Ì Á£Â� ���¥Ý´Ç¤�´µ¤�Æ2Æ=¤ è ï ë�ï ÞL¨

B(z, rz) ⊂ Ω
ï?&Mª�Â(¤�§�¯²±.¡®ª�·æÁ£Â.Â.´Ç«&��§.¤� X´1Á�Â.  ¡ �

Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª�ìLï ì�ï ì �
F

Á£§ Â(¡£«µª,¯
q
¨.¡®ªP¡®Ü�¯b«Ç¤�ª,¯A	

nq(F ) ≥ α

4πrz‖~∇χ(q)‖
≥ α

2πε‖~∇χ‖∞
=:

k

εU'¡®ª  ¦¤�Æ2Á£ ���§�¤ ��§.¤
rz ≤ ε/2

ÂIÁ£ �·�¡®ª,¬®¤ ÅL«Ç¯b° Wíï²ç�«
κ−

±.°�¥ «µÏ®ª.¤ ´µ¤ Æ2«Çª.«µÆ�§�Æ ±.¤�¥�¬£Á �
´µ¤�§. ¦¥�Â.  ¡®Â.  ¤�¥æ±.¤ ´1Á�¢3¡®  Æ2¤�±�¤�ÛK°í¬L« ¥ §. æ§.ª�¬®¡®«Ç¥¦«µª.Á£Ï®¤�±.¤

p
±IÁ£ª�¥ SPC(bΩ)

¤�¯
κ+ :=

maxbΩ ‖L(x, ·)‖ ¨.´µÁ�Â. ¦¡£Â(¡®¥ «Ç¯¦«µ¡®ªPìLï è ï è Æ2¡®ª,¯¦ ¦¤ ��§uÌÎ¡®ª�Ác	
‖F ′(q)u‖ ≥ c√

ε
‖u‖ ∀u ∈ TC

q bΩ

Á�¬®¤�·
c := (kκ−κ

−1
+ )−

1
2
ïDÓV¤í¯¦¯¦¤P¤�¥ ¯¦«µÆ2ÁÈ¯b«Ç¡®ª�¤�¥å¯æ¬£ÁÈ´1Á£Ü.´Ç¤�¥¦§� 

π(Fε,τ2) = Uε,τ2

±.¡®ª.· ¥ §. 
B �

�
(p, τ

√
ε) ⊂ Uε,τ2

U3Â. ¦¡®Â8¡®¥ «Ç¯b«Ç¡®ª è ï ìLï ßTWíï�&Mª�·�¡®ª.·�´µ§�¯7Ï® 5J£·�¤ � ´µÁ�Â. ¦¡®Â8¡®¥ «Ç¯b«Ç¡®ª è ï ìLï Þæ·�Á£ 
F

¤�¥å¯7§.ª�±�«PO(°�¡®Æ=¡® ¦Â�Ô.«µ¥ Æ2¤:´µ¡�·�Á£´(¥¦§.  SPC(bΩ)
ï



�
�
%�� 	 	\�P� � � ���"�?� � ��� 1B�Bd �?��� � � �/��� ����� ���

�
� �

¸ � +B¼],27$��W�Ê �63¦�*(��8½��2,3���0W£� ��¡®§. Ý°�¯¦§.±.«Ç¤� Ý´1Á2±�-�ªIÁ£Æ=«&��§.¤�ª.¡®ª �  ¦°�·�§.   ¦¤�ª�¯¦¤æ¥¦§. Ý´Ç¤�¥Ý±.¡ �
Æ/Á£«Çª.¤�¥×Û � �   °�Ï®§.´Ç«µ¤� ¦¥�¨$´Ç¤�¥×¢3¡®ª�·�¯b«Ç¡®ª.¥

p.s.h
��§�¤�ª.¡®§.¥�·�¡®ª.¥å¯b ¦§�«µ¥¦¡£ª.¥�¥¦¡£ª�¯�¥¦¤�§�´µ¤�Æ=¤�ª,¯æ´Ç«µÂ �

¥¦·ÕÔ.«­¯1S�«Ç¤�ª.ª�¤�¥�ï£é:¡®§�¥<§�¯b«Ç´µ«Ç¥¦¤�  ¡®ª.¥�Á£´Ç¡® ¦¥�´1Á7Â. ¦¡®Â8¡®¥ «Ç¯b«Ç¡®ª¿¥¦§.«­¬£ÁÈª�¯¦¤£ï ã ª,¯b ¦¡�±.§.«Ç¥¦¡®ª�¥<Â(¡£§. �´@Ì °�ª.¡®ª �
·�¤� À§.ª�¤¿ª�¡£¯ÕÁÈ¯¦«µ¡®ª�ï.��¡£§. 

p ∈ bΩ
¨8¡£ªPÂ8¡®¥ ¤7	

Aε(p, τ) :=
⋃

q∈B �
�
(p,τ)

Bε, π
2
(q).

4º�&� �?��W�,3� ,'��7 [u��Qu��[u��>��� 8�
Ω

��&b2���,7�� 8&9�V�*�?���'2��?"���&21��435� 5 /���.$23�! +���?� 2�� Ck ���
χ ∈

PSH−(Ω)∩C0(Ω)
d 	F&-���?���*�?�?� <B�*�

χ
�����
&*���8�+� ���

L
�/�! �*�?"�(� 8���B #��&*&9� ��& �/���5� �*�� 8&*� 2
4 ��&��� 1���.X�

U ⊂ bΩ
d 6 ��&'�� %2�;�.1��&'�0��&&B & �5&9� /����5�+�

B
���

(p, τ)
.1��� ���@ 1���,-��&*� "���, �'��"����N2���&'�

SPC(bΩ)
d 
�� �43T +�����)��&9�3"���&'���#��&*���

c = c(τ, L)
�*���5.c� � <B�*���8�+�)�/���5�/� ���5�/�����������! #"$���% #��&(*���+��,-��./�*(*� ��.1����.�� 2��

Ω
�! +���?� ���5.

Ω
�/���8�+�6<B�*�

F (p) ∈ U
1�;�.X BF� 	

F
(
Aε(p, τ)

)
⊂ {χ ≤ −1} =⇒ F

(
B

���
(p, τ)

)
⊃ B

���
(F (p),

c

ε
).

�   ¤�§�¬£¤ 	 &Ýª²Â8¤�§�¯$Â� ¦¡®´Ç¡®ª.Ï®¤� 
χ

� §.ªÝ¬£¡®«µ¥ «µªIÁ£Ï£¤
±.¤
bΩ

¯b¡®§�¯$¤�ª²´1ÁV·�¡®ª.¥¦¤�  ¬ÈÁ£ª,¯
L
� ÛK«µÂ.¥ ·ÕÔ.«Ç¯$S�«Ç¤�ª.ª.¤

¤�ª�¯¦¡®§�¯7Â8¡®«µª,¯7±.¤
U

ï8ÛK¤¿´µ¤�Æ=Æ=¤Ý±.¤ �7¡®Â�¢Dì�ï ìLï è Á£Â.Â.´Ç«&��§.° �
χ ◦ F ±IÁÈª.¥

D(pε, p)
Æ=¡®ª,¯b  ¤

��§�¤7	
χ ◦ F (p+ t ~N(p)) ≤ − α

4πε
t.

�
Á£ 7Á£«Ç´µ´µ¤�§. ¦¥�¨

F (p+ t ~N(p)) = F (p) + tF ′(p) ~N(p) +O(t2)

= F (p) + tnp(F ) ~N(F (p)) + t ~R +O(t2)

¡�� ~R
¤�¥ ¯V´1Á²Â. ¦¡ � ¤�·�¯¦«µ¡®ª2¡®  ¯¦Ô.¡®Ï®¡®ª.Á£´µ¤À±.¤

F ′(p) ~N(p)
¥¦§. 

TF (p)bΩ
ï�ã ´;¤ Å�«Ç¥ ¯¦¤X·�´µÁ£«µ  ¤�Æ=¤�ª,¯D§.ª

Â(¡®«Çª,¯
qt

±.¤
bΩ

¯b¤�´ ��§.¤
F (p) + t ~R = qt + O(t2)

ï?çL«
t

¤�¥ ¯�¥¦§��=¥bÁÈÆ2Æ=¤�ª,¯�Â8¤�¯¦«Ç¯�¨
χ

¤�¥å¯
L
� ´µ«ÇÂ.¥¦·ÕÔ.«­¯1S�«µ¤�ª�ª.¤M¤�ª

qt
ï�&MªPÁæ±.¡®ª.·K	

α

4πε
t ≤ |χ ◦ F (p+ t ~N(p))| = |χ

(
qt + tnp(F ) ~N(F (p)) +O(t2)

)
|

≤ |χ(qt)| + Ltnp(F ) +O(t2) = Ltnp(F ) +O(t2).

Ä ª ¢'Á£«Ç¥bÁ£ª,¯ ¯b¤�ª.±.  ¤
t
¬®¤� ¦¥

0
¨.·�¤�·�«$ª.¡£§.¥À±.¡®ª.ª.¤

np(F ) ≥ α

4πLε
.

&Ýª�·�¡®ª�·�´µ§L¯X¤�ª §�¯b«Ç´µ«Ç¥bÁ£ª,¯7´µ¤�¥:Â.  ¡®Â8¡®¥¦«­¯b«µ¡£ª.¥:ìLï è ï è ¤�¯ è ï ì�ï Þæ·�¡®Æ=Æ2¤²±IÁÈª.¥X´µÁ2Â.  ¤�§�¬£¤�Â. ¦°�·�° �
±.¤�ª,¯b¤Èï

�

¸ � +B¼],27$��W 1®��7(»8� �K��W£� ¶MÁ£ª.¥V´ ÌÎ°�¯b§�±.¤MÆ=°�¯b  «&��§.¤:±.¤�¥ Ô -�Â(¤� ¦¥ §.  ¢'Á£·�¤�¥:Ó ¾ ��§�¤Ýª.¡®§.¥ Æ=¤ �
ª.¡®ª.¥�ÁÈ§�·ÕÔIÁ£Â.«­¯b  ¤/î.¨�´µ¤�¥º¢3¡®ª.·í¯b«Ç¡®ª.¥

p.s.h
ª�°�Ï,ÁÈ¯¦«Ç¬£¤�¥�ªIÁ ¯b§.  ¤�´µ´Ç¤�¥¿¥¦¡®ª,¯�´Ç¤�¥¿¢3¡®ª.·�¯¦«µ¡®ª�¥×¥¦§�Â �

Â(¡® å¯b¥ −Λx := −〈 ~N(x), ·〉 ïÈ��¡®§. �·�¤í¯?°�ª.¡£ª.·�°È¨£ bÁÈÂ.Â(¤�´µ¡®ª�¥ ��§uÌÎ§.ª.¤ Á£Â�Â.´µ«Ç·�ÁÈ¯¦«µ¡®ª¿Ô.¡®´Ç¡®Æ2¡£ ¦Â.Ô.¤
F

¤�ª�¯¦ ¦¤�±.¤�¥�±.¡®Æ2Á£«µª�¤�¥
Ω, Ω̃

¤�¥ ¯�±�«Ç¯b¤�Â. ¦¡£Â. ¦¤�  ¤�´1Á ¯b«Ç¬£¤�Æ=¤�ª,¯ � §.ª)¡®§�¬£¤�  ¯
U ⊂ bΩ

¥ «
F ∈ C∞(Ω ∪ U)

¤í¯
F (U) ⊂ bΩ̃

ï
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Ω
B

Ω̃
2���� 2���,7�� 8&9��� 2��

Ck 5 /���. 2����! +���?��� ���
U

��& ���,1���.X�.1��� ���@ 1���,-��&*� "���, �'��"��F2���&'� SPC(bΩ)
d >��� 8�

W
�5& ��� 1���.X�F2�� SPC(bΩ̃)

�����'<B�*�
Λx

������*�?�� 8�@ 1��
���5.
Ω̃
�*���5.7�������

x ∈ W
d 	F& &9�����

κ1
���
κ2

� �7���!� �A�*���% 8���c��� � � ���!� �
<�. ��&�2��2���� 1����+����.�� ��.�����.1���-2��K� �6` ��.X,-� 2��0� �!1? ����.
U

���
W
d�>��� 8�

p ∈ U
���
ε, τ

2���� 33.�;���� ����@.X #"��/��,-��&*���*�?�� 8�@ `1�A�/��� � <B�*�
B

���
(p, τ) b U

���
Bε(q) ⊂ Ω

�*���5.A�/���5�
q ∈ B

���
(p, τ)

d
>��� 8�

F : Ω −→ Ω̃
��&9�K�������! #"$���% #��&3(*���+��,-��./�*(*� ��.1����.1�
.���� ���% 1���,-��&*� 5 U �����8�+� <B� �

F (p) ∈ W
d 	F& 2�; B &* 8�

M := min
{
|Λx(z)|, x ∈ W, z ∈ F

(
Aε(p, τ)

)}
.

� �+��.1�
F
(
B

���
(p, τ)

)
⊃ B

���
W

(
F (p),

[
κ1

8κ2

M

ε

] 1
2

τ

)
.

�? ¦¤�§L¬®¤7	 Û$¤�¥¿¢3¡£ª.·�¯¦«µ¡®ª.¥ −Λx

¥¦¡®ª,¯
p.s.h

ª.°�Ï,ÁÈ¯¦«Ç¬®¤�¥º¥ §. 
Ω̃

¨K±�¤2Ï® ¦Á£±.«Ç¤�ª,¯b¥²ª.¡®  Æ2°�¥�ï���¡£§. 
¯b¡®§L¯ÝÂ(¡£«µª,¯

q ∈ U
±�¡®ª,¯²´ ÌÎ«µÆ2Á£Ï®¤×Â.Á£ 

F
¤�¥ ¯¿±IÁ£ª.¥

W
¨u´µÁ�Â. ¦¡®Â8¡®¥ «Ç¯b«Ç¡®ª6ìLï ìLï ì/Æ2¡£ª�¯¦ ¦¤ ��§.¤

nq(F ) ≥ M/8ε
ï?&Mª ¯b«µ  ¤�±.§�´Ç¤�Æ=Æ2¤×ìLï è ï è ´@Ì ¤�¥ ¯¦«µÆ2ÁÈ¯b«Ç¡®ª�¥ §.«Ç¬ÈÁ£ª,¯¦¤�¥¦§. M´Ç¤�¥M±�°� ¦«­¬®°�¤�¥²±.¤

F¤�ªP·�¤�¥7Â8¡®«Çª�¯¦¥V	
‖F ′(q)u‖ ≥

[
κ1

8κ2

M

ε

]1/2

‖u‖, ∀u ∈ TC

q bΩ.

Û$ÁæÂ� ¦¡®Â8¡®¥¦«­¯b«Ç¡®ª è ï ìLï ÞæÁÈÂ.Â.´µ«.��§.°�¤ �
F : F−1(W ) −→W

±.¡£ª.ª.¤ºÁ£´µ¡®  ¥ 	

F
(
B �

�
F−1(W )(p, τ)

)
⊃ B �

�
W

(
F (p),

[
κ1

8κ2

M

ε

] 1
2

τ

)
.

ÓXÌ ¤�¥ ¯7´ ÌÎ«µª�·�´µ§�¥¦«µ¡£ª�¥¦¡®§�ÔIÁ£«Ç¯¦°�¤²Â.§.«Ç¥���§.¤
B �

�
F−1(W )(p, τ) ⊂ B �

�
U (p, τ)

ï
�

é:¡®§.¥²±.°í¯ÕÁ£«Ç´µ´Ç¡®ª.¥X±.Á£ª.¥²´1Á�Â.  ¡®Â(¡£¥¦«Ç¯¦«µ¡®ª�¥¦§.«­¬£ÁÈª�¯¦¤æ´µ¤�¥²¥ «Ç¯b§.ÁÈ¯b«Ç¡®ª.¥M±IÁÈª.¥²´µ¤�¥���§.¤�´Ç´µ¤�¥²ª.¡£§.¥
Á£´µ´Ç¡®ª.¥2Á£Â.Â.´Ç«&��§.¤� /·�¤�´µ¤�Æ=Æ=¤�±IÁÈª.¥�´µ¤�·ÕÔIÁ£Â.«­¯b  ¤ î.ï çLÁ�Â. ¦¤�§�¬®¤�±.°�·�¡®§�´µ¤ ±.«Ç ¦¤�·�¯b¤�Æ2¤�ª,¯�±.§
´µ¤�Æ2Æ=¤ÝìLï ê�ï ê�¤�¯7±.¤²´1Á "IÏ®§� ¦¤¿ìLïÎî.ï
4º�&� �?��W�,4�e,'��7 [K��Qu� Z$� >��� #��&*�

Ω
B
Ω̃
2���� 2���,7�� 8&9���72��

Ck d �?�� #��&*� U ���
W

2���� ���,1���.X� �.1��� ���@ 1���,-��&*�V"���, �'��"�� �-2���&'� SPC(bΩ)
��� SPC(bΩ̃)

d 	F&L���J���*�?�?� <B�*�
Λx ≥ 0

����.
Ω̃�*���5.K�/���5�

x ∈ W
d��  35��&'� 2����A�*�� 8&*� �

p ∈ U
B
a ∈ W

��� 2����7.1;���� �
ε0, τ > 0

�/��� ��<B� �
B

���
(p, τ) b U

���
Aε0(p, τ) ⊂ Ω

d
>��� 8� Fp,a

� � `R��,0 8�8�+�02����7�������! #"$���% #��&'� (*���+��,-��./�*(*���
F : Ω −→ Ω̃

��.�����.1���N.���� ���% 1����,-��&*� 5 U 1�;�.X B ��&*� F (p) = a
d

� d � ������� "���, �'��"��
K

2��
Ω̃
����� �����?�?"� #;��A��&9�N"���&'��� ��&*�/�

c(K) > 0
�/���8�+� <B� �
	

∀F ∈ F :
(
F (p) ∈ W

���
F (Aε0(p, τ)) ⊂ K

)
=⇒ F (B

���
(p, τ)) ⊃ B

� �
W (F (p), cτ).

@�d��  35��&'�
λ > 0

���
0 < η < λ

d 
�� �43T +���/�A�5&9�0"���&'���#��&*�/�
c(η) > 0

�/���8�+�6<B�*�
	
∀ε ≤ ε0, ∀F ∈ Fp,a :

F (Aε(p, τ)) ⊂ {Λa ≥ λ} =⇒ F (B
���

(p, τ)) ⊃ B
���
W

(
a, c(η)τ√

ε

)
∩ {Λa ≤ λ− η}.
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%�� 	 	\�P� � � ���"�?� � ��� 1B�Bd �?��� � � �/��� ����� ���

�
��%

� d�>��� 8�
y ∈ W\{a} ���

η < d(a, y)
d 
X� �43T +���/�A�5&9�0"���&'���#��&*�/�

c(η) > 0
�/���8�+� <B�*� 	

∀ε ≤ ε0, ∀F ∈ Fp,a :

F (Aε(p, τ)) ⊂ B(y, η) =⇒ F (B
���

(p, τ)) ⊃ B
� �
W

(
a, c(η)τ√

ε

)
\B(y, 2η).

�N�A���!� ��B �+���)"���&'��� ��&*�/���
c(K)

���
c(η)

&9�c2�;/�*��&�2���&*� <B�*�)2���� 1����+����.1�)2�� � � ` ��.�,-� 2���
;!1? ���5.
U
���
W
d � ��� �*�� 8&*�8� � B @ ��� �
.1��������&*��1?. �� +� �*����. 2���� "���&'���#��&*�����F,-�� 8�@ #; �+��.��E<B�*�

Ω, Ω̃
�?��&*� .1��, ��� ��"�;��C�'��.A2�� �*���% 8����� �*��.X�@��.�/����@ #��&'�A���-�?��&'� 2�� �A�����B2���. : �*����.!1?� <B�*�

U���
W

�?�� #��&*� ��� 3 `R�� /B�+��,-��&*� �*��.X�%�5.�/�;��
���c�?��&'� C2 d

p

F (p) = a

F (p) = a

U

y0

Ω

F
`
B �

�
(p, τ)

´

Aε(p, τ)

F

F

W

eΩ

W

eΩ

F
`
Aε(p, τ)

´

{Λa = λ}
{Λa = λ − η}

{Λa =
3

4
}

F
`
Aε(p, τ)

´

y {Λa = 0}

���	��
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C2 t

�o�<�  #¡£¢<¤�¥§¦*¨ª©I¦ «�¦­¬<¢<® ¢}¥§¦*¤¯¨�°�±G® ²�¬<¦*¤³«�¦
ρ
¦*¨ ´ª¨ µ�°u¢<¨¶¥«�¦·¤�¥�±:¢<©\¥§¦­µ�¤�¦*´�«�°Y©I°u¨¶¸¶¹S�

ºS4+68Ol9<;^68>8@NHROlQAH<7�>?VWBDCMXY@AZ[68HR7lOP9RFR6?O^O^H<BT;=HR7\L8O^4»hMHRBDCMBT;I>�b|CEL8L8QA@NF�CE;^@A4+B?7GB84+BWek@AB g HRF<;^@NhMHR7R�B84+687Yh+4+68>?O^@A4MB87£H��fL8QN4+@N;^HROYFR4+XYXYH�L04+68OYQUC¼7^@N;^6DCE;^@A4+B�Xa4W>8`<QAH�>86#_DCM7P7^@NB½>�b|C�;^;=O^CMF<;^@A4+B>�bz6?B¾L04+@ABT;n¿?�fHuCE;^;^O=CMF�;=@N�:68B8H�B84+BWek9RZ[68@NFR4+BT;^@AB[68@N;^9�O=CM>8@ACMQAHv>8HR75@N;^9RO^9<HR7<trÀ�bd4+_ g H�;v>8H�FRH�;^;^HLDCMOP;^@AH�HR7�;i>8HqL?O^4+6?hMHROiF<Hx>89���CM6?;v>�bz9<Z[68@AF<4+BT;=@AB[68@�;=9uQA4+OP7^Z[68HxQNHuOP9<;^O=CMF�;iHR7�;�>8Hu>8@AXYHRB87P@A4+Bw+t0�IHRF<@GO^9<7^68Q�;=H<O=C¶@AXYXa9<>8@UCE;^HRXYHRBT;*>8H�QcbdH��f@A7�;=H<B8FRHu>�bz6?B8HuQN@AXY@N;^HiO=CM>?@UCMQNH�>8HuQACYOP9<;^O=CMF�;=@A4MB
ρ
t º�OP9RFR@N7^9<XaH<B[;R�\L04+68O¶68B?H¾CML?L8QA@NF�CE;^@A4+BÁJ84MQA4+XY4+O^L?J8H

ρ : Ω −→ M
>�bd68B#>84MXoCM@NB8Hªp_r4+OP>ªQA@A7P7^H�>DCEB87*68B8H�hECMO^@N9<;=9�F<4+XYL8QAH}�?H�H�;*68B�L04+@NB[;

q ∈ bΩ
�DB84+687*L04+7^4+B?7

ρ∗(q) :=
⋂

t>0

{ρ(q + u ~N(q)), u ≤ t}.

{+{
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ρ
HRB
q
t
�
CEB87�68B XY9RXY4+@AOPH7^68O]QAH<7]��4MB8F<;^@A4+B87l@NB[;^9ROP@AHR6?O^HR7]>8H5QUC�_r4M68QAHE�[�568>?@ABYXa4+BT;^O^H5ZW6?HjQNHR7]QA@AXY@N;^HR7�O^CM>8@ACMQAH<7]>?HjF<HR7��4+B8F�;=@A4MB87l7^4+BT;m>?HRB87PHR7n>DCMB?7IQAH5>8@N7^Z[68H����	��
ct
��B�CM>DCMLf;KCMBT;\QUC�L8O^H<6?h+H�>8H5FRHjO^9<7^68Q�;KCE;R�fB84M6879<;=CM_8QA@N7^7P4+B87nQAH�QNHRXYXaHv7^68@�hMCEB[;��

��������������������� ��!#"%$
Ω &�'�( !#)+*," '.-0/�12-3&4( !256! '�7,-98
-;: !#< '.=;>?: !#< (A@ " 1612-�(�- Ck B k > 1 B

- $ M &
'.-?13& <%CD*�5 -�(�-?E " - )+* '�'F(�-HG�-3' < -JIK' "�LM��!#"%$ ρ : Ω −→ M &
'.- * /N/�@ "O5P*,$�"O! 'Q ! @ !#)R!#< / Q - L.S @T-98 " 1 $ - p ∈ SPC(bΩ) - $ x ∈M
$ -3@U1;VW&X- x ∈ ρ∗(p)

L
3j4+687iCMQAQN4+B875HRB ��CM@�;iL8OP4+6?h+H<OiZ[68H QcbdHRB?7^HRXx_8QAHq>?HR7iL04+@ABT;^7iHRB�QNHR7^Z[68H<QA7

ρ
L04+7P7^`R>?H >8HR7QA@NXa@�;=HR7IO=CM>8@ACMQAH<7j>8CMB87

M
HR7P;v>8HRB?7^Hq>DCEB87 SPC(bΩ)

t�YG@��?4MB87jL04+68O5FRH<QUCY68B 4+6?hMHRO�;�CMO^_?@�e;=O^CM@AOPH
U ⊂ SPC(bΩ)

t�I4+XaXYHRB[ZR4+B87vLDCMOi@NB[;^O^4W>868@NO^HxQNHR7�B84E;KCE;^@A4+B87j6?;=@NQA@N7^9RH<7v>DCEB87�QUCoL?O^HR6fh+H���4+B 7PH O^HRL04+O e;=H<O=C¶C�h+HRFuC�hECMBT;KCMs+H�p QUCx¿8s+68O^H��?t�w�Z[68@§QAHR7n@NQAQN687P;^O^H»�}t�:4M6?;�>�bzCM_r4MO^>���Z[68@�;^;=H¶pªO^H<7P;^O^HR@NB8>8OPH
U
H<;up�HD\rHRF<;^68HRO�68B¼FKJDCMB8sMHRXYHRBT;x>?H¶hECMOP@UCM_?QAHqJ84�eQA4+XY4+OPL8J8HM�04+B L0HR6?;�7^6?L8Lr4M7^HRO�Z[68H

U
H<7P;���4+OPXa9q>?HYL04+@NB[;^7i>8H¶7P;^O^@NF<;=H F<4+BTh+H}�?@�;=9Y>8H

bΩ
t

] 4+@�;�CMQN4+O^7
H
68B J[VWL0HROPL8QUCMB OP9RHRQG>8H

Ck ;=HRQ:Z[68H H ∩ U b U
t ] 4+@N;

H+ QAHq>8H<Xa@�ekH<7^LDCMF<H>89RQN@AXY@N;^9jLDCEO
H
;=H<Q�Z[68H

H+ ∩ U b U
tDº:4M68O

ε > 0
�
Sε

>89<7^@AsMB8HRO^C¶Q bzH<B87^H<Xq_8QNHi>8HR7*L04+@ABT;^7>8H
Ω
p >8@N7P;KCEB8FRH

ε
>8H

U
�

Sε = {p+ ε ~N(p), p ∈ U} ∩H+

Bε = {p+ r ~N(p), p ∈ U, r > ε} ∩H+ = ∪r>εSε,HRB?¿8B��
B =

⋃

ε>0

Bε

t

H

H+

U

B
Bε

Sε

ε
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'.-C�! ' 53$�"O! ' p.s.h * ' * @�� $�" VW&�- < =6-3@%@~-A(�- Ck B ' ! ' 56! '[1 $�* ' $ -+13& < A L�� @ !#< 1 Λ|A '.� * / * 1A(�-)+* 8 "%) & ) @ !25P* @ Lº�O^HR6fh+H+� ��hW@A>?HRXYXaH<B[;R�THRBa68BoL04+@ABT;]O^9<s+68QN@AHRO�>?H
A
�
Λ
B8H5L0HR6?;IC�h+4+@NO]>?HjXaC��f@AXq6?X�QA4WF�CEQ7=CMB?7��<;^O^HiF<4+B87P;=CMBT;=HEt ] 68L8L04+7P4+B87mZ[68H

Λ|A
Cx6?B�XoC��f@NXq68X HRB�6?B�Lr4+@NBT;m7^@NB8s+68QN@AH<O

p ∈ A
t�I4+XYXaH

A
HR7P;\68B£H<B87^H<Xq_8QNHvCMB8CMQNV[;=@NZ[68H*>8HvF<4f>8@NXaH<B87^@N4+B

1
�[QAH*;=J?9R4+OP`RXYHj>8H5L8OP9RLDCMO^CE;=@N4+B>8H;�.HR@NHRO^7�;=O^CM7^7iL?O^9R7PHRBT;=H¶68B hM4+@A7P@ABDCEs+H

V
>8H

p
>DCEB87

A
F<4+XaXYH�68B�O^H�h	�<;^HRXYHRBT;�O=CMXY@N¿89
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ρ

�
�('#�()*�+	���
,�����-
.� 	/�0
���)��1�
'
�*�2���2��3546���7

CM6¾>8H<7^7P687i>�bd68B 4+6fh+HRO�;
U
>8H

Ck−1 t��kQSH��f@N7P;=Hu>8HR7jFR4W4+O^>?4+B8B89<HR7iC98aB?HR7 (z′, zk)
>?H

Ck H�;>8HR7n��4+B8F�;=@N4+B87nJ84+QN4+XY4+O^L8J?HR7nXq68Q�;=@�hMCEQA689<HR7
r1, . . . , rd : U −→ C

;=HRQNQAH<7nZW6?H+�
z = (z′, zn) ∈ V ⇐⇒ ∃i ≤ d, zn = ri(z

′).
�
9<¿DB?@A7^7P4+B87

Λ′ : U −→ R
LDCEOJ�

Λ′(z′) =

d∑

i=1

Λ(z′, ri(z
′)).

ÀSC¾��4MB8F<;^@A4+B
Λ′ HR7�;¶FR4+BT;^@AB[68H�H<;¶6?B8@NhECMQN689RHa7^68O U F�CMOq7�VWXa9�;=O^@NZ[68H�HRB QAH<7 ri

t
�
H�L8QN687R�

Λ′ HR7�; p.s.h 7P68O U\{0} F<4+XaXYH¶7^4+XYXYH >8Ha��4+B?F<;=@N4+B87 p.s.h t
�
bzCML8OP`R7x6?B.;=J?9R4+OP`RXYHa>8H7^@AB?s+68QUCEO^@N;^9R7]@AB8H}�f@A7P;=CMBT;=H<7���h+4M@AOM�z{Ey,
U���

Λ′ H<7P; p.s.h 7P68O U t �I4+XYXaH Λ|A
HR7P;*XaC��f@AXaCMQNH5H<B

p
�
Λ(z′, ri(z

′)) ≤ Λ(0)
L04+68O

i ≤ d
H<;

Λ′ Ca68B�XaC��f@AXx68X�QA4WF�CEQSH<B 0 ∈ U
t�À§CY��4+B8F�;=@N4+B

Λ′ HR7�;v>?4+B8F�FR4+B?7P;KCEB[;^H�9RsTCMQNH�p dΛ(0)
t;:iBªHRB�;=@NO^H

Λ(z′, ri(z
′)) = Λ(0) ∀i ≤ k.ÀSCq��4+B?F<;=@N4+B

Λ
HR7�;j>?4+B8F�FR4+B?7P;KCEB[;^Hu7P68O*68B�4+6?h+H<OP;5>8H

A
H<;5LDCEOnFR4+B87P9RZ[68H<B[;v7^68O

A
t

�

������� ��������� ���M��!#"%$
Φ : D −→ D

Q ! @ !#)R!#< / Q - B <P* ( "�* @~- ) -3' $ / < ! / < - L � @ !#< 1 S ) Φ -61 $
(�-3'[12- ( * '[1 D

LºlOPHR6?hMH � �jCE@A7^4MB8B84+B87jLDCMOjQcbzCM_87^6?O^>8HEt2<i68@N;P;=HxpoFR4+XYL04+7^H<O
Φ
po>8OP4+@N;^HxLDCMOj68B CM6?;^4+XY4+O�eL8J8@A7PXaH*>8H

D
�W4MBaL0HR6?;\7^6?L8Lr4M7^HRO\Z[68H �kX

Φ
9�hf@�;=H*68BYh+4+@N7^@AB8CMs+H*>8H

0
>DCMB?7

D
tWÀ§C���4+B?F<;=@N4+B

Φ−1 = 1/Φ
HR7�;*CMQN4+O^7\J84+QA4MXa4+OPL8J8H5_r4MO^B89<H�H<;n7^CqB84+O^XYHvF<4+BTh+H<O^s+H�h+H<O^7

1
7P68O

bD
7PHRQA4MB�QUCB84+O^XaCMQNHup

bD
t#=�4+BT;=OP4+B87iZ[68H |Φ−1| ≤ 1

7^68O
D
t ] 4+@N;

z ∈ D
H�;
Pz

68B�CM6f;=4+XY4+O^L?J8@A7PXaH>8H
D
;=H<Q�ZW6?H

Pz(0) = z
t�:iB�C¶L04+68On;^4+6?;

r > 0
�

|ϕ−1(z)| = |ϕ−1 ◦ Pz(0)| =
1

2π

∣∣∣∣
∫ 2π

0

ϕ−1 ◦ Pz(re
iθ)dθ

∣∣∣∣ ≤
1

2π

∫ 2π

0

|ϕ−1 ◦ Pz(re
iθ)|dθ.

�I4+XaXYH
θ 7→ |ϕ−1(reiθ)| ;=HRB?>oh+H<O^7 1 C�h+H<F r H<; ϕ−1 HR7�;m_04+O^B?9RHM�[QNH5;^J89R4+OP`RXYHj>?HjF<4+BTh+HRO es+HRB8F<H�>84+XY@AB89<Hi>8H�À�H<_rH<7^s+68H�XY4+BT;=OPHiZ[68H 1

2π

∫ 2π

0
|ϕ−1 ◦ Pz(rθ)|dθ −→ 1

t
:iBªHRB�>89<>868@N;>84+B8F5Z[68H |ϕ−1(z)| ≤ 1
tWÀ§C���4+B8F<;^@A4+B

Φ
HR7�;I>?4+B8Fv>?HjXY4f>?68QAH

1
7^68O

D
�[F<HjZ[68@0HR7�;I��CM6f�rt

�

������� � �����X� Zm� ��!#"%$
M &�'.-M13& <%CD*�5 -;(�-ME " - )+* '�' (�- G�-3' < - IK' "�L�S @ -98 " 1 $ - &
' 56!#) / *�53$

K (�- M $ -3@TVW&�- $z! & $ - 56!#) / ! 1 * ' $ - 56! '�'.-98
-J(�- M\K -61 $
> 1 !#"%$ &�' * '�'.- * & A(r, 1)

* 7,- 5 Sr ⊂ K B
> 1 !#"%$ &�'�( " 1WVW&�- =z/ !#" ' $ = D∗ * 7,- 5 S1 ⊂ K

L

K

C2

C1
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egf9hKf�� � s4k�� � k � � uxkmlnlok e fihKf9hKf3j4+687�L?O^4WFR9R>?4+B87�LDCMO�Q b|CE_87^68OP>8HMt :�B½XY4+BT;=OPH�LDCMO£6?B CEO^s+68XYHRBT;�>?H�F�CE;^9Rs+4+OP@AH<7�>8H
�mCM@NO^HYZW6?HM��Z[68@�;^;=H£p¾O^H<7P;=OPHR@NB8>8O^H

B
�GQcbd@AXaCMs+H¶>8H

B
LDCMO

ρ
9�hW@N;=Ho68BÁFR4+XYLDCMF�;

K
>8H

ML8O^9RCMQUCE_8QAH<XaH<B[;¶¿?�f9Et0��B#OPHR7P;^O^H<@As+BDCEB[;
ρ
p.6?B8H¾>8OP4+@N;^H�F<4+XYL8QAH}�?Hª;=O^CMB87�h+HROP7^H p

bΩ
�]4+B4+_?;^@AHRBT;a68B8H¾CML8L8QN@AF�C�;=@A4MB�O^CM>8@ACMQAH<XaH<B[;YL8OP4+L8OPH�>�bd68B½>8@N7^Z[68H�>DCMB87a68B8H¾F<4+XYLr4+7^CMBT;=H�>8H

M\K t0�IH�;^;=H�7P@N;=68CE;=@N4+B�7^H�O^9�h+`RQNH��<;=OPH�@AXYLr4+7P7^@N_8QAHEt
] 68L8L04+7^4+B?7�ZW6?H

ρ∗(p) ∩M = ∅ L04+68O5;=4+6f; p ∈ U
� "�L - L ρ H<7P;�O^CM>8@UCEQAHRXYHRBT;jL8O^4ML8O^HqH<BQAH<7nLr4+@NBT;=7n>8H

U
t ] 4+@�;

K
68BªFR4MXaLDCEF<;*>8H

M
>84+B8B89�LDCEOnQAH�QAH<XaXYH��?t�w+tdy8t

=�4+BT;=OP4+B87*>DCMB87*68B�L8OPHRXY@AHROm;^HRXYL87*Z[68HM�DZ[68@�;^;=H�p O^H<7P;^O^HR@NB8>8OPH
U
�

ρ(B) ∩K = ∅ � �?t�w �
º:4+6?O5F<HRQAC?�87^4M@N;

rj ↘ 0
�?H<;

Ei =
{
p ∈ U | ∀j ≥ i, ρ(p+ rj

~N(p)) /∈ K
}
.�I4+XYXaH

ρ∗(p) ∩M = ∅ L04+68O�;=4M6?; p ∈ U
4+B C ⋃

iEi = U
t
�
bzCML8O^`<7uQNH ;=J89<4+O^`<XaHY>8H

�mCM@NO^HM� @NQfH}�?@N7P;^Hm>84+B8F
j0 ∈ N

;=H<QA7:ZW6?H
Ej0

7^4+@�;�>�bd@ABT;=9<O^@NHR68O:B84+BxhW@A>?HMt5<i68@�;^;^HIpiOPHR7P;^O^H<@AB8>8OPH
U
�D4+BªLrH<6?;57^68L8L04+7PHRO5ZW6?H

Ej0 = U
t	�jQA4+OP7

ρ(Srj
) ∩K = ∅ ∀j ≥ j0.

���?t �M�
] 4+@�;

z ∈ B
H�; F QACÁFR4+XYLr4M7=CMBT;=H F<4+B8B8H}�?H.>8H ρ−1(ρ(z))

ZW6?@�F<4+BT;=@NHRBT;
z
tv�vbdHR7�; 68BHRB87PHRXq_?QAH�CMB8CMQNV[;=@NZ[68H£>8H£F<4f>?@AXYHRB87P@A4+B#wMt ] 4+@�;

Λ
6?B8H£��4+O^XYHoQN@AB89RCM@AOPHY;^HRQNQAHoZ[68H

H+ =
{Λ > 0} tWÀ§H*L8OP@AB8F<@AL0H*>86oXaC��f@AXq6?X CML8L?QA@AZ[6895p ρ|F XY4+BT;=OPH*ZW6?H F ∩Srj

6= ∅ �T>84+B?FjZ[68H
ρ(Brj

) ⊂ ρ(Srj
)
t�
�O
�MFRH�p�� �ft �+�}�8FRH<FR@�;=H<O^XY@AB8HvQUC L8O^H<6?h+H�>8Ha� �ftNw �IL?68@A7PZW6?H
ρ(B) ∩K = ρ(

⋃

j≥j0

Brj
) ∩K =

⋃

j≥j0

(ρ(Brj
) ∩K) = ∅.�

CMB87�6?Bq7^H<FR4+B8>q;^HRXYL87R�EB84+687:O^H<7P;=OPHR@Ns+B84+B87
ρ
pv68B8H\>8O^4M@N;=H]FR4MXaL8QNH��fHIsM9RB89<O^@AZ[68HEtT�IH<FR@L8O^4W>868@�;nHRB?FR4+OPH�6?B8HxCEL8L8QA@NF�CE;^@A4+BoL8O^4+L?O^H�LDCMO*68B�CMOPs+68XYHRBT;*>8H�À�@AB8>8H<Q��,\ e��I@NO
��C?t

���	��� ��!#"%$
l &�'.-J( < !#"%$ - 56!#) /�@~-98
- 13& < @ * VW&X-3@%@~- ρ -61 $ ' ! ' 56! '[1 $O* ' $ - B VW& " " ' $ - < 12- 53$ - B - $$ -3@%@~-JVW&X- l ∩ bB ⊂ U

Lm� @ !#< 1 ρ|l∩B -61 $K<P* ( "�* @~- ) -3' $ / < ! / < - L�I4+B8FRQN684+B875QUC¶L8OPHR6?hMHqpaL8CMOP;^@AOn>8HuFRH Y0CE@N;�tD�I4+XaXYH
B
H<7P;vFR4+B8B?H��fHM�

ρ(B)
H<7P;i@NB8FRQN687>DCMB87x68B8H£F<4+XaL04+7^CMBT;=H£F<4+B8B8H}�?H�>?H

M\K >�bzCML8O^`<7ª� �ftNw �}t�À�bzCML8L8QN@AF�C�;=@A4MB ρ′ H<7P; >84MB8F�phECMQAH<68O^7m>8CMB87n68B�>8@N7^Z[68H�9RL04+@NB[;^9i4+6�68B�CMB?B8H�CM6 A(r, 1)
tfÀ�H�Y CM@N;IL8O^9<FR9R>?HRBT;5Xa4+BT;^O^HiZ[68HQAH<7nQA@AXY@N;^HR7]O=CM>?@UCMQNHR7m>8H

ρ′
7P4+BT;jB[68QNQAH<7m>DCMB87*QNHiL8O^H<Xa@NHROnFRCM7Ie]FMbdHR7�;j@NXaL04+7P7^@A_?QAHv>�b|CML?O^`R7*QNH;=J89<4+O^`<XaH >?H Y0C�;=4+6¾e*4M6¼>?HYXY4W>868QAH

1
>DCMB87�QNHq7^H<FR4+B?>�t :�B L0HR6?;�>?4+B8Fqh+4M@AO

ρ′
FR4+XYXYH68B8H���4+B8F�;=@A4MB�J84MQA4+XY4+O^L?J8H�pYhECMQNHR68OP7j>DCEB87

D
O^CM>8@UCEQAHRXYHRBT;*L8OP4+L8OPHuH�;v9�hf@�;KCMBT;j68B¾4M6?h+H<OP;>8H

D
t{�lB�F<4+XYLr4+7^CMBT;ipasTCM68FKJ8H

ρ′ : B′ −→ D
LDCEOv68B8HxO^HRL?O^9R7PHRBT;KC�;=@A4MB FR4+Bf��4+O^XYHx>8H

D7^68O
B′ ��4MB L8O^4W>868@�;i68B?Hq��4+B8F<;^@A4+B¾J84+QA4MXa4+OPL8J8Hu>8H D

>8CMB87
D
O=CM>?@UCMQNHRXYHRBT;iL8OP4+L8OPHq>84+BT;Qcbd@AXaCMs+H5B�bdHR7P;jLDCM7*>8H<B87^HEtr�IHRFR@§H<7P;5@AXYLr4M7^7^@N_8QAHj>�bzCML8O^`<7jQNH�QAH<XaXYHi�?t�w+tz�?t

�º�O^HR6fh+H�>86 Y CM@�; � ºGCMOYFR4MXaXY4f>?@N;=9E��B84+6?7oB84M;^HROP4+B87
B′ = l ∩ B

�
U ′ = l ∩ U = bB′ �
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H<;
ρ′ = ρ|B′

t:º:4M68O
p ∈ U ′ �:>89�¿DB8@N7^7^4MB87¶CM687P7^@ ~Nl(p)

QAHYh+HRF�;=H<68O 68B8@�;KCM@NO^HYB84+O^XaCMQ]p
U ′O^HRBT;^O=CMBT;5>DCMB87

B′ t;=�4+BT;=OP4+B875Z[68H�QUCqL8OP4+L8O^H�;=9�O=CM>?@UCMQNHv>8H ρ @AXYL8QA@NZW6?HvFRH<QAQNH�>8H ρ′ t�I4MXaXYH
i ~Nl(p) ∈ Tp(U ∩ l)

�S@NQ�7RbzCMs+@�;u>�bz68B.h+HRF�;=H<68Oq>8HYQUC���4+O^XYH
ai ~N(p) + y

C�h+HRF
y ∈ TC

p U
t*:iBªHRB�>89R>?68@N;5Z[68H

~Nl(p) = a ~N(p) + x, x ∈ T C

p U�5H<XoCMOPZ[684+B87§Z[68H
a
HR7�;:L04+7P@N;=@��?FRCMO ~N(p)

H<; ~Nl(p)
7P4+BT;:;^4+687§>8HR6W��>8HR7Sh+HRF�;=H<68O^7:O^HRBT;^O=CMBT;=7<t

] 68L8L04+7^4+B?7qCMQN4+O^7�Z[6�bd@AQ�H}�?@N7P;^Ha68B?Ha7P68@N;^HY>?HaOP9RHRQN7
tk ↘ 0

;=HRQNQAH Z[68H
ρ′(p + tk ~Nl(p))FR4+BTh+H<O^s+H h+H<O^7

β ∈ M
t��IHRF<@Y7P@As+B?@N¿DH

ρ(p + atk ~N(p) + tkx) −→ β
t
�
HR7¼HR7�;=@NXoC�e;=@A4MB87�7P;KCEB8>DCMOP>.>8HY>8@N7P;KCEB8FRHY>8H��j4+_DC�V+CM7^J8@lXY4+BT;=OPHRBT;xZ[68H

dKB
(p + atk ~N, p + atk ~N +

tkx) ∈ O(
√
tk)
t�À�b|CEL8L8QA@NF�CE;^@A4+B

ρ
9<;KCEB[;�F<4+BT;=O^CMF<;=CMBT;=H L04+68OiQACoXa9�;=OP@AZ[68Hq>8H��54+_DC�VTCE7^J8@ �

dKM
(ρ(p+atk ~N), ρ(p+atk ~N + tkx))

;=HRB?>ah+H<O^7
0
t
�
4+B?F

ρ(p+atk ~N)
;^HRB8>Yh+H<O^7

β ∈MFRH�Z[68@�HR7�;5��CE6f�ªL868@N7^Z[68H
ρ
HR7P;jO=CE>8@UCMQNHRXYHRBT;mL?O^4+L8OPHMt

�

�o��� ���o¨ª²u® ¢��Y´ª¦	±��*©m´£±:±:¦*¨ ¥§¦­¦m¥ ¦I¡oµ�²u¨ª¤�¢}¸o¢}¥��­²�´ ��°�±�« �
À�bd4+_ g H�;j>?H�F<H<;P;=H�LDCMOP;^@AHiH<7P;j>8H�>89RXY4+BT;=OPHROnQNHi;=J89<4+O^`<XaH¶w+t

e f���f9h j�kmlnlok � kqp loy���s4v � �"!$# yKp{fÀ�H�QNHRXYXaHa7^68@�hMCEB[;¶XY4+BT;=OPH�HRB Z[684+@m6?B8Hª>?VWBDCMXY@AZ[68H�O^9<FR68OPO^H<B[;^Hª>DCMB87
Ω
7RbzCMFRF<4+X¶eLDCMs+B8Ho>�bz6?B�F<4+XYLr4+O�;=H<XaH<B[;xH��fLDCMB?7^@N�j7^6?OqQAH<7qO^9<s+@A4+B?7q7P;^O^@AF�;=H<XaH<B[;qL87^H<68>84WFR4+BTh+H}�fHR7o>?H

bΩ
t§�I4+B8F<O^`<;^HRXYHRBT;���B84+687iB?Hx��HROP4+B87iZ[6�bzCML8L8QN@AZ[68H<OiQUCoL?O^4+L04+7^@�;=@N4+B �Wt|�?t�w p£68B?H&%<XaCE;=OP@A4EeFKJ ��C'%�>?H�_04+68QNHR75�m��F<HRBT;=OP9RHR75HRB

p
t

������� ������[������M��!#"%$
Ω ⊂ Ck &�' ( !#)+*," '.- / ! 1612=P( * ' $ &
'.- C�! ' 53$�"O! ' p.s.h @ " 1612-R- $ (�=)(

IK' " 161 * ' $ - G,@ ! : * @~- χ LK��!#"%$ p ∈ SPC(bΩ)
L���!#"%$

fn : Ω −→ Ω &�'.-�13& "%$ -+(T� * /N/�@ "O5P*,$�"O! '[1Q ! @ !#)R!#< / Q -61./ <6! / < -61`@ " 1612-61K13& < Ω
L�� &2/N/ ! 1 ! '[10VW& � " @�-98 " 1 $ -�(�-61K13& "%$ -61 tk −→ 0 - $ nk ∈ N$ -3@%@~-61AVW&X- fn(ptk) ∈ {χ ≤ −1} / ! & <H$z! & $ n ≥ nk

L�� @ !#< 1 B / ! & <R$z! & $ R > 0 - $ $z! & $
7 !#" 1 " ' * G�- U (�- p B " @ -98 " 1 $ - n ∈ N

$ -3@TVW&�- fn(U) ⊃ B *)+ (fn(p), R)
LºlOPHR6?hMH � ] 4+@AH<B[;

ε0, τ, c
QAHR7¶F<4+B87P;=CMBT;=H<7a>84MB8B89RH<7oLDCEO QUC�L8O^4MLr4+7P@N;^@A4+B��ftz�?t�w+tKYG@��?4MB87 68BHRBT;=@NHRO

N
7^68L09ROP@AHR6?Ojp

2R/τc
t0�IJ84+@N7^@A7P7^4+B?7vCMQN4+O^7n7P68FRF<HR7P7^@NhMHRXYHRBT;

εN > εN−1 > · · · > ε1LDCMO^XY@�QNHR7m;=H<O^XYHR7*>8H�QUCq7P68@N;^H
(tk)k

H<;
n0 ∈ N

>8H���C,ZR4+B�p FRH�Z[68H+�
• B ,.- (p, τ√εN) ⊂ U

H<;
εN < ε0

• εi <
εi+1

4
• fn(pεi

) ∈ {χ ≤ −1} ∀n ≥ n0

tº:4+68O
n ≥ n0

>84+B?B89M�DL04+7^4MB87
F := fn

t��kQ�7^6�8¶;5>�bd9<;KCE_8QA@NOmLDCMO*O^9<FR68OPO^H<B8FRH�7^68O
i
Z[68H �

F (B ,�- (p, τ
√
εi)) ⊃ B ,.- (F (p),

icτ

2
)
L04+68O

1 ≤ i ≤ N
t � Pi

��
b|CML?O^`R7vQUC¶L8O^4+L04+7P@N;=@N4+B¾�ft|�ftNw+� 7P@

q ∈ B ,�- (p, τ√ε1)
H�;
u ∈ TC

q bΩ
CMQA4+OP7 ‖F ′(q)u‖ ≥

c√
ε1
‖u‖ t[�lB�CML8L?QA@AZ[6DCEB[;*QACqL8O^4MLr4+7P@N;^@A4+B�w+t|�ft|{f�84+B�C¶>84+B8F �

F (B ,�- (p, τ
√
ε1)) ⊃ B ,�- (F (p), cτ).

� P1

�



���

] 68L8L04+7^4MB87�Qcbd@AB8F<QA687P@A4+B
(Pi)
7=CE;^@A7���CM@N;^HxH<;�9�;KCM_?QA@A7P7^4+B?7

(Pi+1)
t§�I4MXaXYH

εi <
εi+1

4

�r4+BC
B ,.- (x, τ

√
εi+1

2
) ⊂ B ,�- (p, τ√εi+1)

7^@
x ∈ B ,.- (p, τ√εi)

t��kQ�hW@AH<BT;j>?4+B8F
‖F ′(q)u‖ ≥ c√

εi+1
‖u‖ , ∀q ∈

⋃

x∈B ,�- (p,τ
√

εi)

B ,�-
(
x,
τ
√
εi+1

2

)
, ∀u ∈ TC

q bΩ

H<;
F (B ,.- (p, τ√εi+1)) ⊃

⋃

x∈B ,�- (p,τ
√

εi)

F
(
B ,.- (x, τ

√
εi+1

2
)
)

⊃
⋃

x∈B ,�- (p,τ
√

εi)

B ,�- (F (x), cτ
2
)

⊃
⋃

y∈F (B ,�- (p,τ
√

εi))

B ,�- (y, cτ
2
)

⊃
⋃

y∈B ,.- (F (p), icτ
2

)

B ,�- (y, cτ
2
)

⊃ B ,�-
(
F (p), (i+ 1)

cτ

2

)
.

�3j4+687a4+_87PHROPhM4+B87£XaCM@NB[;^HRBDCEB[;aZ[68H¾Q bzH}�fLDCMB87P@NhW@N;^9�>8H�QUC¼7^68@�;=H
(fn)n

7P68O
U
��4+O^F<H�QAC7P;^O^@AF�;=H�L87PHR68>?4fF<4+BTh+H��f@�;=9x>?H

bΩ
H<;5>84+B?F�Q bz@NB g HRF�;=@�hf@�;=9i>?HR7

fn

t
�������	��W � � �
��� ����[���[q�	
m!#< 1WVW&X- bΩ -61 $ : !#< '.= * @ !#< 1 B 1 ! &N1c@~-61 Q � / !#$ Q�� 12-61c(,& @~- ) ) -�� L���L � B
@~-61 fn 1 ! ' $ (�-61 * & $z!#)R!#< / Q " 1 ) -61J(�- Ω

Lº�O^HR6fh+H+�
�
b|CEL8O^`<7¾QUCÁL8OP4+L04+7^@�;=@A4MB w+t �Wt��f�

B ,.- (η, R)
FR4+BT;=@NHRBT;

bΩ
Lr4M68O�;=4+6?;

η
>?H

bΩLr4M68OPhW6YZW6?H
R
7^4+@�;l7^68L09ROP@AHR6?O\CE6a>8@ACMXY`<;=OPH5�m�#>8H

bΩ
tf�IJ84+@A7P@A7P7^4+B87]68B¶h+4+@N7^@NBDCMs+H

U
>?H
pCM7^7PH���LrH�;=@�;jL04+68O*Z[68H

U b SPC(bΩ)
t
�
b|CML?O^`R75QUC¶L8OP4+Lr4M7^@N;^@A4+B�L?O^9RF<9R>8H<BT;=HM�

bΩ ⊂ fn(U)Lr4M68O
n
CM7P7^H��Is+O^CMB8>�H<;:>84+B8F

bΩ
HR7�;�7P;^O^@NF<;=H<XaH<BT;:L?7^HR6?>84fF<4+BTh+H}�?HEtTÀ�H\QNHRXYXaHnwMt|�?t|�nXa4+BT;^O^HZ[68H�QAHR7

fn

7^4+BT;5>8H<7vCM6f;=4+XY4+O^L?J8@A7PXaH<7Rt
�

egf ��f�� � s4k�� � k � � � ! t � s��mlokohKf�I4+XaXYHRB[ZR4+B87jLDCMO5O=CML?LrH<QAHRO5Z[6�bdHRB h+H<OP;^6�>86¾;=J?9R4+OP`RXYHow+tz�?tdy8�
f
7^HuL8O^4MQA4+B8sMHuH<B 68B8HCML8L8QN@AFRCE;=@N4+BoQN@A7^7PH�p

Ω
t �5CM@N7^4+B8B?4+B87nLDCMOnQ b|CE_87^68OP>8HMt

] @rQNHjOP9<;^O=CMF�;mHR7�;n68B£L04+@NB[;R�[@AQ 7RbzCMs+@�;I>�bd68B�L04+@ABT;]¿?�fHv>8H
f
hMHRO^7nQNHRZ[68H<Q

(fn)n

F<4+BTh+H<O^s+HQA4WF�CMQNHRXYHRBT;l68B8@���4+O^XY9RXYHRBT;Rt ] 4+@N;
p
6?BoL04+@ABT;\>8Hv7�;=O^@NF<;^HvL87PHR68>84WFR4MB[hMH��f@N;^9�>8H

bΩ
H�;
K
68Bh+4+@N7^@NBDCMs+H¶FR4MXaLDCEF<;u>8H

a
>DCEB87

Ω
t:º:4+6?Ou;=4M6?;

ε
�S@AQlH}�?@N7P;^H

nε ∈ N
;^HRQ]Z[68H

fn(pε) ∈ KLr4M68O
n ≥ nε

tÀ§4MO^7^Z[68HxQAHxOP9<;^O=CMF�;�HR7�;�68B8Hq7P68OP��CEFRHq>8Hq�5@NHRXaCMB8B
M
��7^4+B�sMHRB8OPHqHR7�;i¿DB8@:L868@A7PZ[6�bzH<QAQNHHR7�;*4+_?;=H<B[68H�LDCMOn68B?H�O^9<;^O=CMF�;=@N4+B

ρ
>8H

Ω
7^68O

M
t À�HiQNHRXYXaHv�?t�w+tNwi��4M68O^B8@�;m>84MB8F�68BªLr4M@ABT;

p ∈ SPC(bΩ)
H�;
x ∈M

;=H<QA7]Z[68H
x ∈ ρ∗(p)

�W@AQDH}�f@A7P;^Hv68B?Hv7^6?@N;=H
εk ∈ R

;=H<QAQAH*Z[68H
ρ(pεk

);=H<B8>uhMHRO^7
x
t+�I4+XYXYH

f
Cj6?B8HI>?VWBDCEXa@NZW6?H\OP9RFR6?O^O^H<BT;=HM�MQUC*7^68@�;=H

(fn(x))n
HR7P;GO^H<QUCE;^@Nh+H<XaH<BT;FR4+XYLDCMF�;=HY>DCMB87

Ω
H<;u@AQlH}�?@N7P;^H

d > 0
;=H<QlZW6?H

K := ∪n≥0BK(fn(x), d) ⊂ Ω
tG�I4+XaXYH

fni
F<4+BTh+HROPs+H�h+H<O^7

ρ
�8Z[68@�;^;=HipqH��W;=O^CM@AOPHM�?4MBªC

fnk(pεk
) ∈ BK(x, d)

H�;
fn(pεk

) ∈ K
L04+68O

n ≥ nk

t
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.� !#��� ��	��1�6	/�2� �*���$! � �
� !#� 	 ��' ��� SPC(bΩ)
� � ��

CMB87ª;=4+687�QNHR7ªF�CE7R�n@AQvH��f@A7�;=H 68B-Lr4+@NBT;�>8H¼7P;=OP@AF�;=H�L87PHR68>84WFR4MB[hMH��f@N;^9
p
>8H

bΩ
�*68BFR4+XYLDCMF�;

K
>8H

Ω
H<;a>8HR7Y7^6?@N;=H<7

εk −→ 0
H<;
nk ∈ N

;=H<QAQNHR7 Z[68H
fn(pεk

) ∈ K
Lr4+6?O

n ≥ nk
t�:iBYLrH<6?;]7^68L?Lr4+7PHROlZ[68H5QUCv��4+B8F�;=@N4+B

p.s.h
>?9<¿DB8@N7^7^CMBT;=H

χ
HR7�;\@NB?��9ROP@AH<68O^H*p −1

7P68O
K
t�À§CªL?O^4+L04+7^@�;=@N4+B��?t|�ft|�o7RbzCML8L8QN@AZ[68H >84+B?F H<;�XY4+BT;=O^H Z[68H

f
H<7P;�68B¼_8@AJ?4+QA4+XY4+OPL8J8@A7PXaHEt�IHRFR@�H<7P;j@AXYLr4M7^7^@N_8QAHq��hM4+@AOnQACqO^HRXaCMOPZW6?HYwMtzy8t �+�}t

�

e f���f�e ��yKp � kqp�s[t ��s4y � �
p � k � v9lokqw p
v � w�� � kqu ��� w�� � kKf
À§C�X �<XaHjCML8L8OP4fFKJ?HvZ[68HiQAC�L8OPHR6?hMH�>8HvQAC�L?O^4+L04+7^@�;=@N4+Bo�ft �ft|��XY4+BT;=OPHjZ[68HvQAHR7l¿D_8OPHR7m>?HQUC O^9�;=O=CEF<;=@N4+B

ρ
B8H�LrH<6?h+H<B[;�CMFRF<68Xq68QNHRO*>8H�Lr4+@NBT;=75>8Hu7�;=OP@AF<;^HuL?7^HR6?>84fF<4+BTh+H}�?@�;=9q>?Hu��C,Z<4+BB84+O^XaCMQNHY��HRB���CM@N;*X+�RXYH�;=O=CEB87PhMHRO^7PH»�}t

�
CMB87;�dy ��
 � 
�QA4M_rH�hfB?@��£H�; ] ;^4+6?;jFR4+B87�;=OP68@A7PHRBT;i68B?HhMCEO^@A9�;=9ICMBDCMQ�VW;^@AZ[68H\>8HmQUCj_r4+6?QAHIH<68FRQN@A>8@NHRB8B?H

B
F<4+BT;=H<BDCMBT;

bB
>8CMB87�7P4+B¶CM>8J89<O^H<B8FRHEt[�IH<;P;=HhMCEO^@A9�;=9�H<7P;5F�CMB?>8@A>DC�;=H�L04+68O*B�bzCMFRF<68Xq68QNHRO*CM68F<68B�Lr4+@NBT;*>8H

bB
;^O=CMB87�h+H<O^7=CEQAHRXYHRBT;Rt

�kF<@c�0QUCY7^@N;^6DCE;^@A4+B�HR7P;iL8QA687vO^@AFKJ?HR��4MB�Co68B8Hu¿D_8O=C�;=@A4MB >8H
Ω
H<B hMCEO^@A9�;=9<7�CMBDCMQ�V[;=@AZ[68H<7R�7^4+687�;=H<B8>868HaLDCMO�68B F<4+BT;=H}�f;^H£>?VWBDCMXY@AZ[68HEt§3j4+6?7xB�bzC�h+4+B87uB89�CEB8Xa4M@AB87�LDCM7�7^6 Xa4+BT;^O^HROQcbd@AXYLr4+7P7^@N_8@AQN@N;=9n>?H�F<H<;P;=H�7^@N;^6DCE;^@A4+B�t

�o��� ���o¨ª²u® ¢��Y´ª¦·¨�°x¨o¹f± �*©I´�±S±:¦*¨¶¥§¦ �ª¥�±�²�¨ª¤S® ¢<¤§¤�¢<°u¨ «ª¦ ¬<²« �o¨�²�® ¢��a´�¦
	 SPC(bΩ)
�

354+687nXY4+BT;=OP4+B87m>DCEB87nFRH�;^;=H�L8CMOP;^@AHiZ[68H�QACxB84+Bfe~O^9<FR68OPO^HRB?FRH�>8H�QUCu>?VWBDCMXY@AZ[68H�>8H
f
7PH;=O=CEB87^XYH<;vpoFRH<QAQNHu>8Hx7^4+B L?O^4+QN4+B8s+H<XaH<B[;vp SPC(bΩ)

t
�
CMB?7iQAH<7v>84+XaCM@NB8HR7jÀ �]ekOP9Rs+68QN@AH<O^7R�B84+687a7=C�h+4+B?7oFR4MB87P;^O^68@NO^H¾>?HR7a��4MB8F<;^@A4+B87

p.s.h
B?9RsTCE;^@NhMHR7o7P68O

Ω
�]7P;^O^@NF<;=H<XaH<BT;oB89<sTCE;^@Nh+H<77^68Oi6?B h+4+@N7^@AB8CMs+H�>�bz6?B�Lr4+@NBT;iQA@NXa@�;=H�>8H

(fn)n

>DCMB87
Ω
H�;�B[68QAQNHR7j7^68Oi>?HqQUCMOPs+HR75L04+OP;^@A4+B87>8H

bΩ
tI�IHR7Y��4+B8F�;=@A4MB87aB?4+687YLrH<O^XYH<;^;^HRBT;a>�b|CE>DCML?;^HROoQAC ;=HRFKJ?B8@AZ[68H 6f;=@AQN@A7P9RH�>DCMB?7oQAHªFRCM7O^9RF<68O^OPHRBT;YLr4M68OqL8OP4+6?h+H<O QAHo;^J89R4MO^`RXYH��ftG3j4+687¶CEL8L8QA@NZ[684+B87qH<B87^6?@N;=H�F<H£;=J89<4+O^`<XaH�L04+68OXa4+BT;^O^HRO*QAC¶OP@As+@N>8@N;^9�>8H�QUC LDCMO�;=@AH�7�;=O^@NF<;^HRXYHRBT;vL?7^HR6?>84fF<4+BTh+H}�?H >�bz68B�>84+XaCM@AB?H�Lr4+7P7^9<>DCMBT;68B8H�>?VWBDCMXY@AZ[68H�CE;P;=@NO^9RH�L8CMO*68B�L04+@NB[;m>8H�7P;=OP@AF�;=H�L87^H<68>84WFR4+BThMH��f@N;^9Mt

��������
������ ����� ������� �6[�� �`$�* /�-���� 56!#< < =3@ *,$�"O! ' (�-610(,� ' *,) " VW&�-61 13& < Ω - $ SPC(bΩ)
LÀ§4MO^7^Z[68H*QNHn_r4+OP>¶FR4+BT;=@NHRBT;\CM6¶Xa4M@AB87�>8H<6f�¶L04+@ABT;^7�>8Hn��CM@A_8QNHmL87PHR68>84WFR4MB[hMH��f@N;^9M�WB84+687lXY4+Bfe;=O^4MB87�Z[6�bd68B8Hn7^4M687�e~7^68@�;=HnZ[68@f;^HRB8> hMHRO^7�hMHROP7]6?B Lr4+@NBT;

a ∈ bΩ
7P68O

Ω
FR4+BTh+H<O^s+HnQN4fFRCMQAH<XaH<BT;68B8@N��4MO^XY9RXYHRBT;mh+H<O^7

a
7P68O SPC(bΩ)

t�5CM@N7^4+B8B?4+B87vL8CMOvQ b|CM_?7^68OP>8HMt ] 4+@N;
p ∈ SPC(bΩ)

;^HRQGZ[68H
fnk(p)

B?Hx;=H<B8>�LDCM75h+HROP7
a
�4+B L0HR6?;x7^68L?Lr4+7PHROqZ[68H

(fnk(p))k

OPHR7P;^H£>DCMB?7x68B 4M6?h+H<OP;
V
>8H

bΩ
Z[68@\B�b|CE>8J8`ROPH£LDCM7xp

a
t�=�4+BT;=OP4+B87�Z[68H

bΩ\{a} ⊂ SPC(bΩ)
t§º:4+68O�F<HRQUCf��¿?�f4+B87

τ > 0
;^HRQ�Z[68H

B ,�- (p, τ) b

SPC(bΩ)
t �lB�h+H<OP;=6x>8HIQAC*L?O^4+L04+7^@�;=@N4+B¶w+t|�ft {f� H�;GL86?@A7^Z[68H

V
H<7P;G68Bx4+6fh+HRO�;�CEO^_8@�;=O=CE@AO^H<XaH<BT;s+O^4+7x>8H

bΩ\{a} ��@AQ]7^6 8Y;Y>8H�XY4+BT;=OPHROqZ[68H fn(B ,�- (p, τ)) ⊃ V
L04+68O

n
7^6�8Y7=CEXaXYHRBT;s+O=CMB?>�tm�I4MB87^@N>89ROP4+B87£68B#hM4+@A7P@ABDCEs+H

U
>8H

a
;^HRQjZW6?H

U ∩ V = ∅ H<; χU,V
QUC ��4+B8F�;=@A4MB>84+B8B89<H�LDCMO*QUCqL8OP4+L04+7^@�;=@A4MB�w+tNwMtU�?t�I4MXaXYH

(fnk)k

FR4+BThMHRO^sMH�hMHRO^7
a
7P68O

Ω
�D@AQrH��f@A7�;=H

nε ∈ N
;^HRQ�Z[68H

fnε
(
Aε, π

2
(p, τ)

)
⊂ {χU,V < −1

2
}.
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bzCML8O^`<7IQAC�L?O^4+L04+7^@�;=@N4+Ba�ft �Wt �f� ‖fn

′(q)u‖ & ε−
1
2 ∀u ∈ TC

q bΩ
>8`R7\Z[68H

q ∈ B ,.- (p, τ) hM9RO^@�e¿DH
fnε(q) ∈ V

t	��BYCML8L8QN@AZ[6DCMBT;�QACvL8OP4+Lr4M7^@N;^@A4+Baw+t|�ft {jp
fnε
7^6?O

B ,.- (p, τ)∩
(
fnε
)−1

(V ) ⊂
B ,.- (p, τ) 4+Bª4+_?;^@AH<B[;

fnε
(
B ,.- (p, τ

)
⊃ B ,�-V (fnε(p), cτε

−1
2 ).�I4+XYXaH

V
H<7P;

d ,.- e~_r4+OPB89M�?4+BªFR4+B8F<QA6?;5H<B���CM@N7=CMBT;m;^HRB8>?O^H ε hMHRO^7 0
t

�`$�* /�- �
�
56! ' 5 @�&N1 "O! ' � �I4+XaXYH�68B�>84+XaCM@AB?H�À �]ekOP9Rs+68QN@AH<OqB8HªLr4M7^7^`<>8H�LDCM7 >8Hª>8@N7^Z[68HJ84+QN4+Xa4MO^L8J8H�>DCMB?7i7^4+B�_04+OP>���QNHR7vQN@AXY@N;^HR7*>8H

(fn)n

7P4+BT;�>8HR7vLr4+@NBT;=7i>8H
bΩ
t��IH 7^4MB[;i>8HR7Lr4M@ABT;=7*¿?�fHR7�>8H

f
F�CMO

fnk+1(z) = fnk(f(z))
FR4+BThMHRO^sMH¶poQUC¶��4+@A7

a
H�;
f(a)

L04+68O
z ∈ Ω

t
:iB�C >84MB8F�QcbzCMQN;^HRO^B8CE;=@�h+H��
•

] 4+@N;nQ bz6?B8H�>8HR7*QN@AXY@N;=H<7I>8H�QACq>?VWBDCMXY@AZ[68H�HR7�;568BªLr4+@NBT;*>8H�7P;^O^@AF�;=H�L87PHR68>84WFR4MB[hMH��f@N;^9Mtr�IHLr4M@ABT;xH<7P; ¿?�fH�LDCEO
f
H<;qQUC�L?O^HRXY@N`RO^Ho9<;KCELrH£s+CMO=CMBT;^@N;uZW6?H�7^4+BÁ4+OP_8@N;^H£CMF<FR68Xx68QAHo;^4+6?;^HR7QAH<75QN@AXY@N;^HR7m>8H

fn t�:�B�HRB¾>89R>86?@N;5Z[68H
(fn)n

FR4+BThMHRO^sMHuh+H<O^7
a
7^68O

Ω
H<;j7^6?O SPC(bΩ)

t{�kQ7RbdHRB87P68@N;5Z[68H
a
H<7P;5QAH�7PHR68Q§L04+@ABT;nB?4+BfekH<O^O^CMBT;j>?H SPC(bΩ)

t
•

] 4+@N;\;=4+6f;=HR7nQNHR7]hMCEQAHR6?O^7m>�bzCM>8J?9RO^H<B8FRH�7P4+BT;*>8HR7mL04+@NB[;^7m>8H FPC(bΩ)
t ] 4+@N;

a ∈ bΩ
CM>8J89}eO^H<B[;jp¶Qcbd4+O^_?@N;=Hv>�bz6?B�L04+@ABT;

p ∈ SPC(bΩ)
t�<i68@�;^;=H�p L8OP4fF<9R>8H<Ovp 68B?Hu>84M68_8QAH�H}�W;=O=CEF<;=@N4+B��4+B L0HR6?;q7^68L8L04+7PHRO Z[68H

fnk(p)
;=HRB?> hMHROP7

a
H<; Z[68H

fnk
FR4MB[hMHROPs+H�7^68O

Ω
t�À§C¾L8O^H<Xa@N`ROPH9<;=CMLrHYXY4+BT;=O^HYCMQN4+O^7�Z[68H

fnk
;^HRB8> hMHROP7

a
>84MB8FaZ[68H

a ∈ FPC(bΩ)
t��IH<FR@]Xa4+BT;^O^H¶Z[68H

NW (f|bΩ) ⊂ FPC(bΩ)
t

�À�H�;=J89<4+O^`<XaHx�Y@NXaL?QA@AZ[68H�6?B8HxF<HROP;=CM@AB?HuOP@As+@N>8@N;^9i>86¾_04+OP>¾>8H<7v_DCM7P7^@NB87v>�bzCE;P;=O=CEF<;=@N4+B�>8HLr4M@ABT;=7nLDCEO=CM_04+QA@NZ[68HR7m7�;=OP@AF<;^HRXYHRBT;5L87^H<68>84WFR4+BThMH��fHR7<t�º�O^9<FR@A7P9RXYHRBT;��
� ��������� �	� ���|��� �����X� ��!#"%$

Ω &�'}( !#)+*," '.-?: !#< '.= >�: !#< (�@ " 1612- VW& " -61 $ 
�� ( < =OG,&�@ " - <DL�� '
13&�/N/ ! 12-�VW& � " @X-98 " 1 $ -0&
'.- * & $z! ( * /N/�@ "O5P*,$�"O! ' Q ! @ !#)R!#< / Q -m/ < ! / < -c(�- Ω ( ! ' $ &�'.-`1 ! &N1)(O13& "%$ -
fnk

56! '�7,- < G�-�7,- < 1�&�'R/ !#" ' $ a ∈ SPC(bΩ)
Lm� @ !#< 1 SPC(bΩ) -61 $ @ !25P* @~- ) -3' $ 1z/ Q = < " VW&X- Lº�O^HR6fh+H+� ] @TQAH�>?4+XoCE@AB8H�H<7P;S7P;^O^@NF<;=H<XaH<BT;§L87^H<68>84WFR4+BTh+H}�fHnCMQA4MO^7

f
H<7P;S68B�_8@AJ84MQA4+XY4+O^L?J8@A7PXaHH<;�@AQ�7<b|CEs+@N;�>86¼;=J89<4+O^`<XaHY>8H � 4+B?sEe �*4+7=C�VMt§À§4MO^7^Z[68HaFRHYB�bdHR7P;xLDCM7�QAH¶F�CE7R�§QUC�L8OPHR6?hMH£>86;=J89<4+O^`<XaH£��XY4+BT;=OPHoZ[6

fnk

|SPC(bΩ)

;=H<B8> h+H<O^7
a
QN4fFRCMQAH<XaH<B[;�68B?@N��4+OPXa9<XaH<B[;RtS3j4+687uXa4MBfe;=OP4+B87�>DCMB?7�QNHq;=J89<4+O^`<XaH¶y8tdy8tz��>DCMB87�68B F�CE7�L?QA687�s+9<B89RO^CMQ�Z[68H ;=4+6?;�L04+@NB[;�>?H SPC(bΩ)Lr4M7^7^`<>8HuCMQA4+OP7m68Bªh+4+@N7^@NBDCMs+H�7P68O*QAHRZ[68H<Q�QAH<7jCEL8L8QA@NF�CE;^@A4+B?7

(fn)
7P4+BT;j;^4+6?;=H<7*@AB g H<F<;=@�h+H<7Rt À�H;=J89<4+O^`<XaH�y¶XY4+BT;=OPH�>?4+B8F�Z[68H SPC(bΩ)

H<7P;57^L8J?9RO^@NZ[68HMt
��:H<O^XY@AB84+B?7�FRH<;P;=H¶LDCMO�;=@NHqHRB¼O^H<XoCMOPZ[6DCMBT;�ZW6?HYQNHq;=J89<4+O^`<XaH�w¶H<7P;�9RsTCEQAHRXYHRBT;�hECMQACM_8QAH7^4+6?75Q bzJTVWL04M;=J8`<7^H�>8H�À �]ekOP9Rs+68QACMO^@�;=9Et

	H��� � ��
 �m�n��� ����[��
� * '[1�@P� =3' ! ' 5 = (,& $ Q = !#< � ) -�� B ! ' /�-3& $H< - ) /�@ *�5 - < @P� Q � / !#$ Q�� 12-
(T� -98 " 1 $ -3' 5 -K(T� &
'.- C�! ' 53$�"O! ' p.s.h (�= IK' " 161 * ' $ -TG,@ ! : * @~-./ *,< &�'.- Q �6/ !#$ Q�� 12-0(�- LB ( < =OG,&
@ *,< "%$ = Lº�O^HR6fh+H+�

�
CMB87aQUC L8O^H<6?h+H¾>86&;^J89R4+OP`RXYH.wM�]QAC¼L?O^HRXY@A`<O^H�LDCMO�;=@AHªZ[68@59<;=CM_8QA@�;¶QAH�>89<��CE6?;>�bd9RZ[68@AF<4+BT;=@NBW6?@N;=9�7P68O�QAH�QA@NHR6½>8H¼7P;^O^@NF<;=H�L?7^HR6?>84fF<4+BTh+H}�?@�;=9.O^HR7�;=H hECMQUCM_?QAHMt`�kQ�H��f@A7�;=H¼68BLr4M@ABT;

p
>8H

SPC(bΩ)
��68B¼FR4+XYLDCMF�;

K
>8H

Ω
��>8H<7�7^68@�;=HR7

εk
;=HRB?>DCMBT;�h+HROP7

0
H�;
nk ∈ N;=H<QA7nZ[68H

fn(pεk
) ∈ K

Lr4M68Om;=4+6f;
n ≥ nk

t
] 4+@NHRBT;�CMQN4+O^7j>8HR6f��Lr4+@NBT;=7i>8@N7P;^@AB8F�;=7

ai

�
i = 1, 2

�j>8H
SPC(bΩ)

H�;�>8HR7ihM4+@A7P@ABDCMsMHR7iF<4+X¶eLDCMF�;=7
Vi

>8H
ai

;=HRQN7�Z[68H
V1∩V2 = ∅ t ] 4+@N; χi ∈ PSH−(Ω)∩C0(Ω)

�MB[68QNQAHm7P68O
bΩ\Vi

�TC�hMHRF
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χi(ai) = −2
H�;
χi

H<7P;
C
ekQA@N7^L0FKJ8@N; �R@NHRB8B8H57^6?O

bΩ\Vi

t?À§H<7n��4+B8F<;^@A4+B
p.s.h χi

7P4+BT;*9<hW@A>8H<X¶eXaH<B[;jXaC g 4+O^9<HR7*LDCMO568B8HuFR4+B?7P;KCEB[;^Hx7�;=O^@NF<;^HRXYHRBT;vB?9RsTCE;^@NhMH�7P68O
K
tr�I4+XYXYH

V1 ∩ V2 = ∅ �
fnk(p)

B8H�LrH<6?;g�<;^O^H�CE;P;=@NO^9�p QUC���4+@A7mL8CMO
V1
H<;
V2
tDÀ�H�X+�RXYH�O=CM@N7^4+B?B8HRXYHRBT;nZ[68H�L04+68OnQUCL8O^H<6?h+H�>86�;=J?9R4+OP`RXYH��xXa4MB[;^O^Hi>?4+B8F�Z[68H

bΩ\V1
4+6

bΩ\V2
H<7P;*7�;=O^@NF<;^HRXYHRBT;*L87^H<68>84WFR4+BWeh+H��fHEtGº�68@N7^Z[68H

V1 ⊂ SPC(bΩ)
�
bΩ
H<7P;xCM687P7^@l7P;^O^@AF�;=H<XaH<B[;�L87PHR68>?4fF<4+BTh+H��fH�H�;

f
HR7�;x6?B_8@AJ84MQA4+XY4+O^L?J8@A7PXaHEt

�

�o��� 	�´£¥§°�¹8²�µªµª¬�¢R©m²�¥§¢�°x¨ª¤�
�°u¬�°x® °�±:µ�
�¦*¤ µª±:°�µª±:¦*¤ «�¦*¤ «�°�¹® ²�¢R¨�¦*¤�«�¢<¤��a´ �*¤I�
À�bd4+_ g H�;�>8HxF<H<;P;=HqLDCEOP;=@NHxH<7P;�>�bd9<;=CM_8QN@AO5QAH�;=J89<4+O^`<XaHx�?t��I4MXaXYHRB4Z<4+B87iL8CMOv>84MB8B8HROjQAH<7s+O=CMB?>8HR75QA@Ns+B8HR7*>8H�QUC¶>89<Xa4+B?7P;=O^CE;=@N4+B�t0�I4+XYL?;^H�;^HRB[6¾>86�;=J89<4+O^`<XaHYw+�D4+B�LrH<6?;v7P68L8L04+7^H<OZW6?H�QAC�>?VWBDCMXY@AZ[68H�>8H

f
HR7�;aB?4+Bfe~O^9RF<68O^OPHRBT;=HEt]3j4+687¶L8OP4fF<9R>84MB87oCEQA4+OP7qHRB ;=OP4+@A7 9�;KCML0HR7<t�

CMB87�QACaL8OPHRXY@A`ROPHM�rB84+687iXY4+BT;=OP4+B87iZ[68H QNHxQN@AHR6¾>8Hx��CM@N_8QAHuL87^H<68>84WFR4+BTh+H}�f@N;=9¶H<7P;�¿?�f9 LDCMO
f
H<;jHRB¾>89R>86?@A7^4MB87vZ[68HuQUC¶>?VWBDCMXY@AZ[68HuB84+Bfe~O^9RF<68O^OPHRBT;=Hu>8H

f
HR7�;iL8OP4f>86?@N;=H�LDCMO568B�Lr4+@NBT;>�b|C�;^;=O^CMF<;^@A4+B

a ∈ FPC(bΩ)
t:3j4M687xXY4+BT;=OP4+B87x>8CMB87xQAC�>?HR6f�f@A`<XaHa9<;=CMLrHYZ[68H£QNHaQN@AHR6¼>8H��CM@A_8QNH�L87PHR68>84WFR4MB[hMH��f@N;^9mHR7�;�OP9R>868@�;:CM6uF<HROPFRQAH

Ca

LDCM7P7=CMBT;:LDCMO
a
t À§Cj>8H<O^B8@N`RO^Hl9�;KCML0H\H}�fJ8@A_0H68B8H�FR4+BT;=O^CM>8@NF<;=@N4+B�paLDCMO�;=@NO5>?HuF<4+B87^@N>89RO^CE;=@N4+B875HRBT;=OP4+L8@NZW6?HR7;� Q bzH<B[;^O^4+L?@AH�;=4+L04+QN4+s+@AZ[68H�>?H

f
HR7�;£7^6?Lr9<O^@AH<68O^H CM6#QA4MsTCMO^@�;=J?XaH�>8H¾7^4+B#>?HRs+OP9 H<;o7^H F<4+B8FRH<BT;=O^H�7P68O

Ca

�\F<HRF<@v7RbzC�h+`<O^H@AXYLr4+7P7^@N_8QAHjQA4+OP7^Z[68H
f
_8O=CMB?FKJ8HMt

e f�
 f9h � v�� s4y��
v � w � k�� � r���f
À�H�_04+O^>ª>�bd68B�>84+XaCM@AB8H

Ω b C2 >8@N7^Z[689�H<; LB ekO^9<s+68QN@AHROmC¶6?B8H�7P;=OP68F<;^68O^H�>8H�¿D_8OP9�HRBFRHROPFRQNHR7*LDCMO�;=@AF<68QA@N`ROPHRXYHRBT;n6?;^@AQAHEtºS4+68OS;=4+6?;
η = (z1, z2) ∈ bΩ

��B84+687:B84M;^HRO^4MB87
Dη
QAH]>8@A7PZW6?HI>89�¿DB8@WLDCMO

Dη := {ζη, ζ ∈
D} � Cη := bDη

7^4MB�_04+OP>�H�;
R(η)

7P4+BuO^C�V+4+B�t �5CML8L0HRQN4+B87�Z[68H
Ω
HR7�;S>8@A7PZW6?9�7^@TH<;§7PHR68QNHRXYHRBT;7^@

Dη ⊂ Ω
L04+68Om;^4+6?;

η ∈ bΩ
t��\@AHRBªH<B[;^HRB8>?6��

Cη ⊂ bΩ
t

������� � �q� Zm�����JS @J-98 " 1 $ - &�' Q !#) = !#)R!#< / Q " 1 ) - h : bΩ −→ S3 (�= IK' " / *,< h(η) =
η/R(η)

56!#) ) & $O* ' $0* & 8 *�53$�"O! '[1 (�- S1 �

∀ζ ∈ S1, ∀η ∈ bΩ, h(ζη) = ζh(η).ºlOPHR6?hMH � ] HR68QNHYQ b|C98aOPXoC�;=@A4MB Z[68H
h
HR7P;u68B¼J84+XY9R4+XY4+OPL8J8@A7PXaHxHR7P;uB84+B ;=OP@NhW@UCEQAHMt��kQ�7^6f�Ue¿8;�>8HqXY4+BT;=OPHROjZW6?H

h
H<7P;�_8@ g HRF�;=@NhMHqL04+68OvQ bz9�;KCM_?QA@AO<t0ÀSCa7^68O g HRF<;^@NhW@N;^9qHR7�;�FRQACM@AOPHxFRCMO
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HR7�;_r4+OPB89MtSºS4+68O�Qcbd@AB g H<F<;=@�hW@N;=9E��4+_?7^HRO�h+4+B?7qZ[68Ha>?HR6f�.L04+@ABT;=7�>8@N7P;^@AB8F�;=7

η1, η2

>8H
bΩ
;=H<QA7�Z[68H

h(η1) = h(η2)
h+9<O^@�¿DHRBT;

η1 = ρη2

�rC�h+H<F |ρ| > 1
��4+6 |ρ| < 1

��tr�I4+XYXaH
Ω
HR7�;i>8@N7^Z[689M�r7^@>8Hv;=H<QA7mL04+@NB[;^7IH}�?@N7P;=CM@AH<B[;R�?QACxFR4+6?O^4+B8B?H {η = tη2, 1 < |t| < |ρ|} 7PHRO=CE@N;m@NB8FRQN687^Hv>DCMB87 bΩ �FRH�Z[68@�FR4+BT;^O^HR>?@AO=CE@N;nQAC¶XY@AB?@AXaCMQA@�;=9nH<;5>84MB8F�QUC
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��>84+BT;nQNHR7I¿8_8O^H<7m7^4+BT;*QNHR7

Cη

�
η ∈ bΩ

�IZW6?HiB84+687*CEL8LrH<QAQNHRO^4MB87]¿8_8O=CE;^@A4+Bo>8H



� �

�j4+Lf�G7P68O
bΩ
t#:iB�C >84+B8F�QNH�>8@UCMsMO=CMXYXaHjFR4+XYXq6?;=CE;=@��K�

bΩ
h

//

π
  B

B

B

B

B

B

B

B

S3

πS3

��

P1
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S3 p FRH<QAQNH�>8H

bΩ
tX��B�LDCEOP;=@NFR68QN@AH<OR�

�������	��W � � �
��� ��� Zm��[q����!#" -3' $ η1, η2 ∈ bΩ
* 7,- 5 Cη1 6= Cη2

L{� @ !#< 1 Cη1 - $ Cη2 1 ! ' $ ' ! &�=61( * '[1 bΩ B * & $�< - ) -3' $ ( "%$ Cη1 '.� -61 $ / * 1 56! ' $�<9*�53$�" @~- ( * '[1 bΩ\Cη2

� 7 !#"%<�� ����� B	� L�
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S3 >?Ho7^4MOP;=HaZ[68H C1LDCM7P7^H�LDCMOnQNHiL��MQAHiB84MO^>�tDÀ§C L8OP4 g HRF�;=@A4MB�7�;=9<O^9R4Ms+O=CML?J8@AZ[68H

P : S3 −→ R3 HRBTh+4+@NH�CMQA4+OP7 C17^68O5QUC¶>8OP4+@N;^H {x = y = 0} H�; C2

7^6?Ov68B8H�FR4M68O^_0Hu��H<O^XY9RH�;=O=CEFR9RHu7^68Oj68B�;^4+O^H�FRH<BT;=O^9xHRB
0
tfÀ�HR7IF<4+68OP_rH<7

P (C1)
H�;
P (C2)

7^4+BT;nH<B8QUCMF<9RH<7m>DCMB87
R3 >?4+B8F C1

H�;
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QNHv7^4MB[;m>DCMB87
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��:4M6?;nFKJ8H<Xa@NB�B84+689�pq68BªF<HRO^F<QAH
Cη

H<;*@NB8FRQN687m>DCMB?7m68Bª4+6?hMHROP;*F<4+BT;=O^CMF<;^@AQAH
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VoH<7P;B84+689�p
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���������?���PZm� ������!#"%$
π : bΩ −→ P1 @ * I`: <9*,$�"O! ' (�-�� ! / C - $ Φ : D×]− ε, ε[−→ U ⊂ bΩ

&
' ( " � = !#)R!#< / Q " 1 ) -mI`: < = � "�L - L π ◦Φ(z, ·) -61 $056! '[1 $O* ' $ - �,Lq��!#" -3' $ X ⊂ U - $ γ &�' @ *�5 - $
( * '[1 U ( ! ' $ @ * / < !�� - 53$�"O! ' π ◦ γ -61 $056! ' $�<9*�53$�" @~-J( * '[1 D\π(X)

L{� @ !#< 1 γ -61 $�56! ' $�<9*�53$�" @~-
( * '[1 U\X Lº�O^HR6fh+H+� ��FROP@NhM4+B87

γ(t) = Φ(x(t), y(t))
C�h+H<F

t ∈ [0, 1]
�
x(t) = π ◦ γ(t) ∈ D

H�;
y(t) ∈ [−ε, ε] t] @
π ◦ γ H<7P; F<4+BT;=O^CMF<;^@AQAHE�:@NQ\H}�f@A7P;^H�68B8H�J84MXa4M;^4+L8@NH xs(t)

H<BT;=O^H
x(t)
H<;q68BÁLr4M@ABT;

x
>8H

D\π(X)
>8CMB87

D\π(X)
t �jQA4+OP7

γs(t) = Φ(xs(t), (1 − s)y(t))
>89�¿DB8@N;a68B8H�J84+XY4M;=4ML8@AHHRBT;=OPH

γ(t)
H<;

(x, 0)
>DCMB?7

U\X t �
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 f�� �Fk���� uxkmlnlokqp{f3j4+687�XY4+BT;=OP4+B87�Z[6�bd68B�FRH<O^FRQNH���CM@A_?QAHRXYHRBT;�L87^H<68>84WFR4+BTh+H}�fHI>8HlQUC]¿D_8O=C�;=@A4MB�>84+BT;§Qcbd@AXaCMs+HLDCMO*68B8HuCML8L?QA@AFRCE;=@N4+B�J84+QN4+XY4+O^L8J?H�L8O^4+L?O^H�O^HRB?FR4+BT;=OPHuQNH�QA@AH<6ª>8Hu7�;=OP@AF<;^HuL?7^HR6?>84fF<4+BTh+H}�?@�;=9HR7�;j@N7^4+QN9i>DCMB?75Q bzH<B87^H<Xq_8QNH�>8H���CM@A_8QNHiL87PHR68>84WFR4MB[hMH��f@N;^9x>8H
bΩ
t

��������� �q� Zm� Zm�g��!#"%$
Ω b C2 &�' ( !#)+*," '.-K/�12-3&4( !256! '�7,-98
-M( " 1WVW&�=�> : !#< ( @ " 1612- L���!#"%$ f :

Ω −→ Ω &�'.- * /N/�@ "O5P*,$�"O! ' Q ! @ !#)R!#< / Q -�/ < ! / < - B @ " 1612- 13& < Ω
Lq�X"

η ∈ FPC(bΩ) - $ f(η) ∈
SPC(bΩ)
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�
CMB87iF<HqFKJDCML8@�;=OPHxB84+6?7i>84+B8B?4+B87i68B?HxL8OPHR6?hMH >86 ;=J89<4+O^`<XaHuy£>DCMB?7vQcbdHR7PL8O^@�;i>8HuFRH<QAQAH>86�;^J89R4MO^`RXYH�>8H �.4+B8sa�54+7^C�V�L8O^9<7^H<B[;^9RH�>DCMB875QUCqL8CMOP;^@AH w+t �?t

�ª�<� ��¦*¨�°�±�® ²�¬<¢<¤§²�¥§¢�°u¨ «�¦
fn
�

�I4MXaXYHRB4Z<4+B875LDCMO5>89RF<O^@NO^H�H<;j7^@AXYL8QN@N¿DH<OnQUC¶7^@N;^6DCE;^@A4+Bªs+9<4+Xa9�;=OP@AZ[68H�7^4+687 e g CMF<HRBT;=HxCM6f�J[VWL04M;=J?`R7^H<7v>86�;^J89R4+OP`RXYH�y8t
�jL8L0HRQA4MB87

a
QAH¶L04+@ABT;�>8H

S ′ hMHROP7uQNHRZ[68HRQ (fn)n

F<4+BTh+HROPs+HMt ] 4+@�;
p
68B L04+@ABT;�>8H

S
t§À�H_86?;�HR7�;x>8H ;^O^4+6?hMHRO�68B h+4+@N7^@AB8CMs+H¶>8H

p
>DCMB87

S
Z[68@lHR7�; �m�mek>?@ \r9R4+XY4+O^L?J8H pª68B.4M6?h+H<OP;>8H�QUCq7^L?J8`ROPHMtr�IH�L8O^4+_?QA`RXYH�B8H�>89<LrH<B8>¾9�hW@A>8H<XaXYHRBT;*LDCM7*>8H<7*7PVW7P;^`RXYHR75>8H�FR4W4+O^>84MB8B89RH<7J84+QA4MXa4+OPL8J8H<7nHRB

p
H<;jHRB

a
tr�I4+XYXYH�QNHR7*7^6?OP��CMF<HR7

S
H�;
S ′ 7^4+BT;j7P;=OP@AF�;=HRXYHRBT;jL87^H<68>84WFR4+BWeh+H��fH<7R�T4+B L0HR6?;�QAHR7G7^68L8L04+7PHRO�7P;^O^@NF<;=H<XaH<BT;�FR4+BThMH��fHR7]7^68O�>?HR7GhM4+@A7P@ABDCMsMHR7

U2

H<;
U ′ >8H p H<; aO^HR7PLrH<F<;^@Nh+H<XaH<BT;�t

�
HvX+�RXYHM�[4+BoL0HR6f;m7^6?L8Lr4M7^HRO

Λp = Λa =
�*H

z1
�
U2 = S ∩{ �*H z1 < 2}H<;

U ′ = S ′ ∩ { �5H z1 < 1} tq�kQlH}�?@N7P;^HoCMQN4+O^7�>8H<6f�.>84+XaCM@AB?HR7�_r4MO^B89<7u>8H Ck 7P;^O^@NF<;=H<XaH<BT;FR4+BTh+H}�fHR7R�
Ω
H�;

Ω′ ;^HRQN75Z[68H U2 = [bΩ]2
H�;
U ′ = [bΩ′]1

t
<i68@�;^;^HupY9RQN@AXY@AB8H<Om>8HxQAC 7^68@�;=H

(fn)n

68B�B84+Xq_?O^H�¿DB8@S>�bz9<QA9<XaH<B[;^7R� 4+B�LrH<6?;v7P68L8L04+7^H<OZW6?H
fn([bΩ]2) ⊂ U ′ Lr4M68On;=4+6?; n ∈ N

t À�HR7*;=J?9R4+OP`RXYHR7vF<QUCM7P7^@NZW6?HR75>8HuL?O^4+QN4+B8s+H<XaH<B[;*>?HR7CML8L8QN@AF�C�;=@A4MB87��m� � h+4+@NOg�|�+�2
c�TFKJ8CML�tDw {+�GXY4+BT;=OPHRBT;]Z[68H
fn
7^H*L8OP4+QA4MB8s+HnHRBY68B8H5CML?L8QA@NF�CE;^@A4+BJ84+QA4MXa4+OPL8J8H�>8H

Ω2
>DCMB87

Ck Z[68HxB84M687iB84M;^HROP4+B87iCE_8687^@�h+H<XaH<B[; fn
t��I4MXaXYH

Ω′
1

Lr4+7P7^`<>8H68B8Hi��4+B8F�;=@N4+B
p.s.h

>89<¿8B8@A7P7=CMBT;=H
ρ
�?QAHiL8OP@AB8F<@AL0Hv>86ªXaC��f@AXq6?X CEL8L8QA@NZ[689�CM6f�£O^H<7P;=OP@AF�;=@A4MB87>8H

ρ◦fn

7^68O:QAH<7:JTVWLrH<O^L8QACMB87SFR4+XYL8QNH��fHR7 {z1 = c} CM7^7P68O^H\ZW6?H fn(Ω2) ⊂ Ω′
1

t�
jBxCMO^s+6?XaH<B[;7^@AXY@AQACM@AOPHqL8OP4+6?h+HaZ[68H£QUCª7^6?@N;=H
(fn)
FR4+BThMHRO^sMH�68B8@N��4MO^XY9RXYHRBT;�h+HROP7

a
7^6?O

Ω2

tGÀ§Cª¿Ds+68OPH7^68@�hMCEB[;^H�@AQAQN687P;^O^HjQUC 7^@�;=6DCE;^@A4+B�t
Ω2 [bΩ]2

���
z1 = 2

y0

z1
Ω

z′p = (0, 0)
fn

pn

yn

Ω′

1 U ′ = [bΩ′]1

���
z1 = 1

Ω′

a = (0, 0)

���



7��

º:4+7P4+B87
y0 := (1, 0)

�
yn := fn(y0)

�
pn := fn(p)

��>?H\7P4+OP;^HIZ[68H
yn

H<;
pn

;=HRB?>8HRBT;GhMHROP7
a
t�

9<¿8B8@A7P7^4+B87Ip�L?O^9R7PHRBT;n68B?Hj7P68@N;^Hj>8H5O^H<Xa@N7^H<7\p�Qcbd9RFKJ8H<QAQNH Rn := Rpn,εn

CE7^7^4WFR@N9RHjpuQAC�7P68@N;^H
(pn, yn) �

h+4+@NO QUC�¿8s+68O^Hªy8t�w+t � F<H<;¶H3\�H�;���4+_87PHRO�h+4+B87YZ[68H {R−1
q,ε ({
�5H

z1 = 0}), ε > 0}>89<¿8B8@N;ª68B ��HR6?@AQAQNH<;=CMs+H >8H
Ck\TC

q bΩ
′ >84MB[;�QNHR7���HR68@NQAQNHR7£7P4+BT;�>?HR7�F<VWQA@NB8>8O^H<7ªHR68F<QA@A>?@AHRB?7FRH<B[;^O^9<7jH<B

TC
q bΩ

′ �
Fq,ε := R−1

q,ε ({
�5H

z1 = 0}) = {z ∈ Ck, d(z, TC

q bΩ
′) = ε}.��B¼O^CM@A7P4+B�>8H QACo7P;^O^@AF�;=H F<4+BTh+H��f@�;=9¶>8H

Ω′ ��;^4+6?;�L04+@NB[; z ∈ Ω′ CEL8LDCMO�;=@AH<BT;�p£68B8H¶68B8@NZ[68H��HR68@NQAQNH Fq,εq(z)

�
εq(z) > 0

t �IH<FR@§B84+6?75L0HROPXaH�;*>�bd9RB84+B?FRHRO5QUCq>?9<¿DB8@�;=@N4+Bª7^68@�hMCEB[;^H �
� ��� � ��� � ��� �m�������X� 
�*?< - ) " 12- > @P� = 5 Q -3@%@~- Rn

* 161 !253" =6- > @ * 13& "%$ - (pn, yn) -61 $ (�= IK' " -
/ *,< Rn := Rpn,εn

!��
εn = εpn(yn) -61 $ @P� &
' " VW&�- < =6-3@ $ -3@ VW&�- yn ∈ Fpn,εn

L � ' / ! 12-
Fn := Rn ◦ fn

B Ω̃n := Rn(Ω′) - $ ỹn := Rn(yn)
L


�O
�MFRHYp�FRH<7uFKJ84M@�� B84M687�>8@A7PLr4+7P4+B87�>�bd68B8HY7^68@�;=H¶>�bzCML8L8QN@AFRCE;=@N4+B87
Fn

;=HRQNQAH<7�ZW6?H � h+4+@NO¿Ds8t8y?tNw � �
Fn : Ω2 −→ Ω̃n

p 7−→ a = (−1, 0)
y0 7−→ ỹn ∈ { �*H z1 = 0}.3j4M;^4+B87iZ[68H QACoFR4MB[hMHROPs+HRB8F<H¶>8H
pn

H�;
yn

h+H<O^7
a
@AXYL8QA@NZW6?H�Z[68H

εpn(yn)
;=HRB?> hMHROP7

0
t�À§CL8O^4MLr4+7P@N;^@A4+B wMtU�?tz� @AXYL8QA@NZ[68Hv>84MB8F �

�������	��� � � �
�����m������[q� 
�* 13& "%$ -R(�-R( !#)+*," '.-61 (Ω̃n)
56! '�7,- < G�-+7,- < 1 B 13& < @~-61 56!#) / *�53$ 1

(�- Ck\{(1, 0)} * &A12-3'[1 C2 LÀSCq¿DsM68O^H�y8t�w�>89RF<O^@N;*QNH�L8O^4WFR9<>89�>8H�O^HRXY@A7PH�p Qcbd9RFKJ8H<QAQAHEt

p

bΩ2

���
z1 = 2

fn

Ω′
1

yn

pn
a

Fn

Λn

U ′

Fn(p) = (−1, 0)

	�

z1 = 1

Ω2 y0
eyn

Ω′Ω

eΩn

(0, 0)

^`_%acb0y8t�w d ] @N;^6DCE;=@N4+BªCML8OP`R7*O^H<Xa@N7^H�p Qcbd9RFKJ?HRQAQNH
�
CM6�;^HRXYL87��

n
t

:�_?7^HRO�h+4+B?7�Z[68H�QAC.B84MO^XaCMQA@�;=9�>8H QUC¼��CMXa@NQAQNH
(Fn)

OP9R7^6?QN;=H¾>8H�QUC L?O^4+L04+7^@�;=@N4+B�y8t�w+t|�L868@N7^Z[68H
Ω̃n

HR7�;j6?B8H�7^68@�;=H�>8H�>84+XaCM@AB?HR7n68B8@���4+O^XY9RXYHRBT;n_04+OPB89R7<t
� ��������� �	� �����m����� ��� 
�* CD*,) " @%@~- (Fn) -61 $ ' !#< )+* @~- L
� & "%$�$ -;>?-98 $�<P*,"%< - B ! ' /�-3& $ 13&�/N/ ! 12- <
VW&X- Fn

56! '�7,- < G�- &�' " C�!#< ) = ) -3' $ 7,- < 1 F : Ω2 −→ B 13& < @~-61 56!#) / *�53$ 1�(�- Ω2

L � -g/�@�& 1
@P� * @ $ - < ' *,$�" 7,-g13& " 7 * ' $ - * @ " -3&��q1 !#"%$ F -61 $ > 7 * @~-3& < 1�( * '[1 B 1 !#"%$ F (Ω2) -61 $ &
' / !#" ' $ (�-
bB
L
�lBf¿DB��»FRH�;^;^H]>?HRO^B?@A`ROPHlO^HRXaCMOPZW6?H]L0HROPXaH�;§>8HlFR4+XYL8QN9<;=H<O�QUCm>?HR7^F<O^@NL?;=@N4+B�>8HlQUCm7^@�;=6DC�;=@A4MB �

	H��� � ��
 �m���m�������m� 
 � "%)+* G�-M(�- U ′ / *,< @ * < - ) " 12- > @P� = 5 Q -3@%@~-�-3' q ' a - $ (�-�/ *,<9*,) � $�< -
ε � 1 -61 $ &�'.- Q �6/�- < 13& <%CD*�5 -+> : !#< ( (�- Ck L���! ' : !#< (�-61 $ ' ! '�7 " (�- - $ " ' 5 @�&N1 ( * '[1�&
'
7 !#" 1 " ' * G�-J(�- (1, 0) ( ! ' $ @~-;( "�*,) � $�< - $ -3'�( 7,- < 1 0

* 7,- 5 ε L
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À§C�L8OPHR6?hMH�>86 ;=J?9R4+OP`RXYH�y¼F<4+B87P@A7P;^H�p XY4+BT;=OPHRO Z[68H

Fn
F<4+BTh+H<O^s+Hªh+H<O^7Y68B&_?@AJ84+QN4EeXa4+OPL8J8@N7^XYHY>�bz68B hM4+@A7P@ABDCEs+Ho>8H

p
>DCEB87

Ω
7^68Ou68B h+4M@A7^@NBDCMs+HY>8H

(−1, 0)
>DCMB87

B
tG354+687O^9R>?68@A7P4+B87m@NFR@0FRHiL8OP4+_8QN`RXYHvpqQ bz9�;=68>8Hj>8HiQACuFR4MB[hMHROPs+HRB8F<H�>8HR7*CML?L8QA@NF�CE;^@A4+B87

Fn
H<;I>8HiQNHR68OP7@ABTh+H<O^7^H<7

Gn

t*=�4+BT;=OP4+B87n;=4+6f;*>�b|CE_r4+OP>�F<4+XYXaH<B[;*>?9<¿DB8@NOnFRH<7j@NB[hMHROP7^HR7<t
������� � �T��[������g��!#" -3' $ D - $ D′ (�-3& 8R( !#)+*," '.-61M>+: !#< (#1 @ " 1612-61M(�- Ck L � 'H13&2/N/ ! 12- VW&�-
D1 - $ D′

1 1 ! ' $�56! '�'.-98
-61 B ' ! ' 7 " (�-61H- $ VW&�- [bD]1
B [bD′]1 1 ! ' $ 1 $�<3"O53$ - ) -3' $ 56! '�7,-98
-61 L��!#"%$

F : D1 −→ D′ &
'.- * /N/�@ "O5P*,$�"O! ' Q ! @ !#)R!#< / Q - / < ! / < - < -3@ *,$�" 7,- ) -3' $ > [bD]1
$ -3@%@~-

VW&X- F ([bD]1) ⊂ SPC(bD′)
L � @ !#< 1 F -61 $ &�' ( " � = !#)R!#< / Q " 1 ) - @ !25P* @T13& < D1

L � -M/�@�&N1 B
1 " F -61 $�" ' � - 53$�" 7,-M13& < [bD]1 - $ 1 " F ([bD]1) ⊃ [bD′]1

* @ !#< 1 F (D1) ⊃ D′
1 - $�" @T-98 " 1 $ -�&�'" '�7,- < 12-J>H( < !#"%$ -;(�- F (�= IK' " 13& < D′

1

L
ºlOPHR6?hMH � 354M;=4MB87n;=4+6?;*>�b|CM_04+OP>�Z[68H�7^@

F
B�bz9�;KCM@�;*LDCM7*68B�>8@ \r9R4+XY4+OPL8J8@A7PXaHjQA4WF�CMQ�7^68O

D1CMQA4+OP7iQAHxQA@AH<6 FROP@N;^@AZ[68H { �+CEF F = 0} 7PHRO=CE@N;�68B H<B87^H<Xq_8QAH¶CEBDCMQNV[;^@AZ[68Hq>84MB[;�Q bz@NBT;=HROP7^H<F<;=@N4+BC»hMHRF
[bD]1 ⊂ SPC(bD)

7PHRO=CE@N;vhW@N>8HA���+� 
 t�À§Ca��4+B8F�;=@N4+B − �5H z1

hW@A4+QNHRO=CE@N;5QAHuL8O^@NB8FR@NLrHu>86XoC��f@NXq68X 7^68O*FRH�;5HRB87PHRXq_8QNH�CMBDCMQ�VW;^@AZ[68HEt�I4MXaXYH
[bD]1

HR7P;\��4+O^XY95>8HiL04+@ABT;=7]>8Hi7�;=OP@AF<;^HvF<4+BTh+H��f@�;=9iH�;
F
VaH<7P;n@NB g HRF�;=@�h+HM�

F|[bD]1HR7P;o68B#>8@ \�9<4+XY4+O^L8J?@A7^XYH��m� 7^68Oa7^4+B�@AXaCMs+HM��Z[68@5FR4MB[;^@AH<B[;
[bD′]1

tK�kQ5H��f@A7�;=H�>84+B8F�68B>8@ \r9R4+XY4+OPL8J8@A7PXaH5�m�
G
>8H

[bD′]1
>DCMB?7

[bD]1
;^HRQ0ZW6?H

F ◦G = Id
t?�IH<QA68@�ekF<@07PHvL8OP4+QA4MB8s+HHRB�6?B8H¾CEL8L8QA@NF�CE;^@A4+B

G : D′
1 −→ D

J84+QA4MXa4+OPL8J8H�L8OP4+L8OPH�OPHRQACE;=@�h+HRXYHRBT;ap
[bD′]1

>?4+BT;Qcbd@AXaCMs+HIH<7P;\@AB8F<QA687PH*>DCMB87
D1

>�bzCML8OP`R7]QAHnL8OP@AB8F<@AL0Hn>86oXaC��f@AXx68X�tMÀ�b|CML?L8QA@NF�CE;^@A4+B
F ◦G HR7�;>84+B8Fq_?@AHRB¾>89<¿DB?@AHx7P68O

D′
1 ∪ [bD′]1

��H�;iFR4��~B8F<@A>8H C�hMHRFqQ bz@N>8HRBT;=@�;=9�7^68O
[bD′]1

t�À§HuL8O^@NB8FR@NLrH>�bz6?B8@AF<@N;=9 XY4+BT;=OPH Z[68H
F ◦ G = IdD′

1

t�:�B H<B.F<4+B8FRQN6?;�Z[68H
F (D1) ⊃ D′

1

H<;�Z[68H
G
HR7�;Qcbd@ABTh+H<O^7^H�>8H

F
7P68O

D′
1

t
��IHoQAH<XaXYH¶CM7P7^68OPHoQcbdH��f@N7P;=H<B8FRHa>�bd68B @ABThMHRO^7PH

Gn

p
Fn

BDC�;=68OPHRQAQNHRXYHRBT;�>89<¿8B8@\7P68Ox6?B HRBWe7^HRXx_8QAHuXoC��f@NXoCMQ�>?6¾;kVWLrH
Ω̃n,t

t�À§Co>?9<¿DB8@�;=@N4+B¾7P68@NhECMBT;=HuXaH�;iH<B�O^HRQN@AH���QAH<7vL8OP4+L8O^@N9<;^9R7v>?HFRHR75CML?L8QA@NF�CE;^@A4+B87IZW6?H�B?4+6875CM68OP4+B875pqh+9ROP@N¿DH<O �
��� � � � � � ��� �m��[���[��	� ! &N1 (�=61 " G,'.- < ! '[1 / *,< K(Fn) B O(Fn) B K(Gn) B O(Gn) @~-61 / < ! / < " =)($ =61 13& " 7 * ' $ -61 �
• K(Fn) � Fn

56! '�7,- < G�- 7,- < 1J&�'.- * /N/�@ "O5P*,$�"O! ' F - $ F (Ω2) ⊂ B B
• O(Fn) �

" @ -98 " 1 $ -?&�' < =6-3@ λ 1 $�<3"O53$ - ) -3' $ / ! 1 "%$�" CH$ -3@ VW&�- Fn(Ω1) ⊃ Ω̃n,λ / ! & <?$z! & $
n ∈ N B

• K(Gn) � Gn

56! '�7,- < G�-�7,- < 1�&
'.- * /N/�@ "O5P*,$�"O! ' G - $ G(Bλ) ⊂ Ω2
B

• O(Gn) �
" @ -98 " 1 $ -�&�'.- C�! ' 53$�"O! ' 53< !#" 161 * ' $ - 56! ' $�" '�&�- λ′ :]0, λ] → R+

∗
$ -3@%@~-;VW&�-

Gn(Ω̃n,t) ⊃ Ωλ′(t) / ! & <�$x! & $ n L354+687*7^4MXaXYHR7nXaCM@ABT;^HRBDCMBT;*H<B�XYHR7P68O^H�>8H���4+OPXq68QAH<OmQUC OP9R>868F�;=@N4+B�CMB8B84+B?FR9RH+�
�������	��� ��� �
��� �m��[��~���J�X" @ * 13& "%$ - (�- < -3' !#< )+* @ " 1 *,$�"O! ' (Fn)n - $ @ * 13& "%$ - (�-61 " '�7,- < 12-61
(Gn)n 7,= < " I�-3' $ @~-61 / < ! / < " = $ =61 K(Fn) B O(Fn)

B K(Gn) B O(Gn)
* @ !#< 1g@P� * /N/�@ "O5P*,$�"O! 'R@ "%) "%$ -

F : Ω2 → B 12-M/ < ! @ ! '�G�-R-3' &�' CR (i( " � = !#)R!#< / Q " 1 ) - -3' $�< - &
' 7 !#" 1 " ' * G�- (�- p ( * '[1
[bΩ]1 - $ &�' 7 !#" 1 " ' * G�-J(�- (−1, 0) ( * '[1 bB L



7 �

º�O^HR6fh+H+�
�
bzCML8O^`<7�QcbdJTVfL04M;^J8`R7PH

O(Fn)
H<;�QAHxQAHRXYXYHxy8t|�ft�w+�

Gn

H<7P;�>89�¿DB8@AH 7P68O
Ω̃n,λ

H<;�Vh+9<O^@N¿8H+�
Fn ◦Gn = Id.

��y8t�w �
:iB >89R>?68@N;v@AXYXa9<>8@UCE;^HRXYHRBT;5>8H���y8t�w �5H�;�>8HxQ bzJTVWL04M;=J8`<7^H

O(Gn)
Z[68H

Fn(Ωλ′(t′)) ⊂ Ω̃n,t′Lr4M68O
t′ < t ≤ λ

tj�I4+XaLf;=H ;=HRB[6�>?H QcbdJTVWLr4M;^J8`R7PH K(Fn)
�*FRH<QUC�>84+B8B8H p&QAC�QN@AXY@N;=H �

F (Ωλ′(t′)) ⊂ Bt′ ∩ B ⊂ Bt

t*:iB�>89R>86?@N;*LDCMOnF<4+BT;=@NBW6?@N;=9�>?H
λ′
Z[68H �

F
(
Ωλ′(t)

)
⊂ Bt

Lr4+6?O
t ≤ λ.

��y8t|�+�
�kQ�O^9<7^68Q�;=H 9<sTCMQAH<XaH<BT;�>8H���y8t�w �vZ[68H

Gn ◦ Fn = Id
7P68O

Gn

(
Ω̃n,λ

) H<;�>84+B?FY7P68O
Ωλ′(λ)

HRBh+H<OP;=6�>8H�QcbdJTVWLr4M;^J8`R7PH
O(Gn)

�
Gn ◦ Fn = Id

7P68O
Ωλ′(t)

L04+68O
t ≤ λ.

��y8tz�T�
À�bzJTVWLr4E;=J8`<7^H K(Gn)

L0HRO^XYH<;j>8H�LDCM7P7^HROvpaQACYQN@AXY@N;=Hv>DCMB87q��y8t�w �nF�CMO
Fn

FR4MB[hMHROPs+Hq68B8@���4+O�eXa9<XaH<BT;nh+HROP7
F
7^68O*QAH<7nFR4+XYLDCMF�;=7*>8H

Ω2

t��kQ�hW@AH<BT;vCEQA4+OP7 �
F ◦G = Id

7P68O
Bt

L04+68O
t ≤ λ.

��y8tdy[�
À�bz@NB8FRQN687^@N4+B ��y?t �+�IL0HROPXaH�;5>8H�LDCM7^7PHRO5p¶QUCqQA@NXa@�;=H5>DCMB87u��y8t|�+� �

G ◦ F = Id
7^6?O

Ωλ′(t)

Lr4+6?O
t ≤ λ.

��y8t|{+�À�bz@N>8HRBT;=@�;=9¶��y8tdy[�IXa4MB[;^O^H�Z[68H
F
@AB?>868@N;*6?B�_?@AJ84+QN4+XY4+O^L8J?@A7^XYHvH<BT;=O^H

G(Bλ)
H�;
Bλ

�
F : G(Bλ)

∼−→ Bλ.

��B.4+6f;=O^HE��Qcbd@AB8F<QA687P@A4+B���y8t|�+�vH<;�Qcbd@A>?HRBT;=@�;=9���y?t {+�vXY4+BT;=OPHRBT;uZW6?H
G(Bλ) ⊃ Ωλ′(λ)

t�:iB.H<7P;CMQA4MO^7�HRBaXaH<7^68OPH*>8HjXY4+BT;=OPHROlZ[68H
F
7^H5L8O^4+QN4+B8s+H*H<Ba68Ba>8@ \r9R4MXa4+OPL8J8@N7^XYHm>�bd68BahM4+@A7P@ABDCMsMH>8H

p
>DCMB87

bΩ
7^6?O�68B¾h+4M@A7^@NBDCMs+Hu>8H

(−1, 0)
>DCMB87

bB
t�À�HR7i��OP4+BT;=@A`<O^H<7v9<;=CMBT;�7P;^O^@NF<;=H<XaH<BT;L87^H<68>84WFR4+BThMH��fHR7*HRB

p
H<;

(−1, 0)
�W68Bo;=J?9R4+OP`RXYHv>8H �\HRQAQT� � 
r7P;=@NL868QNHvZ[68HiQNHjL8OP4+QA4MB8s+HRXYHRBT;>8@ \r9ROPHRBT;=@ACM_8QNH£HR7�;o68B?H�F<4+B87P9RZ[68HRB?FRH >86�L8OP4+QA4+B?s+HRXYHRBT;¶FR4MB[;^@AB[6�t�YG@��?4MB87 −1 < t ≤ λCMO^_?@N;=O^CM@AOPHRXYHRBT;5L8O^4WFKJ8Hq>?H −1
t�ºS4+68O

n
CM7^7PH�� s+O^CMB8>

xn ∈ Ωλ′(t)

H�;�>84+B?FM��F<4+XYL?;=H�;=HRB[6>8H���y?t �+�}�
F (xn) ∈ Bt

t �v@NB87^@
F (xn)

;^HRB8>�h+H<O^7
(−1, 0)

QA4MO^7^Z[68H
xn

;=H<B8> h+HROP7
p
H<;�FRH<QUCHRBT;=O^C��UB?H�QAH�L8OP4+QA4+B?s+HRXYHRBT;*J �+QN>8HROnF<4+BT;=@NBW6ª>8H

F
p
bΩ
CE6?;=4+6?O5>?H

p
��w2� 
 t

�

�ª��� ���*® °x¨ª¤�¥�±�²�¥§¢�°x¨ «ª´ ¥ 
&�n°�± �*® ¦ ���
3j4+687�CMQNQA4+B?7�p�L8O^9<7^HRBT;�h+9<O^@N¿8HRO�QAH<7�L8O^4+L?O^@A9�;=9<7 K(Fn)

�
O(Fn)

� K(Gn)
H�;
O(Gn)

HRB6?;=@NQA@N7=CMBT;n>8H���C,Z<4+B�7PVW7P;^9RXaCE;=@NZW6?HuQACqL8O^4+L04+7P@N;=@N4+B��ftz�?tzy?t �IHRF<@S9�;KCM_?QA@AO^CqQAH�;=J?9R4+OP`RXYH�y 7 "�*QUC�L8O^4+L04+7P@N;=@N4+BYy8t �Wt|�?tW�S4+6?;=HvQUCuL?O^HR6fh+H�O^H<Lr4M7^HiH<B£��CM@N;\7^68O\Qcbd@AB g H<F<;^@NhW@N;^95>?H
Fn

CM6£_04+O^>£H�;QAH<7nFKJ84+@���HD\rHRF<;^689R75QA4MO^7n>8H�QUCqOPHRB84MO^XaCMQA@N7=CE;^@A4+B�t�jCML?LrH<QA4+B87�Z[68H
Ω̃n

FR4+BThMHRO^sMHYhMHRO^7
B
CE6¼7PHRB87 C2 7^68O�QAH<7�FR4+XYLDCMF�;=7�>8H C2\{(1, 0)}��L8OP4+L8OP@A9<;^9¶y8tNwMt �+�}t �v@AB?7^@c�§L04+68O

n ≥ n0

7^6�8Y7=CEXaXYHRBT;qsMO=CMB8>��
[bΩ̃n]3/4

HR7�;q7�;=O^@NF<;^HRXYHRBT;L87^H<68>84WFR4+BThMH��fH H<;
Λx

HR7�;oL04+7P@N;=@�h+H�7P68O
Ω̃n

L04+68O
x ∈ [bΩ̃n]3/4

t\À�Hª>84+XaCM@NB8H
Ω
9<;=CMBT;Z[6DCMBT;�p£QA6?@S¿?�f9qH�;�7P;^O^@NF<;=H<XaH<BT;�FR4+BThMH��fHM�§QUCYL8O^4MLr4+7P@N;^@A4+B �ft|�ftzy£7<b|CEL8L8QA@NZ[68HRO^Co>84+B8F¶C�hMHRF

{U,W} := {[bΩ]1, [bΩ̃n]3/4}
t
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 f�egf9h � s[k�� � k � k�� K =⇒ O
� f

K(Fn) =⇒ O(Fn)
� �jL8L8QN@AZ[684+B87uQAHaLr4+@NBT;£w£>8HoQUC�L?O^4+L04+7^@�;=@N4+BÁ�ftz�?tdy�p

Fn

HRBÁL?O^HRB8CMBT;
U := bΩ1

H<;
Wn := [bΩ̃n]3/4

tD�I4+XaXYH
Fn(p) = a

H<;*Z[6�bdHRB�h+H<OP;^6�>8H�Q bzJTVWL04M;=J8`<7^H K(Fn)
Fn(Aε0(p, τ))

;=H<B8>�hMHROP7
F (Aε0(p, τ)) b B

�84+B�4+_?;^@AH<B[;��
Fn

(
B ,.- (p, τ)

)
⊃ B ,�-Wn

(a, cτ).�I4+XaLf;=Hª;=HRB[6#>?6#QAH<XaXYH��ft|�ftzy¼@AQ*7^6 8Y;£CMQA4MO^7¶>8H�hM9ROP@N¿DH<OoZ[6�bd@AQ*H��f@A7�;=H
λ > 0

;^HRQ*Z[68H
B ,.-Wn

(a, cτ) ⊃ [bΩ̃n]λ
L04+68O�;=4M6?;

n ∈ N
t :�O�FRH<FR@]O^9<7^68Q�;=Ho@NXaXY9R>?@UCE;^HRXYHRBT;�>86 ��CE@N;�Z[68H

Wn

F<4+BTh+H<O^s+HxCM6ª7^HRB?7 C2 hMHRO^7 [bB]3/4

t
�À�4+OP7^Z[68H

O(Fn)
HR7P;]h+9<O^@�¿D9RHE�WQNH*QAHRXYXYHmy8t|�ftNw5CM7P7^68OPHvQ bzH}�?@N7P;^HRB8F<H5>�bz68Ba@ABTh+H<O^7PHvp�>8O^4M@N;=H

Gn
L04+68O

Fn
>89�¿DB8@n7^6?O

Ω̃n,λ
tl�IH<;P;=Hª7^6?@N;=H�>�b|CML?L8QA@NF�CE;^@A4+B87uHR7�;aB?4+O^XaCMQAHoF�CMO H<QAQAHoL8O^H<B8>7^HR7�hECMQNHR68OP7�>DCMB87

Ω1

�m4+B L0HR6?;�>84MB8F�QUC 7P68L8L04+7^H<O�F<4+BTh+HROPs+HRBT;^H¼hMHRO^7�68B8H¼CML?L8QA@NF�CE;^@A4+B
G : Bλ −→ Ω1

t��I4+XaXYHxF<@�e~>8HR7P7^687<��B84+687�CMQNQA4+B?7vXY4+BT;=O^H<OiZ[68H¶7^@
G
HR7�;�pohECMQAH<68O^7�>DCEB87

Ω2

CMQN4+O^7
O(Gn)

HR7P;j7=C�;=@A7���CM@N;^HMt
K(Gn) =⇒ O(Gn)

� �vL8L8QN@AZ[684+B?7�QAHqL04+@ABT; w¶>8H¶QAC£L8O^4+L04+7P@N;=@N4+B �ftz�?tdyªp
Gn
H<B.L?O^HRB8CMBT;

Un := [bΩ̃n]λ
H<;
W := [bΩ]2

t?�I4MXaXYH
Gn(p) = a

H<;mZ[6�bdHRB£hMHRO�;=6£>8HvQcbdJ[VWL04M;=J?`R7^H K(Gn)
Gn(Aε0(a, τ))

;=HRB?>�hMHRO^7
F (Aε0(p, τ)) b Ω

�D4+Bª4+_?;=@NHRBT;��
Gn

(
B ,.-Un

(a, t)
)
⊃ B ,.-W (p, ct) ∀t ≤ τ.

��y8t �T�ºGCMO:CM@AQNQAH<68O^7<�RQUC*>8@N7P;KCEB8FRHI�m� XoC g 4+O=CMBT;SQUCn>8@N7P;=CMB8FRH]HR6?FRQA@N>8@AH<B8B8HE�»4+BqC
B ,.-Un

(a, t) ⊂ [bΩ̃n]t
t�

HIL8QN687R�
B ,�- (p, t) ⊃ [bΩ]At2

4��
A
>89<7^@AsMB8HIQNH\XY@AB8@NXq68X >8HR7ShMCEQAHR6?O^7GL?O^4+L8OPHR7:>8HIQAC*��4+OPXaH>8H�À�H<hW@�>?H

[bΩ]1
��@AQ 7<b|CMsM@N;m>�bz68B�FRCM7IL8CMOP;^@AFR6?QA@AH<O];^O^`<7m7^@NXaL8QNH*>86£;=J89<4+O^`<XaHvyq>8H �����#
U��t?À§CL8O^4+L?O^@A9�;=9

O(Gn)
>89<FR4+6?QAH�CMQN4+O^7n>8Ha��y8tU�+�IH<;5>86ªQAH<XaXYHiy8t|�ft�w+t

�

��B�O^HRXYL8QAC,Z�CMBT;
p
LDCMO568B¾L04+@ABT;jCMOP_8@N;^O=CM@NO^H

q ∈ [bΩ]1
>8CMB875QUC¶L8O^H<6?h+Hu>8H K(Fn) =⇒

O(Fn)
�?4MB�4+_?;=@NHRBT;n68B?HiL8O^4ML8O^@N9<;=9vQA9RsM`RO^H<XaH<BT;nL8QA6?7\��4+O�;=HiZ[68H

O(Fn)
tD�IHRQNQAH}ekFR@0B84+6?7n7^HRO^C6?;=@NQAHiL04+68On9�;KCM_8QN@AO K(Gn)

t
������� � �m� �������M�X" K(Fn) -61 $ 7 <9*," - * @ !#< 1 " @ -98 " 1 $ - (�-61 56! '[1 $O* ' $ -61 c, τ > 0

$ -3@%@~-61 VW&X-
/ ! & <�$z! & $ q ∈ [bΩ]1 - $ n 13&�� 1 *,) ) -3' $ G <9* '�( B

Fn(q) ∈ [bΩ̃n]3/4 =⇒ Fn

(
B *)+ (q, τ)

)
⊃ B *)+

[beΩn]3/4
(Fn(q), cτ).


 f�egf � � s[k�� � k � k K(Fn)
f

��B O=CE@A7^4MB#>8H�QcbzCMQ�;=HROPBDCE;^@Nh+H�O^9<s+@A7P7=CMBT;ªQUC.FR4+BTh+H<O^s+H<B8FRH¼>8H
Fn
��F<4+O^4MQAQUCE@AO^Hªy8t�w+tz�T���\@AQ7^6�8¶;¶>�bd9<;=CM_8QA@NOxZ[68H�>DCEB87qQUC�7^@N;^6DCE;^@A4+B >?9RFROP@N;^H£>DCMB87 QAC¾L8OPHRXY@A`ROPH£LDCMO�;=@NHM�

ỹn = Fn(y0)O^HR7�;=H5>DCMB87]68BYFR4+XYLDCMF�;]>8H
B
tf�5CM@N7^4+B8B?4+B87�LDCMO]Q b|CM_?7^68OP>8HM�T7P68L8L04+7^4+B?7IZ[68H

ỹn
;=H<B8>8H*h+HROP7

y∞ ∈ bB
t À§CY7P68@N;^H

(Fn)
FR4+BTh+H<O^s+HxCMQA4MO^7nQA4WF�CEQAHRXYHRBT;n6?B8@N��4+OPXa9<XaH<BT;mh+H<O^7

y∞
��FR4MO^4+QNQUCM@NO^Hy8tNwMt|�T�}t �

ε > 0
F<4+O^OPHR7^L04+B8>o>84+B8Fi6?B£HRBT;=@NHRO

nε

;^HRQ0ZW6?H
Fnε(Aε(p, τ)

)
⊂ B(y∞, 1/4)

t
��BCML8L8QN@AZ[6DCMBT;]QAH5Lr4M@ABT;\�x>8H5QUCuL?O^4+L04+7^@�;=@N4+Ba�ft|�ftzyxp
Fnε

C�h+H<F
U := [bΩ]1

�
Wnε := [bΩ̃nε ]3/4

�
η = 1/4

H<;
(a, y) := (a, y∞)

�84+B�4+_?;^@AHRBT;��
Fnε([bΩ]1) ⊃ B ,�-Wnε

(
a,
c(η)τ√

ε

)
\B(y∞,

1

2
).

��y?t��+�



7 �

�I4+XYXaH5QAH<7
[bΩ̃n]3/4

;^HRB8>8H<BT;nh+HROP7
[bB]3/4

CM6£7^H<B87 C2 �WQAH<68O^7I>8@UCMXY`<;^O^H<7n�m� 7P4+BT;n68B8@���4+O�eXa9<XaH<BT;*_r4+OPB89Mt[�kQ�7RbdHRB87P68@N;5Z[68H�Lr4+6?O
ε
7P6�8Y7=CMXYXaH<BT;jL0H<;^@N;R�§��y8t �+�I>84MB8B8H �

Fn([bΩ]1) ⊃ [bΩ̃n]3/4 \B(y∞,
1

2
).

��y8tU�+��
4+OP9RBDC�hECMBT;��

ε
HR7�;v¿?�f9qH�;iB84+6?7iB84M;^HRO^4MB87

n
CM6 QA@NHR6�>8H

nε
trÀlbzCML8L?QA@AFRCE;=@N4+B

Fn|[bΩ]2

9<;=CMBT;68B£>8@ \�9<4+XY4+O^L8J?@A7^XYH*7^68OI7^4+B�@NXoCMsMHM�
Fn([bΩ]1)

H<7P;nF<4+BT;=O^CMF<;^@AQAHEt �vQA4MO^7���y8t �T�]XY4+BT;=OPHvZ[68H
Fn([bΩ14])

>84+@N;*F<4+BT;=H<B8@AO
[bΩ̃n]3/4

t4�kQ�hW@NHRBT;5>84+B8F �
b
[
Fn([bΩ]1)

]
= Fn(bΩ ∩ { �*H z1 = 1}) ⊂ [bΩ̃n]+3/4.

��y8t �+��IH<;P;=HY@AB8F<QA687P@A4+B FR4MB8>868@�;xp�68B8HYFR4+BT;^O=CM>8@NF<;^@A4+B F�CEOuQNHYL?O^@AB?FR@AL0H¶>86 XaC��f@AXx68X�CML?L8QA@NZW6?9p�QAC£��4+B8F<;^@A4+B − �*H z1 ◦ Fn
XY4+BT;=OPHYZ[68H

Fn(Ω ∩ { �5H z1 = 1}) ⊂ Ω̃+
n,3/4

CMQA4MO^7�Z[68HaL8CMOFR4+B?7P;=OP68F<;^@A4+B
Fn(y0) ∈ { �*H z1 = 0} t �


 f�egf�e � s4k�� � k � k K(Gn)
f�

9<¿DB?@A7^7P4+B87
λn := sup{t ∈ R | Fn(Ω1) ⊃ Ω̃n,t}

tW�I4+XaXYH
F
H<7P;\68B¶>8@ \r9R4MXa4+OPL8J8@N7^XYHQA4WF�CMQM7^68O

Ω1

��QNHRXYXaH�y?t �ft�w �}�»QAH]_r4+OP>u>?H
Fn(Ω1)

>DCEB87
Ω̃n

HR7�;G@NB8FRQN687§>DCMB87
Fn(Ω∩{ �5H z1 =

1}) tDºGCMO*>89�¿DB8@�;=@A4MB�>8H λn
�

inf{ �*H z1 ◦ Fn(x), x ∈ Ω ∩ { �*H z1 = 1}} = λn.À�HvL8OP@AB8F<@AL0Hj>86oXoC��f@NXq68X CML8L?QA@AZ[689jp − �*H z1 ◦Fn

7P68O
Ω∩ { �*H z1 = 1} XY4+BT;=OPHv>84+B?F;�

∃z′n ∈ { �*H z1 = 1} ∩ bΩ, Fn(z′n) ∈ { �*H z1 ≤ λn}.
��y8tNw �T�º�68@A7PZW6?H K(Fn)

H<;¶>84+B?F
O(Fn)

7^4+BT;¶7=C�;=@A7���CM@N;^HR7<�GQAH<7xhECMQAH<68O^7 >�b|CM>?J89ROPHRB8F<H�>?H
λn

7P4+BT;7^68L09ROP@AH<68O^H<7jp
λ > −1

t*<�6?@N;^;^H�p¶H��W;=O^CM@AOPHM�8QAC¶7P68@N;^H�>8HR7jCML8L?QA@AFRCE;=@N4+B87
Gn

FR4MB[hMHROPs+Hx>84MB8Fh+H<O^7
G : Bλ∞ −→ Ω1

�D4��
λ∞
>89<7^@AsMB8H�68B8H�hECMQAH<68On>�bzCM>8J89<O^HRB?FRHx>?H

λn ≥ λ
tÀ§4MO^7^Z[68H

λ∞ > 0
�]QAC¼7P68@N;^H

ỹn

H<7P;oFR4+XYLDCMF�;=H�>DCMB87
Bλ∞

>�bzCML8OP`R7 K(Fn)
t
�
H¾L8QN687

Gn(ỹn) = y0 ∈ Ω2

t§À�b|CML?L8QA@NF�CE;^@A4+B�QN@AXY@N;=H
G
HR7�;x>84MB8Fop�hECMQAH<68O^7�>DCMB?7

Ω2

� K(Gn)
H<7P;h+9<O^@N¿89RHMtÀ§4MO^7^Z[68H

λ∞ ≤ 0
� B84M687GL8OP4+6?hM4+B87GF<@�e~>8HR7P7^4+687:Z[6�bz@NQ[H��f@A7�;=H]68B8HI7P68@N;^H

(xn)
O^H<QUCE;^@Nh+H<XaH<BT;FR4+XYLDCMF�;=H�>DCEB87

Ω1
H<;Y68B?H�F<4+B87�;KCMBT;=H

η0 > 0
;^HRQNQAHR7 Z[68H

Fn(xn) ∈ Ω̃n,λ∞−η0

Lr4M68O
nCM7^7PH��5s+O=CEB8>�t �jQA4+OP7 {Fn(xn)} b Bλ∞

>�bzCML8OP`R7 K(Fn)
t%:iB¶FR4+B8F<QA6?;]F<H<;^;^Hn��4+@A7�H<Ba6?;^@AQN@A7=CEB[;

{
Gn[Fn(xn)]

}
=
{
xn

}
b Ω2

t
Y:@��f4+B87

τ > 0
;^HRQ�Z[68H

B ,.- (p, τ) b [bΩ]1
t��kQr7P6�8¶;nL04+68OI9�;KCM_?QA@AOlQ bzH}�?@N7P;^HRB8F<Hi>8H

(xn)
>8Hh+4+@NOnZ[6�bz@NQ�H��f@N7P;=H

ε0, η0 > 0
;=H<QA7nZ[68H+�

Fn(Aε0(p, τ)) ∩ Ω̃n,λn−η0 6= ∅ ∀n� 1.�jCE@A7^4MB8B84+B87jLDCMOjQcbzCM_87^6?O^>8HH�r7^68L?Lr4+7P4+B87�Z[68H L04+68O5;=4+6?;
ε, η > 0

�r@NQ:H}�f@A7P;^Hq68B�H<B[;^@AH<O
nε;=H<Q�ZW6?H

Fnε(Aε(p, τ)) ⊂ Ω̃+
nε,λnε−η

tX��B¾CEL8L8QA@NZ[6DCMBT;*QAH�L04+@ABT;j� >8H�QUCqL8OP4+L04+7^@�;=@A4MB��ft|�ftzyYp
Fnε

C�hMHRF
U := [bΩ]1

�
W := [bΩ̃n]1/2

H<;
(λ, η) := (λnε, η)

4+B�4+_?;^@AH<B[;��
Fnε

(
B ,.- (p, τ/2)

)
⊃ B ,.-Wnε

(
a,
c(η)τ

2
√
ε

)
∩ { �*H z1 ≤ λnε − η}. ��y8t�w+w �



� ����� )#)�� 	/��!�
 	������5� 7��

�I4+XaXYH5QAHR7
[bΩ̃n]3/4

;=H<B8>8H<B[;nhMHROP7
[bB]3/4

CE6£7^H<B87 C2 �fQAHR6?O^7I>?@UCMXY`<;^O^HR7m�m� 7P4+BT;n68B8@���4+O�eXa9<XaH<B[;*_04+OPB89Mt��kQ�7<bzH<B87^6?@N;jZW6?H�L04+68O
ε
7^6 8a7^CMXYXaH<B[;5L0H<;^@N;�����y8t�w+w �I>84MB8B8H �

Fnε

(
B ,�- (p, τ/2)

)
⊃ [bΩ̃nε ]λnε−η.�IHRFR@*9�;KCMBT;YhMCEQUCM_8QNH£L04+68O

η
CMO^_?@N;^O=CM@NO^HRXYHRBT;¶L0H<;^@N;��G4+B&4M_?;=@NHRBT;aCML8O^`<7aH}�W;=O=CEF<;=@N4+B�9<h+H<Bfe;=68H<QAQAH;�

d ,.-
(
bFn

(
B ,.- (p, τ/2)

)
, [bΩ̃n]+λn

)
−→
n→∞

0.
��y?tNw �M��

H¾L8QN687R�l4+B�h+4+@�;£p¼QcbzCM@A>?H�>?6�QAH<XaXYHªy8tz�?tNw�Z[68H QAC¼>8@N7P;=CMB8FRH¾�m�³HRBT;=OPH¾QAH<7aL04+@NB[;^7a>?H
bFn(B ,.- (p, τ)) H�;*QAH<75L04+@NB[;^7n>8H Fn(B ,.- (p, τ/2))

H<7P;j_r4+OPB89RH�@NB?��9ROP@AHR6?O^HRXYHRBT;*LDCEO
cτ/2
t

�kQ�hW@AHRBT;5>84+B?F�>?Ho��y8t�w �+�\Z[68H
Fn(B ,�- (p, τ)) FR4MB[;^@AH<B[; [bΩ̃n]λn

L04+68O
n
CM7P7^H���s+O^CMB8>�t	�§h+H<F��y8t�w �T�}�8FRH<FR@�FR4MB[;^O^H<>8@N;5Qcbd@AB g HRF<;^@NhW@N;^9v>8H

Fn|U
t

�

�ª��� 	³µªµ�¬�¢<©m²�¥§¢�°u¨�¤I�
�IH�;^;^H.LDCEOP;=@NH�FR4+XYL04+OP;^H¼>?HR6f� CML?L8QA@NF�CE;^@A4+B87o>86-;^J89R4MO^`RXYH w+t*À§C�L?O^HRXY@A`<O^H�H<7P;�68BO^9R7P68QN;=CE;q>?H �.4+B8sEek�54+7^C�V.QN4fFRCMQlH<;xQUC�7PHRF<4+B8>8H�F<4+B8FRH<O^B8HoQcbd9<;=6?>8H£>8HaQUC�>fVfB8CMXa@NZ[68Ho>8H<7CML8L8QN@AF�C�;=@A4MB87IJ84MQA4+XY4+O^L?J8HR7nL8OP4+L8OPHR7RtºS4+68Oi4M_?;=H<B8@AO5>8HR7v9RB84+B?FR9R7�CE7^7^H�� s+9RB?9RO=CE6f� L04+68OjFRH<7�CML8L8QN@AFRCE;=@N4+B87R�D@NQ§HR7P;iB89RF<HR7^7^CM@AOPH>�bz9�;KCM_?QA@AO�6?BoO^9<7^68Q�;KCE;ICMBDCEQA4+s+6?HjCE6aL04+@ABT;\�u>?HjQAC�L8OP4+L04+7^@�;=@A4MBo�Wt|�?tdy�7^4+687\>8HR7\JTVfL04M;^J8`R7PHR7>�bzH}�f@A7P;^HRB8F<Hª>8H£��4+B8F�;=@A4MB87 L8@AF<7

p.s.h
Xa4M@AB87qF<4+BT;=O^CM@As+B8CMBT;=HR7<tl�vbdHR7P;YQ bz4+_ g H<; >86 L8OPHRXY@AH<OLDCMO=CEs+O=CML?J8HMt


 f�
 f9h � s[tquivilovxw yKvzs4kKf�I4MXaXYHRB4Z<4+B87§LDCMO§OPHRXaCMO^Z[68H<OSZ[68H]B84+6?7SB�bz6?;^@AQN@A7^4MB87�>DCMB87§QNH]QNHRXYXaH��ft|�ft|�nZ[68H]QUCnQA@N7^7^@�;=9>8H
W
� C�¿DB ZW6?H

c �����
7P4+@N;�¿8B8@ �jH�;�QcbdH��f@A7�;=HRB?FRH¶>8H¶_r4MB8B8HR7���4+B?F<;=@N4+B87�L8@NFR7

p.s.h
HRB ;=4+6f;Lr4+@NBT;i>8H

W
t�º�OP9RFR@N7^9<XaH<B[;R��@AQSHR7�;�7^6�8Y7=CEB[;�>8H 7P68L8L04+7^H<O�QcbdH��f@A7�;=HRB?FRH >8Hq��4+B?F<;=@N4+B87

ψx ∈
PSH(Ω) ∩ C(Ω)

L04+68O
x ∈ W

hM9ROP@N¿ CMBT;
ψx(x) = 0

H<;
ψx

H<7P;5QA@N7^7^H�H<B
x
��68B¾XaC��f@AXx68X7P;=OP@AF�;�HRB

x
B�bzH<7P;�LDCM7�B89<FRHR7P7=CM@NO^H��|��tm��B¼>89<¿8B8@A7P7=CMBT; P∞(bΩ)

FR4+XYXaHxQcbd4+6?h+H<OP;�XaC��f@AXaCMQ>8H
bΩ
7P68OIQNHRZ[68H<Q0;^4+6?;\Lr4+@NBT;\L04+7P7^`R>?Hi>8H*;=HRQNQAH<7]��4+B?F<;=@N4+B87lL8@NFR7R�[QNHjQNHRXYXaH5�ftz�?tz�uH<7P;IhECMQN@A>8H7^@�4+B OPHRXYL8QUCEFRH QAH<7���4+B?F<;=@N4+B87 −Λx

L8CMOª>8HR7���4+B8F<;^@A4+B?7�L?@AFR7
p.s.h ψx

HRB
x
h+9<O^@N¿DCMBT;

‖~∇ψx(x)‖ ≤ 1
��H�;¶QcbdJ[VWL04M;=J?`R7^H

W ⊂ SPC(bΩ)
LDCMO

W ⊂ P∞(bΩ)
tlÀ§C L8OP4+L04+7^@�;=@A4MBw+t �WtU�¶CM7P7^68OPH�>?H�L?QA687*Z[68H�;=4+6f;jF<4+XYLDCMF<;*>?H P∞(bΩ)

H<7P;
d ,�- ek_04+OPB89Mt

������� � �m� �m����� ��!#"%$
Ω ⊂ Ck &�'�( !#)+*," '.-�/�12-3&[( !256! '�7,-98
-J>H: !#< (R@ " 1612-�- $ f : Ω −→ Ω

&
'.- * & $z! ( * /N/�@ "O5P*,$�"O! ' Q ! @ !#)R!#< / Q - / < ! / < -?(�- Ω VW& " 12- / < ! @ ! '�G�-H( " � = < -3' $�"�* :W@~- ) -3' $ >
Ω
L �`$O* ' $ ( ! '�'.=61;(�-61g/ !#" ' $ 1 y ∈ SPC(bΩ) - $ x ∈ SPC(bΩ) ∪ f−1(SPC(bΩ))\{y} B " @
-98 " 1 $ - (�-61�7 !#" 1 " ' * G�-61 U - $ V (�- x - $ y < -61z/�- 53$�" 7,- ) -3' $ B &�'.- 56! '[1 $O* ' $ - ε0 > 0 - $ (�-61C�! ' 53$�"O! '[1 ψq ∈ PSH−(Ω) ∩ C(Ω) / ! & <�$x! & $ q ∈ U

$ -3@U1;VW&�-��
{
ψq(q) = 0 , ~∇ψq(q) = − ~N(q),
ψq ≤ −ε0 13& < V.

��y8t�w»�T�
ºlOPHR6?hMH � �I4+XYXaH<B4ZR4+B?7qLDCMOuQAH£FRCM7q4��

x ∈ SPC(bΩ)\{y} t :iBÁL0HR6?;q7^68L8L04+7PHRO Z[68H ΩHR7P;�7�;=O^@NF<;^HRXYHRBT;�FR4+BTh+H}�fHo7^6?Ou68B h+4M@A7^@NBDCMs+H
O ⊂ Ck >?H x t�<i68@�;^;^H¶p�QNH O^HR7�;=OPHR@AB?>8O^HE��4+B



7X�

LrH<6?;]7^68L?Lr4+7PHRO\ZW6?H
O
B8H*OPHRB8F<4+BT;=O^HjLDCM7]68B¶h+4+@N7^@AB8CMs+H

V
>?H
y
t ] 4+@�;

U b O
68BYh+4+@N7^@AB8CMs+H4+6?hMHROP;5>8H

x
>DCMB87

bΩ
t0º:4+6?O

q ∈ U
�D>89<¿8B8@A7P7^4+B87

ε(q) := inf{Λq(z) , z ∈ bO} H�; �
{
ψq := −Λq

7^68O {Λq ≤ ε(q)} ∩ Ω,
:= −ε(q) 7^6?O {Λq ≥ ε(q)} ∩ Ω.

�
HI��C,Z<4+BqF<QUCM@NO^HM�

ψq

h+9ROP@N¿DH\;=4+6?;^HR7�QNHR7�9}�f@As+H<B8FRH<7�>86qQAH<XaXYH]y8tzy?tNwnC�hMHRF
ε0 := inf

q∈U
ε(q) > 0

tÀ§4MO^7^Z[68H
f(x) ∈ SPC(bΩ)\{f(y)} �M4+B¶L0HR6?;]FR4MB87P;^O^68@NO^Hn>8H<7]��4+B?F<;=@N4+B87�L?@AFR7 p.s.h ψ′

q′
�

q′ ∈ U ′ C�h+H<F ψ′
q′ ≤ −ε′0

7P68O*68B�hM4+@A7P@ABDCEs+H
V ′ >8H f(y)

tDÀ�HR7n��4+B8F�;=@N4+B87
ψq :=

ψ′
f(q) ◦ f

‖~∇ψ′
f(q) ◦ f(q)‖

, q ∈ U := f−1(U ′)

h+9<O^@N¿8HRBT;jCMQA4+OP7���y8t�w»�T�\C»hMHRF
ψq ≤ −ε′0/‖f ′‖∞ = −ε0 < 0

7^68O
V := f−1(V ′)

t
] 68L8L04+7^4MB87*HRB?¿DB

x ∈ FPC(bΩ)
H<;
f(x) = f(y) ∈ SPC(bΩ)

t À§C O^H<7P;=OP@AF�;=@A4MB�>8H
f
p

bΩ
>89�¿DB8@�;l68B¶>8@ \r9R4+XY4+OPL8J8@A7PXaH\HRBT;=OPHj6?B¶hM4+@A7P@ABDCEs+H

V b SPC(bΩ)
>?H
y
H<;l68B¶h+4M@A7^@NBDCMs+H

V ′ b SPC(bΩ)
>8H
f(y)
tT�I4+B87P@A>89<O^4+B?7\CEQA4+OP7�68B¶h+4+@N7^@AB8CMs+Hn4+6?hMHRO�;

U ′ b V ′ >8H f(y)
CM7^7PH��LrH�;=@�;nLr4M68O*Lr4+6fh+4+@NO��<;^O^H�7^68L?Lr4+7P9uF<4+BTh+H}�?HEt+:iBª¿?�fH

ε0
;^HRQ�Z[68H �

U ′
ε0

:= {Λq′ ≤ ε0 , q′ ∈ U ′} b V ′.3j4M;^4+B87£H<B?¿DB
U
H�;
Uε0

QAHR7oFR4+XYLr4M7=CMBT;=H<7ªFR4+B8B?H��fHR7ª>8H
x
>DCMB87

f−1(U ′)
H�;
f−1(U ′

ε0
)O^H<7^L0HRF<;^@NhMHRXYHRBT;�t%:iBYC

U ⊂ Uε0 ⊂ bΩ\V FRCMO bV ∩Uε0 = ∅ LDCMO�FR4MB87P;^O^68F�;=@A4MB�t�:iB¶>89<¿DB?@N;CMQA4MO^7mQNHR7m��4+B8F�;=@N4+B87
ψq

�
q ∈ U

�
{
ψq := −Λf(q) ◦ f

7^68O {Λq ≤ ε(q)} ∩ Ω,
:= −ε0

7P68O {Λq ≥ ε(q)} ∩ Ω.

�3j4+687\7^4+XYXYHR7mp�L8O^9<7^H<B[;*H<B£XYHR7^6?O^Hv>?HvL8OP4+6?h+H<OmQUC�Xa4W>8@�¿DF�CE;^@A4+BYCMB?B84+B8F<9RHi>86oLr4+@NBT;� >8H QAC.L8OP4+L04+7^@�;=@A4MB#�ftz�?tdy8t\3j4+687oB84M;=4MB87£>DCMB?7£QAH�QAH<XaXYH�7P68@NhECMBT;
Cy

QAC.FR4MXaL04+7=CEB[;^HFR4+B?B8H��fH�>DCMB87 SPC(bΩ)
>�bz6?B�L04+@ABT;

y ∈ SPC(bΩ)
t

�����������T���m��[��g��!#" -3' $ Ω B Ω′ (�-3&,8 ( !#)+*," '.-61K/�12-3&4( !256! '�7,-98
-61M(�- Ck >R: !#< (#1 @ " 1612-61 B U
&
' ! &
7,- < $ (�- SPC(bΩ) - $ fn : Ω −→ Ω′ &
'.-�13& "%$ - (T� * /N/�@ "O5P*,$�"O! '[1 Q ! @ !#)R!#< / Q -61 / < ! / < -61< -3@ *,$�" 7,- ) -3' $ > U L � '?13&2/N/ ! 12- VW& � " @m-98 " 1 $ - &
'.- 13& "%$ - (�-�/ !#" ' $ 1 pn

$ -3'�( * ' $ 7,- < 1 p ∈ U B
(�-61M/ !#" ' $ 1 y ∈ SPC(bΩ′) B a ∈ bΩ′ - $ y0 ∈ Ω

$ -3@U1RVW&X- a 6= y B fn(y0)
$ -3'�( 7,- < 1 y - $

fn(pn)
$ -3'�(R7,- < 1 a Lq� @ !#< 1 �

���
a ∈ Cy - $ fn(U) ⊂ Cy / ! & < n 13&�� 1 *,) ) -3' $ G <9* '�( B

� �����X"
fn|U -61 $�" ' � - 53$�" 7,- B $x! & $ 56!#) / *�53$ (�- Cy -61 $�" ' 5 @�& 1J( * '[1 fn(U) / ! & < n G <9* '�( B

� � ��� �X"
fn|U '.� -61 $ / * 1 " ' � - 53$�" 7,- )+*," 1 Ω = Ω′ B U ⊂ Cy - $ (fn) = (fn)

!��
f -61 $ &
'.-* & $x! ( * /N/�@ "O5P*,$�"O! ' Q ! @ !#)R!#< / Q -�/ < ! / < - (�- Ω @ " 1612- 13& < Ω

* @ !#< 1 $z! & $�56!#) / *�53$ (�- Cy-61 $�" ' 5 @�& 1;( * '[1 fn(U) / ! & < n G <9* '�(?- $ f : Cy −→ Cy -61 $ &�' < -37�� $ - ) -3' $OL



� ����� )#)�� 	/��!�
 	������5� 7;7

º:CMOq7P4+68FR@I>8H�QA@N7^@A_?@AQA@�;=9E��B84+6?7¶CML8L0HRQAH<O^4+B?7q>DCMB87xFRH<;P;=H�L8OPHR6?hMHª4+O^>84MB8B89RH�>�bz68BÁL04+@NB[;
z = (z1, z

′) ∈ Ck QACqLDCMOP;^@AH�OP9RHRQNQAH�>8H z1 tºlOPHR6?hMH � 
jB8HoHR7P;^@AXaCE;=@N4+B¼FRQUCE7^7^@NZ[68Ho>8HoQUC�XY9<;^O^@NZW6?Ho>8H �54+_DC�VTCE7^J8@nCE6 h+4+@N7^@NBDCMs+HY>8H
a�dyN��
lXa4MB[;^O^H Z[68H

fn
FR4+BTh+H<O^s+HY68B8@���4+O^XY9RXYHRBT;ihMHROP7

a
7^68O�QNHR7�F<4+XaL8CMF<;^7�>?H

Ω
t�<�6?@N;^;^H¶pO^HR7�;=OPHR@AB?>8O^H

Ω
H<;]piH3\�H<F<;^68HRO�>8H<7�FKJDCMB8sMHRXYHRBT;=7l>8HmhECMOP@UCM_8QNHR7<�E4+B L0HR6f;�>84+B8Fn7P68L8L04+7^H<O�Z[68H

p = y = 0
�
TpbΩ = TybΩ

′ = { �*H z1 = 0} � U = [bΩ]1
�
x0 = (1/2, 0)

H�;
fn(y0) ∈ Ω′

1

t
] 4+@N;

χ
6?B8Hu��4+B?F<;=@N4+B

p.s.h
7^6?O

Ω′ � FR4MB[;^@AB[68H�7^68O Ω
′ H�;vL?O^9R7PHRBT;KCEB[;i68B¾XaC��f@AXq6?X�s+QA4M_DCMQ7P;=OP@AF�;IH<B

y
tWÀ�HvL8OP@AB8F<@AL0Hj>?6£XaC��f@AXq68X CML8L8QN@AZ[689ip

χ ◦ fn

7^68OIQAHR7]JTVWLrH<O^L8QACMB87mF<4+XaL?QAH��fH<7>8H
Ω1 ∩ { �5H z1 = t} XY4+BT;=OPHqZ[6�bz@NQ�H��f@N7P;=H >?HR7�Lr4M@ABT;=7 p′t >�bd4+OP>84+B8B89<HR7 t ;=HRQN7iZ[68H fn(p′t);=HRB?>¶hMHROP7

y
C»hMHRF

n
��6?B8@N��4+OPXa9<XaH<BT;�HRB

t
��tW�I4MXaXYH

fn([bΩ]1)
H<7P;]FR4+B?B8H��fH5H<;l7P;^O^@NF<;=H<XaH<BT;L87^H<68>84WFR4+BTh+H}�fHM��4+B.HRB >?9R>868@�;xZ[68H

fn([bΩ]1) ⊂ Cy

ZW6?@N;^;^Hop�9RQN@AXY@AB8H<O�68B B84MXq_8O^H¶¿DB8@>8Hq;=H<O^XYHR7Rt��IHRFR@G9<;KCE_8QA@�;iQAHxLr4+@NBT;�@ �}t
�
H¶L8QN687R�rZ[68@N;P;=H¶p£XY4f>8@�¿DHRO

pn

H<B QAHq>89<L8QUC Z�CMBT;�QAHQA4+B8s�>�bd68B FKJ8HRXY@ABÁ>�bd4+OP>84+B8B89<H£FR4MB87P;=CMBT;=H�QAH g 4+@As+B8CMBT;qp Q bz68B >8HR7 L04+@ABT;^7
p′t
>89�¿DB8@A7xFR@�e>8HR7P7^687<��4+B�LrH<6?;�7P68L8L04+7^H<O�ZW6?H

fn(pn)
H<;
a
7P4+BT;�>�bd4+O^>?4+B8B89<H

λ > 0
¿?�f9RH¶>8Hx7^4+O�;=HqZ[68H

bΩ′ ∩ { �5H z1 = λ} b Cy

tÀ§Cv7P@N;^6DCE;=@N4+BxH<7P;lCEQA4+OP7:;=OP`R7�7P@AXY@AQACM@AOPH�piFRH<QAQAH]>8HmQACvL8OPHR6?hMHn>8H K(Fn)
t,YG@��f4+B?7

η > 0
;=H<QZW6?H

B(y, 2η)∩bΩ b Cy
tM�I4+XYXaH

fn
F<4+BTh+H<O^s+HmQN4fFRCMQAH<XaH<BT;:6?B8@N��4+OPXa9<XaH<BT;ShMHROP7

y
��p
ε > 0HR7P;GCM7P7^4WFR@A9l68B�HRBT;^@AHRO

n
;=H<QTZW6?H

fnε(Aε(p, τ)) ⊂ B(y, η)
t»À�HR7§��4+B8F�;=@N4+B87

ψx
�
x ∈ SPC(bΩ)L8O^4W>868@�;=HR7SLDCMOSQAH]QAH<XaXYH�y8tdy8t�wIL0HRO^XYH<;P;=H<B[;GCMQN4+O^7S>�bzCML8L8QN@AZ[68HRO§QNH\L04+@ABT;:�j>?HIQUC*L8OP4+Lr4M7^@N;^@A4+B�ft|�ftzy�p

fn

H<BaL?O^HRB8CMBT;
U := [bΩ]1

�
W = Cy

H�;
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