
� � �������
	��
�������������������������� !"�
�#�����%$&���'�(�)�($*�����+��!,�-�.�
�����'�
����/0�� 1�
�
���.$*23���'/&!4�5 6�7�98

:�;<;>=�?�@(ACB'DFE(GIHKJLACMN?

OQP(R*SITLUWVXS
Y[Z�\^]`_ba
a^]`cedf\
g5hXg�i*dkjIlmina^]`c4lo\p]Wh4\q\^]`inc"Z`rts)gWd^ceg5iId�]`c"rtc"uvced^g`]W_tw�a^i*ryx{z|u}h"gWa�c"x�~�c"�WZW��iI���c"u}h"_yZWa�_tZ

Ck
l�]Wcea^i���s�ZWh"uv_twIanika^wIhXg�i'\^cvh�a�\pd^_bw&\prys}gWa^i*�5��c�w0c"Z��ei0�vg5ce_yZC\�cXx�\p]`i)~�c"�WZW��zhXdps�h"d^iQh"��\^ceu�ced^gW]`_ta^u}a�cXx�\^]Wi�i*�5w0rt_t��ikhXZ�~Wh"ryr|����]`_ta���ceZ`�Xz[��cCa^hLsF\�s�g�i}\^]`iIc"dpi*uFj�_yZ<h��s�ZWhXuv_bw*h"rWaf_y\^�5h4\^_tc"Z}_ba�ZWc"Z�z|\^dp_y��_bhXr`a^_yZ5w0i�\p]`i���iI�"dpi*iIa�cXx�\^]`i�w0c"Z5af_b��i*dpiI��u}hXg5a�hXdpi'h�g`dp_yced^_�`Z�~5ce�`ZW��ik�K�

� ���
�
�(�}�����n�q�0�����
�^ ¢¡X£`¤�¤5¥`¦¨§� K©}ªK«&§"¬�­X®.¯&°�±�¯�¯&°K­�§� K²´³�µ&¯&«&¶´·L¯&²´³}ª�µ&­4¸�®¹§�·L§� 5¬�­Lº.®¹§�»o±�¶¼ �½7¶¼¯&°F K§� ¹¾f·L§�».ª�±�·L¯�©�«&§�¸Kª§�¿n±�¸K¯&§�»o§�«&ªK°K¶´µ&»oµ�¶Nµ'¯&°K­�À�±�²¼²�Á{¡"¤"Â�Ã'Ä�°K¶´µ�«&­Xµ&¸K²¼¯)½)±�µ�©�­4 K­4«0±�²¼¶¼Å4­X®oÀW³.Æ�§`µ*±X³ÇÁ{¡XÈCÂ�ÉÊµ&­4­
±�²´µ0§oÁ{¡XËCÂ|ÌIÃ
Í�ÎnÏ5Ð
ÑCÏ5Ò ÓpÔÕÐ�Ön×�Ø*Ù�ÐqÚXÛ`Ü�ÝXÞ�ß�àLá

Ω â àFã â&ä�å�æqç à ç<ç`ä�è ã�é æ é æ C
k ã æqç (fn)

ã.êXà&ë å à æqì à äîí éÊá|êã å á ä�è.ä�ïfð
ñ éNê è ê4ò�ó�êIê å�è à.á ñ ã`á�á ñ à ä�ïXâ éÊá äîí ã ð¹ä é æ á äîí Ω å5æqç à ï (fn)
ã ì0ìLå�èFå5ô ã�áfàIê�ãÇê è.äXä á ñêLá ï é ì á ôtõvð êXà å¹çWäXì0ä�æ�ö à&÷ ð¹ä é æ á äîí bΩ

ò�ø ñ à æ Ω
éNê â é ñ�ä�ôbä�è.ä�ïfð
ñ é ì á ä á ñ à�à å¹ìLô é ç à&ã æùâ ã ôNô ò

ú ¸K«&¶´».¶}µ&°K§"½)­X®#¯&°�±�¯Ç¯&°K¶´µ�¬�­4«0µ0¶¼§� �§�¿�¦¨§� K©Kûüµ<¯&°K­4§�«&­4»ý­Lº¹¯&­4 �®KµÇ¯&§þªK«&§�ª�­4«Ç»o±�ª�µ4¥�§�«Ç­4¬�­4 ·L§�«&«&­Xµ0ªq§� �®¹­4 �·L­XµFªK«&§e¬5¶´®¹­X®ÿ¯&°�±�¯F¯&°K­¢®¹­4©�«&­4­Xµ�§�¿�¯&°K­�»o±�ª�µ
fn

«&­4»�±�¶¼ ùÀ�§�¸K �®¹­X® Á{¡ � ¥7¡�¡kÂ�Ã �f ¯&°K¶NµQª�±�ª�­4«4¥�½�­�ªK«&§"¬�­�¯&°�±�¯�¯&°K­�¯&°K­4§�«&­4»6±�À�§"¬�­�°K§�²´®Kµ�¯&«&¸K­�½7°K­4 ,«&­4ªK²´±�·L¶¼ K©>¯&°K­�µ&­��5¸K­4 �·L­�§�¿±�¸K¯&§�»o§�«&ªK°K¶´µ&»oµ�À5³�¯&°K­Q¶´¯&­4«0±�¯&­Xµ7§�¿�±FªK«&§�ª�­4«�°K§�²¼§�»o§�«&ªK°K¶´·vµ&­4²{¿|¾�»o±�ª�Ã
Í�ÎnÏ5Ð
ÑCÏ5Ò �
ÞFßnàLá

Ω â à9ã â&ä�å�æqç à çþçWä�è ã�é æ é æ C
k � éÊá ñ ã ðqï&äIð à ï<ñ�ä�ô{ä�è.ä�ïfð
ñ é ì êXà ô í��^è ã ð f� ñ é ìkñ à0÷�áfà æqç ê�ê è.äXä á ñ5ôyõ á ä bΩ

ò	� í á ñ à ï à�éNê�ã ð¹ä é æ á y äîí Ω � ñ¹ä ê4à ä�ïXâ éÊá å5æqç à ï á ñ à�é|áfà ï ã�áfàkê äîí
f
ã ì*ìLå5èFå�ô ã`áfàIê�ãFê è.äXä á ñ êLá ï é ì á ôtõ�ð ê4à å¹ç`ä"ì0ä�æ�ö à0÷ ð¹ä é æ á a äîí bΩ 
 á ñ ã`á�é´ê fnk(y) −→ a �
� á ñ à æ ΩéNê â é ñ�ä�ô{ä�è.ä�ï�ðqñ é ì á ä á ñ àFà åKìLô é ç à&ã æùâ ã ô|ô ã æqç f

éNêQã æ ã å á ä�è.ä�ïfð
ñ éNê è ò
Ä�°K­�°W³�ª�§�¯&°K­Xµ&¶´µ�§�¿'¯&°K¶´µ
¯&°K­4§�«&­4» »o±X³Çµ&­4­4»-½)­X±���­4«�¯&°�±�  ¶¼¯
¶´µ�±�·L¯&¸�±�²¼²¼³�Ãv�f¯�»o±X³¢À�­�¸�µ&­L¿|¸K²m¯&§°�±"¬�­Q¶¼ ¢».¶´ �®�¯&°K­v¿Ê§�²¼²¼§e½7¶¼ K©�·L²´±�µ0µ&¶N·4±�²q¿[±�·L¯�¿Ê«&§�»3¯&°K­QÀq­4©�¶´ K¶¼ K©KÃ
Ù�Ï5ÒùÛKÑ����
Þ��qÞ�� æqç à ï á ñ à ñ5õ*ðKä á ñ àIêké´ê äîí á ñ à ä�ï à è��
� á ñ à�ê å�â êXà&ë å à æqì à fnk ì0ä�æ�ö à ï�� àIê ôbäXì ã ôNôtõå�æ é íLä�ïIèFôtõ á ä a ä�æ Ω

ò7ó ô ê ä�� a éNêQã���÷Wà ç�ð¹ä é æ á äîí f
ò

Ä�°K­Ç»o±�¶¼ ,«&­Xµ&¸K²¼¯�§� þ½7°K¶N·0° «&­4²¼¶´­Xµ�¯&°K­<ªK«&§5§�¿v§�¿�¯&°K­4§�«&­4» ¡�¶´µ�±¨²¼§¹·4±�²�¬�­4«0µ&¶¼§� þ§�¿v¦¨§� K©�¾Æ�§`µ0±X³�ûüµQ¯&°K­4§�«&­4»1·L§� �·L­4«& K¶¼ K© µ&­��W¸K­4 �·L­Xµ�§�¿���Æ7¾�»o±�ª�µ4Ã¢�^¯Q½)±�µ���«0µ&¯Q§�ÀK¯0±�¶´ K­X® ÀW³¨¦¨­4À�µ0¯&­4«�¶¼ ¯&°K­}½�±���­�§�¿��)°K­4«& ¹¾! <§`µ0­4«4ûüµ�¯&°K­4§�«&³�§�¿�µ0¯&«&¶´·L¯&²¼³.ª�µ&­4¸�®¹§¹·L§� W¬�­LºÇ°5³5ª�­4«0µ&¸K«î¿[±�·L­XµQÁ{¡�"CÂ�Ã
Í�ÎnÏ5Ð
ÑCÏ5Ò$# ÓpÔ Ï&%mÚ('XÏWÑWÝXÞQßnàLá

(Σ, a) â à�ã � à ïIè äîí êLá ï é ì á ôtõQð êXà åKç`äXì0ä�æ
ö à&÷ ñWõIð à ï ê å�ïNí ã ì à4ò}óvê �ê å5è à�á ñ à ï à�é´ê�ã.ê4à&ë å à æ�ì à äîí*),+	� ã å á ä�è.ä�ïfð
ñ éNê è ê ä&í Σ � ñ�ä êXà�é è ã � àkê ì0ä�æ�ö à ï�� à�á ä a
ò�ø ñ à æ SéNêvê ð
ñ à ï é ì ã ô-� é[ò|àXò ô{äXì ã ôNôtõ�),+.�îç é /
à ä�è.ä�ïfð
ñ é ì á ä á ñ àFà åKìLô é ç à&ã æ ê ðqñ à ï à4ò

Ä�°K­�¶N®¹­X±�¯&§¢ªK«&§e¬�­�¯&°K­4§�«&­4»�¡F¶´µ�¯&§Ç·L§� �µ&¶´®¹­4«v¯&°K­0��Æ�¾�»o±�ª ¶¼ �®¹¸�·L­X® ÀW³
fn §� ¨¯&°K­�Àq§�¸K �®K±�«&³«0±�¯&°K­4«v¯&°�±� 

fn ¶¼¯0µ&­4²{¿îÃ�1�µ&¶¼ K©.¯&­X·*°K K¶2�W¸K­Xµv®¹­4¬�­4²¼§�ªKª�­X®>¶¼ ùÁü£¹¥43CÂ�¥�½�­�µ&¯&¸�®¹³¢¯&°K­F½)±"³Ç¯&°K­Xµ&­5��Æ7¾»�±�ª�µ�®¹­4©�­4 K­4«0±�¯&­¢±� �®ù·*°K­X·6� ¯&°�±�¯�¯&°K­4§�«&­4» ËÇ±�ªKªK²¼¶´­Xµ4ÃÇÄ�°K­�²´§�·4±�²'¶´ ¹¿|§�«&»o±�¯&¶´§�  ¶¼¯Q©�¶¼¬�­Xµ�¯&°K­4 ªK«&§�ª�±�©`±�¯&­XµF¯&§ ¯&°K­�½7°K§�²¼­�§�¿
Ω
¯&°�±� 7��µ�¯&§ ¯&°K­¢®¹³5 �±�»o¶´·4±�²)µ&¶´¯&¸�±�¯&¶¼§� �Ã98�§�¯&¶´·L­�¯&°�±�¯F¯&°K­¢µ0±�».­¯&­X·*°K K¶2�5¸K­Xµ7½�­4«&­�¸�µ&­X®�¶¼  Á:3eÂ�¯&§.©�­4¯�±� Ç­4²´­4».­4 W¯0±�«&³�ªK«&§5§�¿�§�¿�¦¨­4À�µ&¯&­4«4ûüµ�¯&°K­4§�«&­4»ÇÃ

¡



Ä�°K­<ª�±�ªq­4«�¶´µF§�«&©`±� K¶´µ&­X® ±�µ.¿|§�²´²¼§"½�µ4Ã ¦¨­;��«0µ&¯.ªK«&§e¬�­>¯&°K­4§�«&­4» ¡¢¸K �®¹­4«o¯&°K­<±�®K®¹¶´¯&¶¼§� K �±�²±�µ0µ0¸K».ªK¯&¶¼§� F¯&°�±�¯'¯&°K­�®¹§�»o±�¶´ �¶´µ�µ&».§�§�¯&°.±� �®.·L§� W¬�­Lº(Ã'Ä�°K¶´µ�ª�±�«&¯)µ&­4«&¬�­Xµ'±�µ�±v»o§�®¹­4²KªK«&§�§�¿�µ&¶¼ �·L­¶¼¯)­Lº�°K¶´ÀK¶¼¯0µ�¯&°K­�¯f½)§�À�±�µ&¶´·
ªK«&§�ªq­4«&¯&¶´­Xµ�½)­} K­4­X®�¯&§�ªK«&§"¬�­}¯&°K­�©�­4 K­4«0±�²�·4±�µ&­�§�¿n¯&°K­4§�«&­4» ¡�Ã ú  K­�¶´µ±v²¼§¹·4±�²�¶¼ ¹¿Ê§�«&»o±�¯&¶¼§� F§� .¯&°K­
µ&ªK°K­4«&¶´·L¶¼¯^³�§�¿
bΩ

±�«&§�¸K �®
a
Ã�Ä�°K­
§�¯&°K­4«'¶´µ'±�®¹³5 �±�».¶N·4±�²K¶¼ ¹¿|§�«&»�±�¯&¶¼§� 

< ½�­� K­4­X®o¯&§Q­Lº¹ªK²´±�¶¼ F¯&°�±�¯ (fn)
±� �®� K§�¯'§� K²¼³F±Qµ&¸KÀ�µ&­��5¸K­4 �·L­�·L§� 5¬�­4«&©�­Xµ)¯&§

a
§� 

Ω
Ãm�^ oµ&­X·L¯&¶¼§� �µ¯&°K«&­4­}±� �®�¿|§�¸K«�½�­}ªK«&§e¬�­}¯&°K­Xµ&­�¯f½�§�ªK«&§�ª�­4«&¯&¶¼­Xµ�«&­Xµ&ª�­X·L¯&¶¼¬�­4²¼³�¥�¯&°W¸�µ=�Kº¹¶¼ K©�¯&°K­�ªK«&§�§�¿�§�¿�¯&°K­4§�«&­4»¡�Ã

> ?A@CB��m���.DEBGF �IHEJKBMLNHPO-�}�QBSRUT��(�}�EV`�
�^ o¯&°K¶´µ)µ&­X·L¯&¶¼§� �¥�½�­vªK«&§"¬�­�¯&°K­4§�«&­4» ¡�¸K �®¹­4«�¯&°K­�­Lº�¯&«0±C¾f±�µ0µ0¸K».ªK¯&¶¼§� o¯&°�±�¯

Ω
¶Nµ)±�·L§� W¬�­Lº�®¹§�»�±�¶¼ ½7¶¼¯&°.µ0».§5§�¯&°�À�§�¸K �®K±�«&³�ÃXW
²¼».§`µ&¯�±�²¼²K¯&°K­�¯&­X·*°K K¶´·L¶¼¯^³F®¹¶Nµ0±�ªKªq­X±�«0µ'¶¼ �¯&°K¶´µ'·L§� 5¯&­Lº�¯4¥¹µ&§Q¯&°K¶´µ�µ0­X·L¯&¶¼§� µ&°K§�¸K²N®Q°K­4²¼ª�¯&°K­�«&­X±�®¹­4«m¯&§�©�­4¯�±
·L²¼­X±�«mªK¶´·L¯&¸K«&­)§�¿�¯&°K­7µ&¯&«&¸�·L¯&¸K«&­�§�¿
¯&°K­�ªK«&§5§�¿îÃ�Ä�°K­�µ&¶´».ªK²¼¶Y�
·4±�¯&¶¼§� ·L§�».­Xµ�¿Ê«&§�»%¯&°K­v¿[±�·L¯�¯&°�±�¯�½)­Q¸K �®¹­4«0µ&¯0±� �®¢¯&°K­�®¹³� �±�».¶´·4µ�§�¿�ªK«&§�ª�­4«�°K§�²¼§�».§�«&ªK°K¶´·vµ&­4²¼¿N¾�»o±�ª�µ�§�¿¯&°K­Xµ&­Qµ0ªq­X·L¶´±�²�®¹§�»o±�¶´ �µ4Ã'�f  Áü£�¥q¤"Â�¥
¯&°K­v¿|§�²¼²´§"½7¶¼ K©F½)±�µ�¶¼ �®¹­4­X®�ªK«&§"¬�­X® <

Z ÑCÐ\[�Ð
Ú�]^'�]NÐ�Ö_#�Þ��
Þ�ß�àLá
Ω â à}ã�ê è�ä"ä á ñWôtõ�â&ä�å5æqç à ç.ì0ä�æ
ö à&÷ ç`ä�è ã�é æ é æ C

k ã æqç f : Ω −→ Ω â àvãðqï&äIð à ï}ñ�ä�ô{ä�è.ä�ïfð
ñ é ì êXà ô í��^è ã ðA
 á ñ à æ f
à&÷�áfà æqç ê}ê è.äXä á ñWôtõ á ä bΩ � êXà0à�`!acb � ò�óvê*ê å5è à�á ñ à f �îä�ïXâ é|áäîí ã ð¹ä é æ á�é æ Ω

ã ì0ìLå�è�å�ô ã�áfàIê�ã ð¹ä é æ á a äîí SC(bΩ) 
 SC(bΩ) ç à æ�ä áfàIê�á ñ à}êká ï&ä�æd��ôtõ�ì0ä�æ�ö à&÷ ð ã ï áäîí bΩ � ò�ø ñ à æ á ñ à � ñ�ä�ô àQê4à&ë å à æ�ì à (fn)n∈N ì*ä�æ�ö à ïe� àIê ôbä"ì ã ô|ôyõ�å5æ é í4ä�ïIèFôtõ á ä a ä�æ Ω ∪ SC(bΩ)
ò

1�µ&¶¼ K©<¯&°K¶´µQªK«&§�ª�§`µ&¶¼¯&¶¼§�  ½�­� K§"½ ªK«&§�·L­4­X®ù¯&§<¯&°K­�ªK«&§5§�¿�§�¿�¯&°K­4§�«&­4» ¡.½7°K­4 
Ω
¶´µ�µ&».§�§�¯&°±� �® ·L§� 5¬�­Lº�Ã;f�­4¯�¸�µg��«0µ&¯g�Kº¨¯&°K­. K§�¯0±�¯&¶´§� �ÃUh�³¨±Ç·L§�».ªK²¼­Lº¨±�i. K­o·*°�±� K©�­�§�¿�·L§�§�«0®¹¶¼ �±�¯&­�¥n½)­·4±� �¯0±���­

a
¯&§�¯&°K­
§�«&¶¼©�¶¼ .¶´ 

C
k ¥5±� �®�±�«&«0±� K©�­
¯&°�±�¯ TabΩ = {

Æ�­
z1 = 0}

±� �®
Ω ⊂ {

Æ�­
z1 > 0}

Ã¦¨­}¯&°K­4 <®¹­4 K§�¯&­
Uα := bΩ ∩ {

Æ�­
z1 < α}

±� �®
Ωα := Ω ∩ {

Æ�­
z1 < α}

ÃÄ�°K­j��«0µ0¯vµ0¯&­4ª¨§�¿)¯&°K­�ªK«&§�§�¿�µ&°K§e½�µ}¯&°�±�¯
bΩ

¶´µvµ&ªK°K­4«&¶´·4±�²�±�«&§�¸K �®
a
ÃF�^¯Qµ&°K§�¸K²´®9Àq­F K§�¯&¶´·L­X®¯&°�±�¯�¶¼¯�¶´µ)¯&°K­}§� K²¼³.ª�§�¶¼ W¯�½7°K­4«&­}½)­}¸�µ&­v¯&°K­v¿Ê±�·L¯�¯&°�±�¯7¯&°K­v»o±�ª�µ

fn ·L§� W¬�­4«&©�­�¯&§ a
§� 

SC(bΩ)
Ã

k Ï5ÒÿÒ Ûl#(Þ2#(Þ�� í (fn) ì0ä�æ�ö à ï�� àIê�á ä a ä�æ SC(bΩ)
á ñ à æ ã æ àké �Cñ¹â0ä�å5ïIñ�äXä"ç�ä&í a

é æ bΩ
é´ê�ê ð
ñ à ï é ì ã ô ò

m ï&äXäîí_n Ä�°K­4§�«&­4» Ë ­Lº�ªK²N±�¶¼ �µ¢¯&°�±�¯<¶´¯Ç¶´µ¢­4 K§�¸K©�°Õ¯&§o�� �®Õ± ·L§� 5¯&«0±�·L¯&¶¼ K© µ0­��W¸K­4 �·L­ù§�¿*��Æ�¾±�¸K¯&§�».§�«&ªK°K¶Nµ&»oµ�§� o±} K­4¶´©�°WÀ�§�¸K«&°K§5§¹®.§�¿
a
ÃSp�«&§�ª�§`µ&¶¼¯&¶´§� oË�Ã¼¡�±�µ0µ&­4«&¯0µ�¯&°�±�¯

(fn)
¶Nµ'±Qµ&­��5¸K­4 �·L­�§�¿·L§� 5¯&«0±�·L¯&¶¼ K©j��Æ�¾�»o±�ª�µ'§� 

SC(bΩ)
¥�±� �®

f
¶´µ�¶¼ F¿[±�·L¯�±Q²´§�·4±�²�®¹¶Yq(­4§�».§�«&ªK°K¶´µ0» ÉÊµ&­4­�Á r�Â|ÌIÃ�¦¨­�¯&°5¸�µ§� K²¼³� K­4­X®<¯&§oªK«&§"¬�­F¯&°�±�¯
¯&°K­4«&­�¶´µ
±l�Kº¹­X®Ç K­4¶¼©�°5Àq§�¸K«&°K§�§¹®Ç§�¿

a
§� <½7°K¶´·*°>±�²¼²

fn ±�«&­�¶¼ �sî­X·L¯&¶¼¬�­�ÃÄn§�µ&­4­7¯&°K¶´µ4¥��Kº�±} K­4¶¼©�°5Àq§�¸K«&°K§�§¹®
Uε0

§�¿
a
§� o½7°K¶´·0°

f
¶´µ�¶´ �sp­X·L¯&¶¼¬�­�ÃXt5¶¼ �·L­

fn ·L§� W¬�­4«&©�­Xµ)²¼§�·4±�²´²¼³¸K K¶{¿Ê§�«&».²¼³�¯&§
a
§� 

SC(bΩ)
¥
fn(Uε0

) ⊂ Uε0

¿Ê§�«}±�²¼²�²N±�«&©�­�­4 K§�¸K©�°¨¶´ W¯&­4©�­4«0µ
n ≥ n0

ÃQ�)§� �µ0¶´®¹­4« K§e½ ±� K­4¶¼©�°WÀ�§�¸K«&°K§�§�®
Uε

§�¿
a
¶´ 

Uε0

½7°K§`µ0­
¶¼»�±�©�­Xµ
Uε, f(Uε), . . . , f

n0(Uε)
±�«&­�±�²¼²�·L§� W¯0±�¶¼ K­X®¶¼ 

Uε0

ÃXt5¸�·0°�±�µ&­4¯m­Lº�¶´µ0¯0µ�À�­X·4±�¸�µ&­
f
¶´µn·L§� 5¯&¶¼ W¸K§�¸�µ�±� �®

a
¶Nµn±��Kº�­X®�ªq§�¶´ W¯m§�¿

f
ÃIh�³�·L§� �µ&¯&«&¸�·L¯&¶¼§� 

fn(Uε) ⊂ Uε0

¿Ê§�«�±�²¼²
n ∈ N

¥¹±� �®�¯&°K­}«&­Xµ0¯&«&¶´·L¯&¶¼§� �§�¿
fn ¯&§ Uε

¶´µ�¶¼ �sp­X·L¯&¶´¬�­v±�µ7±�·L§�»oªq§`µ&¶´¯&¶¼§� o§�¿¶¼ �sî­X·L¯&¶¼¬�­v»o±�ª�µ4Ã
�

Ä�°K­vµ&­X·L§� �®�µ&¯&­4ªo§�¿�¯&°K­�ªK«&§�§�¿n·L§� �µ&¶´µ&¯0µ�¶¼ o¸�µ&¶´ K©�¯&°K­v®¹³5 �±�».¶N·4µ'§�¿
f
¯&§�ªK«&§�ª�±�©`±�¯&­�¯&°K­�²¼§¹·4±�²µ&ªK°K­4«&¶N·L¶¼¯f³�±�«&§�¸K �®

a
¯&§�ªK«&§�®¹¸�·L­�±.ÀK¶¼°K§�²¼§�»o§�«&ªK°K¶´µ&»�¿Ê«&§�»

Ω
¯&§

B
Ã�¦¨­�°�±X¬�­�sp¸�µ0¯�­Xµ&¯0±�ÀK²¼¶´µ0°K­X®¯&°K­�­Lº�¶Nµ&¯&­4 �·L­�§�¿)±;��Æ7¾f®¹¶uq�­4§�».§�«&ªK°K¶Nµ&»

Φ : Uε −→ V ⊂ bB
Ã.W ·L²N±�µ0µ&¶´·4±�²�­Lº¹¯&­4 �µ&¶¼§� 9¯&°K­4§�«&­4»µ&°K§e½�µ�¯&°�±�¯

Φ
­Lº¹¯&­4 �®Kµ�¯&§>±ÇÀK¶´°K§�²¼§�».§�«&ªK°K¶´µ&»

Φ : Ωε −→ D
½7°K­4«&­

D
¶´µ�±� ù§�ª�­4 ùµ&­4¯�§�¿

B½7°K§`µ&­�À�§�¸K �®K±�«&³o·L§� W¯0±�¶¼ �µ
V
ÉÊµ&­4­FÁüÈeÂ|ÌIÃ'Ä�«0±� �µ&ª�§�«&¯&¶¼ K©

f
À5³.¯&°K¶´µ)ÀK¶¼°K§�²¼§�».§�«&ªK°K¶´µ0» ©�¶¼¬�­Xµ)±�²¼§¹·4±�²±�¸K¯&§�».§�«&ªK°K¶Nµ&»3§�¿

B
¥K®¹­v�� K­X®ÇÀ5³

g : Φ(Ωε ∩ f−1(Ωε)) −→ Φ(Ωε)
x 7−→ Φ ◦ f ◦ Φ−1(x).

Ë



Ä�°K­���­4³þª�§�¶¼ W¯�§�¿Q¯&°K­>½7°K§�²¼­>ªK«&§5§�¿Q¶Nµo±�  ­Lº�¯&­4 �µ&¶´§�  ªK°K­4 K§�».­4 �±ÿ®¹¶´µ0·L§e¬�­4«&­X® À5³wW�²´­Lº¹±� �®¹­4«Á{¡kÂQÉÊµ&­4­�±�²´µ&§ÿÁ{¡XË¹¥�¡�xeÂ�¿Ê§�«�¯&°K­�¿|§�«&»1§�¿�¯&°K­�«&­Xµ&¸K²¼¯�½�­�¸�µ&­�°K­4«&­eÌIÃ Ä�°K­�²¼§¹·4±�²�ÀK¶´°K§�²¼§�».§�«&ªK°K¶´µ&»
g
¸K K¶2�5¸K­4²¼³9­Lº�¯&­4 �®Kµ�¯&§>±>©�²¼§�À�±�²�±�¸K¯&§�».§�«&ªK°K¶´µ&» §�¿�¯&°K­�À�±�²¼²fÃÇÄ�°K¶´µ�­Lº¹¯&­4 �µ&¶¼§� ù§�¿

g
±�²¼²¼§"½�µ�¯&§­Lº¹¯&­4 �®

Φ
¯&§.¯&°K­Q¸K K¶´§� ¢§�¿m¯&°K­Qµ&­4¯0µ

Oi := f−i(Ωε)
<

Φ : ∪i∈NOi −→ B
z ∈ Oi 7−→ g−i ◦ Φ ◦ f i(z).

t5¶´ �·L­
fn ¯&­4 �®Kµ�¯&§

a
§� 

Ω
¯&°K¶Nµ}¿Ê§�«&»�¸K²´±<®¹­v�� K­Xµ�¶´ ¨¿Ê±�·L¯

Φ
§� 

Ω
¥�±� �® ½�­�°�±X¬�­�¯&°K­�§�À5¬5¶´§�¸�µ¿Ê¸K �·L¯&¶¼§� �±�²�­��5¸�±�²¼¶¼¯^³ < Φ ◦ f = g ◦ Φ

Ã
k Ï5ÒÿÒ Û9#(Þuy�Þ�ø ñ à è ã ð Φ

éNê�ã ðqïîäkð à ï�è ã ð�íkïîä�è Ω
á ä B

ò
m ïîäXä&í*n Æ�­X·4±�²¼²�¯&°�±�¯}¶¼ ¨¯&°K­�ªK«&§5§�¿�§�¿�²¼­4».»o±�Ë�Ã Ë�½�­oµ*±X½ ¯&°�±�¯�±¢·L­4«&¯0±�¶¼ ¨ K­4¶´©�°WÀ�§�¸K«&°K§5§¹®¨§�¿

a«&­4»�±�¶¼ �µ�¶¼ 
Uε

¸K �®¹­4«�¶¼¯&­4«0±�¯&¶¼§� Ç±� �®Ç­4¬�­4 W¯&¸�±�²¼²¼³�­4 �®Kµ7¯&§
a
Ã�h�³¢·L§� �sp¸K©`±�·L³�¥
¯&°K­Q»o±�ª

g
¶¼ K°K­4«&¶¼¯0µ§�¿7¯&°K¶´µQ²¼§�·4±�²�Àq­4°�±"¬5¶¼§�¸K«�±�«&§�¸K �®

S := Φ(a)
Ã¢Ä�°K­�®¹³� �±�».¶´·4µ}§�¿7À�±�²¼²�ûüµ�±�¸K¯&§�».§�«&ªK°K¶´µ&»oµQÀq­4¶¼ K©½)­4²¼²{¾z�� K§"½7 >ÉÊµ0­4­�ªK«&§�ªq§`µ0¶¼¯&¶¼§� lrKÃ¼¡"ÌI¥W¯&°K¶Nµ�ªK«&§�ªq­4«&¯^³�¶´µ�­4 K§�¸K©�°o¯&§�©�¸�±�«0±� W¯&­4­�¯&°�±�¯

g
¶´µ�°5³5ª�­4«&À�§�²¼¶´·�Ã�^¯7°�±�µ�­LºK±�·L¯&²¼³�¯f½)§*�Kº¹­X®¢ª�§�¶¼ W¯0µ

S
±� �®

N
½7°K¶´·0°9±�¯&¯&«0±�·L¯
±�²¼²�§�«&ÀK¶¼¯0µ�§�¿

B\{N,S}
«&­Xµ&ªq­X·L¯&¶´¬�­4²¼³ª�§`µ&¶¼¯&¶´¬�­4²¼³�±� �®> K­4©`±�¯&¶¼¬�­4²¼³�Ã�Ä�°K­�À�±�µ&¶´·Q·L§� �µ0­��W¸K­4 �·L­�§�¿'¯&°K¶´µ7¿[±�·L¯�¶Nµ�¯&°�±�¯

Φ(On)\On−1
©�§5­Xµ
¯&§

bB
½7¶´¯&°

n
Ã}�f �®¹­4­X®(¥�¯&°K­

f
¾�§�«&ÀK¶¼¯�§�¿)±�ªq§�¶´ W¯

z
¶´ >¯&°K¶´µ�µ&­4¯v«&­X±�·0°K­Xµ

O0
§� K²´³<±�¯v¯&¶¼».­

n
¥�µ&§�¯&°K­

g
¾�§�«&ÀK¶´¯�§�¿

Φ(z)
§� K²¼³.«&­X±�·0°K­Xµ

D
±C¿|¯&­4«�¯&°K­}µ0±�».­�¯&¶¼».­�Ã��f¿

n
¶Nµ)²N±�«&©�­�¥

Φ(z)
°�±�µ�¯&§FÀ�­
¬�­4«&³�·L²¼§`µ&­¯&§

N
½7°K¶´·0°<¶´µ�§� ¢¯&°K­QÀ�§�¸K �®K±�«&³�§�¿

B
Ã

{K§�«)±� o±�«&ÀK¶´¯&«0±�«&³Fµ0­��W¸K­4 �·L­
(zi)i∈N ∈ Ω

·L§� W¬�­4«&©�¶¼ K©�¯&§
bΩ
¥W½�­�»�¸�µ&¯)µ&°K§"½ ¯&°�±�¯

Φ(zi)
¯&­4 �®Kµ¯&§�¯&°K­FÀq§�¸K �®K±�«&³>§�¿

B
Ã	{�§�«�¯&°K¶Nµ4¥\�Kº9±oª�§`µ&¶¼¯&¶¼¬�­�«&­X±�²� W¸K»�Àq­4«

ε
±� �® ±�  ¶¼ W¯&­4©�­4«

n0
µ&¸�·0° ¯&°�±�¯

d(Φ(On\On−1), bB) ≤ ε
¿Ê§�«�±�²¼²

n ≥ n0
Ã|t5ªK²¼¶¼¯�¯&°K­4 

(zi)
¶´ ¢¯f½�§�µ&¸KÀ�µ&­��5¸K­4 �·L­Xµ <

(z1
i ) := {zni

∈ {zn} | zni
/∈ On0

}±� �®
(z2

i ) := {zni
∈ {zn} | zni

∈ On0
}.

h�³ÿ·L§� �µ&¯&«&¸�·L¯&¶¼§� �¥
d(Φ(z1

i ), bB) ≤ ε
Ãot5¶¼ �·L­

fn0(z2
i ) ⊂ O0

±� �®þµ&¶¼ �·L­
fn0

¥
Φ|O0

±� �®
g
±�«&­ªK«&§�ª�­4«�»o±�ª�µX¥

Φ(z2
i ) = g−n0 ◦ Φ|O0

◦ fn0(z2
i )
¶´µ7±�²´µ&§

ε
¾f·L²¼§`µ&­}¯&§

bB
¿|§�«

i
²´±�«&©�­}­4 K§�¸K©�°�Ã

�

{�¶´ �±�²¼²¼³�¥�½)­o K­4­X®¨¯&§9µ&°K§"½ ¯&°�±�¯
Φ
¶´µQ±<ÀK¶¼°K§�²¼§�».§�«&ªK°K¶Nµ&»ÇÃ.�^¯Q¶´µ} K§�¯Q³�­4¯�·L²¼­X±�«�µ&¶´ �·L­.¯&°K­4«&­§�À5¬5¶´§�¸�µ&²¼³�­Lº�¶´µ0¯7°K§�²¼§�».§�«&ªK°K¶´·}·L§e¬�­4«&¶¼ K©`µ�§�¿�¯&°K­�À�±�²¼²�Ã|W
 W³�½)±"³Ç½�­C�5 K§e½ ¯&°�±�¯�±� W³¢ªK«&§�ª�­4«�»o±�ª¯&§9±ÇÀ�§�¸K �®¹­X® ®¹§�»o±�¶´  °�±�µ�±}�� K¶¼¯&­�®¹­4©�«&­4­ ÉÊµ&­4­>Á{¡vr`Â�¥m·*°�±�ª�Ãù¡�x`ÌIÃÇ�^  ª�±�«&¯&¶´·L¸K²´±�«4¥m¯&°K­4«&­o¶Nµ�±� ¶´ W¯&­4©�­4«

d
½7°K¶N·0°ÇÀ�§�¸K �®Kµ7¯&°K­Q 5¸K»�À�­4«0µ7§�¿�ªK«&­4¶¼»o±�©�­Xµ7À5³

Φ <
#Φ−1(z) ≤ d, ∀z ∈ B.

8
§�¯&¶´·L­
 K§"½ ¯&°�±�¯)¯&°K­v®¹­4©�«&­4­v§�¿
Φ
À�§�¸K �®Kµ�¯&°K¶´µ)§�¿

fn ¿|§�«�±�²¼² n Àq­X·4±�¸�µ&­ Φ = g−n ◦Φ ◦ fn Ã'Ä�°K­®¹­4©�«&­4­�§�¿
fn ¶´µ�¯&°5¸�µ�Àq§�¸K �®¹­X®>§� >§� K­�°�±� �®9±� �®<­��5¸�±�²�¯&§ (

®¹­4©
f)n

§� >¯&°K­�§�¯&°K­4«4Ã~t5§
f
¶´µ
±� ±�¸K¯&§�»o§�«&ªK°K¶´µ&» §�¿

Ω
Ã'Ä�°K­
¶¼ �sî­X·L¯&¶¼¬�¶¼¯f³F§�¿

Φ
¶´µ) K§"½ ¶¼».»o­X®¹¶´±�¯&­�À�­X·4±�¸�µ&­

Φ|Oi
= g−n ◦Φ|O0

◦ fn¶Nµ7±�·L§�».ªq§`µ0¶¼¯&¶¼§� �§�¿m¶¼ �sî­X·L¯&¶¼¬�­v»o±�ª�µ�¿Ê§�«�±�²¼²
i
Ã

�

f�­4¯�¸�µ� K§�¯&¶N·L­�¯&°�±�¯�¯&°K­�·L§� 5¬�­Lº�¶´¯f³�§�¿
Ω
½)±�µ)§� K²¼³�¸�µ&­X®�¯&°K«&§�¸K©�°oªK«&§�ª�§`µ&¶¼¯&¶´§� oË�Ã¼¡�ÃX <§�«&­4§e¬�­4«4¥¯&°K­Q·L§� 5¬�­4«&©�­4 �·L­�§�¿

fn ¯&§ a
§� 

SC(bΩ)
§� K²´³�µ&­4«&¬�­X®�¯&§o©�­4¯�¯&°K­Qµ&ªK°K­4«&¶´·L¶¼¯^³� K­X±�«

a
Ã

Ù�Ï5ÒùÛKÑ���#�Þ��nÞ�� í Ω
éNê�ã â&ä�å�æqç à ç�ç`ä�è ã�é æ é æ C

n � ñ�ä ê4à â&ä�å5æqç ã ïIõ éNê�ê ð
ñ à ï é ì ã ô é æ ã æ àLé �CñKâ&ä�å�ï��ñ¹äXäXçÇäîí ã ð¹ä é æ á a � ã æqç f
éNê�ã ðqï&äIð à ï�ñ�ä�ôbä�è.ä�ïfð
ñ é ì êXà ô í��fè ã ðþäîí Ω � ñ�ä êXà ç�õ�æ ã è é ì ê ì0ä�æ
ö à ïe� àá ä a

é æ êIé ç à Ω
á ñ à æ f

éNê�ã æ ã å á ä�è.ä�ïfð
ñ éNê è ã æqç Ω
éNê}á ñ à â ã ô|ô òÄ�°K­ µ&¯&«0±�¯&­4©�³ ¿|§�«¢¯&°K­ ©�­4 K­4«0±�²�«&­Xµ&¸K²¼¯�¶´µ�¯&°W¸�µ<¯&§þªK«&§"¬�­ù¯&°K­ µ&ªK°K­4«&¶´·L¶¼¯^³  K­X±�«

a
±� �®�¯&°K­·L§� 5¬�­4«&©�­4 �·L­�§�¿

fn ¯&§ a
§� 

Ω
Ã

È



� ���}�GHER;J\TQ@QB����*���î��� �CBSH��#�K@QB�H7���
�4H�������DEB�T����0�
�m�
�^  ¯&°K¶´µQµ0­X·L¯&¶¼§�  ½�­�·L§�».­.À�±�·c� ¯&§Ç¯&°K­o©�­4 K­4«0±�²�µ&¶¼¯&¸�±�¯&¶´§� ¨§�¿�¯&°K­4§�«&­4» ¡.±� �® ½�­oªK«&§e¬�­�¯&°�±�¯�± K­4¶¼©�°5Àq§�¸K«&°K§�§¹®Ç§�¿

a
¶´ 

bΩ
¶´µ�µ0ªK°K­4«&¶´·4±�²�Ã�Ä�°K­�¶´®¹­X±�À�­4°K¶¼ �®¢¯&°K¶Nµ�¯&­X·0°K K¶N·4±�²�ª�±�«&¯
§�¿�¯&°K­�ªK«&§5§�¿�¶´µÀ�±�µ&­X®�§� �ªK«&­4¬5¶´§�¸�µ)«&­Xµ0¸K²¼¯0µ)·L§� �·L­4«& K¶´ K©�À�­4°�±X¬�¶¼§�¸K«0µ�§�¿mµ0­��W¸K­4 �·L­Xµ�§�¿���Æ�¾�»o±�ª�µ}ÉÊµ&­4­�Áü£�¥
¤"Â|ÌIÃX1
 ¹¾¿Ê§�«&»o±�²¼²¼³�µ&ª�­X±��5¶¼ K©K¥�¯&°K­4³�­Lº¹ªK²´±�¶¼ .¯&°�±�¯� K§� ¹¾�­��5¸K¶´·L§� W¯&¶¼ 5¸K§�¸�µ�µ&­��W¸K­4 �·L­Xµ�§�¿G��Æ�¾�»o±�ª�µ�§� �µ&¯&«&¶´·L¯&²´³ª�µ&­4¸�®¹§¹·L§� W¬�­Lº�°W³�ªq­4«0µ&¸K«î¿[±�·L­)®¹¶´²´±�¯&­�±�·L­4«&¯0±�¶´ �ÉÊ±� K¶´µ0§�¯&«&§�ªK¶´·"Ì(®¹¶´µ&¯0±� �·L­�Ã�Ä�°K­�ªK«&§�§�¿�§�¿�¯&°K­)µ0ªK°K­4«&¶´·k¾¶¼¯^³�¯&°K­4 9©�§�­Xµ�±�µ�¿Ê§�²¼²¼§e½�µ4Ã���¶¼¯&°K­4«

fnk
·L§� 5¬�­4«&©�­Xµv¯&§

a
§� 

SPC(bΩ)
±� �®<¯&°K­Fµ&¶¼¯&¸�±�¯&¶¼§� >¶´µ�¬�­4«&³µ&¶´».¶¼²´±�«�¯&§�¯&°�±�¯n§�¿�²´­4».»o±7Ë�Ã Ë�ÉÊµ&­4­�ªK«&§�ªq§`µ&¶´¯&¶¼§� �È�Ã¼¡"ÌIÃ ú «

fnk
¶´µ� K§�¯�­��W¸K¶N·L§� W¯&¶¼ 5¸K§�¸�µn§� 

SPC(bΩ)±� �®9¶¼¯v¶´µv®¹¶¼²´±�¯&¶´ K©KÃ�Ä�°K­4 ¨¯&°K­�¶¼ W¬�­4«0µ0­�ÀK«0±� �·0°K­XµQ§�¿
fnk

±�«&­.·L§� 5¯&«0±�·L¯&¶¼ K©���Æ�¾f®¹¶Yq�­4§�»o§�«&ªK°K¶´µ&»oµ±� �®�¯&°K­4§�«&­4»-Ë�©�¶¼¬�­Xµ�¯&°K­�µ&ªK°K­4«&¶´·L¶´¯f³�ÃXf�­4¯�¸�µ���«0µ&¯��Kº�¯&°K­�­X±�µ&³�µ0¶¼¯&¸�±�¯&¶¼§� �½7°K­4«&­
fnk

·L§� W¬�­4«&©�­Xµ¯&§
a
§� 

SPC(bΩ)
Ã

Z ÑCÐ\[�Ð
Ú�]^'�]NÐ�Ö�y�Þ��
ÞQó�ê*ê å5è à fnk ì0ä�æ�ö à ï�� àIê ô{äXì ã ô|ôtõÇå5æ é í4ä�ïkè�ôtõ á ä a ä�æ ã æ àLé �CñKâ&ä�å�ï*ñ�ä"äXç äîí aé æ bΩ
ò�ø ñ à æ bΩ

éNê�ê ð
ñ à ï é ì ã ônæ à&ã ï a
ò

m ï&äXäîí�n W�µ�±ù»o±�¯&¯&­4«�§�¿}¿Ê±�·L¯4¥�¯&°K­9·L§� 5¬�­4«&©�­4 �·L­¨§�¿Q¯&°K­9µ&¸KÀ�µ0­��W¸K­4 �·L­ fnk
¯&§

a
¶¼».ªK²¼¶¼­Xµ.¯&°K­·L§� 5¬�­4«&©�­4 �·L­�§�¿�¯&°K­�½7°K§�²¼­�®¹³5 �±�».¶N·4µQ§�¿�±�  ¶´¯&­4«0±�¯&­

g = fp ¯&§ a
Ã>Ä�§ µ&­4­�¯&°K¶Nµ4¥�ªK¶N·6�¨±>µ0»o±�²¼² K­4¶¼©�°5Àq§�¸K«&°K§�§¹®

U
§�¿

a
¶´ 

SPC(bΩ)
±� �®,±� ÿ¶¼ W¯&­4©�­4«

p = nk0

µ0¸�·0°,¯&°�±�¯
fp(U) ⊂ U

Ã Ä�°K­»o±�ª
g := fp «&­Xµ&¯&«&¶´·L¯0µF¯&§ U

¯&§¨±9²¼§¹·4±�²�®¹¶Yq(­4§�».§�«&ªK°K¶´µ0» ¿Ê«&§�»
U
¯&§ ¶¼¯0µ&­4²{¿î¥�½7°K§`µ&­Çµ&­��5¸K­4 �·L­§�¿�¶¼»�±�©�­Xµ

gn(U)
¶NµQ§�ÀW¬�¶¼§�¸�µ&²´³ ®¹­X·L«&­X±�µ0¶¼ K©ÿÉ é[ò|àXò

gi(U) ⊃ gi+1(U)
ÌIÃ ú À�µ&­4«&¬�­�¯&°K­4 ÿ¯&°�±�¯�¯&°K­µ&¸KÀ�µ0­��W¸K­4 �·L­

(gn′

k)
®¹­v�� K­X® ÀW³

n′
k := E(nk/p) + 1

·L§� 5¬�­4«&©�­Xµv¸K K¶{¿Ê§�«&».²¼³�¯&§
a
§� 

U
Ã��^ �®¹­4­X®(¥

gn′

k = fpn′

k = fnk+i ½7¶¼¯&° i < p
¥�µ&§

gn′

k(U) ⊂ ∪i≤pf
i(fnk(U))

Ãjt5¶¼ �·L­
fnk(U)

¶´µ�·L²¼§`µ&­�¯&§
aÀ5³�°5³5ª�§�¯&°K­Xµ&¶´µ�ÉN¿|§�«

k
²´±�«&©�­Q­4 K§�¸K©�°qÌ�±� �®

a
¶´µ�±j�Kº�­X®<ªq§�¶´ W¯�§�¿

f
¥
¯&°K­�·L§� 5¯&¶¼ W¸K¶´¯f³Ç§�¿

f
¶¼».ªK²´¶¼­Xµ¯&°�±�¯

gn′

k(U)
¶NµQ±�²´µ&§<·L²´§`µ&­.¯&§

a
Ã�t5¶¼ �·L­o¯&°K­�µ&­��5¸K­4 �·L­

gn(U)
®¹­X·L«&­X±�µ&­Xµ4¥�¶¼¯}¯&°W¸�µF·L§� 5¬�­4«&©�­Xµ�¯&§

a
Ã�Æ�­4ªK²´±�·L¶¼ K©

f
ÀW³

g
¥�½)­�±�«&­�¯&°K­4«&­L¿Ê§�«&­F¶¼ >¯&°K­F·L§� �®¹¶¼¯&¶¼§� 9§�¿�±�ªKªK²¼¶´·4±�¯&¶´§� <§�¿�²¼­4»o»o±oË�Ã Ë�±� �®9± K­4¶¼©�°5Àq§�¸K«&°K§�§¹®�§�¿

a
¶´µ7µ&ªK°K­4«&¶´·4±�²�Ã

�

�)§� �µ0¶´®¹­4«� K§"½�¯&°K­Qµ&¶¼¯&¸�±�¯&¶´§� �½7°K­4 
fnk

®¹§�­Xµ� K§�¯�·L§� W¬�­4«&©�­Q¯&§
a
§� Ç±� K­4¶¼©�°5Àq§�¸K«&°K§�§¹®�§�¿

a
Ã

f�­4¯�¸�µG��«0µ0¯'®¹­Xµ0·L«&¶¼À�­)¯&°K­���©�¸K«&­�±� �®� K§�¯0±�¯&¶¼§� �Ã�t5¶¼ �·L­
a
¶´µ�±}µ&¯&«&¶´·L¯&²¼³}ª�µ&­4¸�®¹§¹·L§� W¬�­Lº�ª�§�¶¼ W¯4¥�¶´¯m°�±�µ±� K­4¶¼©�°WÀ�§�¸K«&°K§�§�®>½7°K¶´·0°9¶´µ�µ&¯&«&§� K©�²¼³Ç·L§� 5¬�­Lº>½7°K­4 ¨·L§� �µ&¶´®¹­4«&­X®>¯&°K«&§�¸K©�°¨±oª�§�²¼³� K§�».¶´±�²n·*°�±� K©�­§�¿�·L§�§�«0®¹¶¼ �±�¯&­Xµ4Ã}�
­4 �·L­L¿|§�«&¯&°�¥�½�­�±�µ0µ&¸K»o­�¯&°�±�¯

Ω
¶NµQµ&¯&«&§� K©�²¼³ ·L§� 5¬�­Lº ¶¼  ±Ç K­4¶´©�°WÀ�§�¸K«&°K§5§¹®

O§�¿
a
¥�¯&°�±�¯

a
¶´µ�¯&°K­F§�«&¶¼©�¶¼  ±� �® ¯&°�±�¯

Ω ∩ O
¶´µ�·L§� W¯0±�¶¼ K­X® ¶¼ 

{
Æ�­

z1 ≥ 0}
ÃQW�²´µ0§K¥(µ0¶¼ �·L­�±�²´²m¯&°K­±�«&©�¸K».­4 5¯0µ'¯&§�·L§�»o­�±�«&­�ªK¸K«&­4²¼³�²¼§�·4±�²f¥�½�­�¿Ê§¹·L¸�µ�§� 

Ω
¶¼ 

O
Ã�¦¨­
ªK¸K¯

Ωε := Ω∩O∩{
Æ�­

z1 ≤ ε}±� �®
Uε := bΩ ∩ O ∩ {

Æ�­
z1 ≤ ε}

Ã�W
µ0µ0¸K».­�½7¶¼¯&°K§�¸K¯Q²¼§`µ*µ}§�¿�©�­4 K­4«0±�²´¶¼¯f³ ¯&°�±�¯
Ω1 b O

Ã�Ä�°K­ K§� ¹¾f·L§� 5¬�­4«&©�­4 �·L­�§�¿
fnk

».­X±� �µ�¯&°K­�­Lº�¶Nµ&¯&­4 �·L­�§�¿'±oµ0­��W¸K­4 �·L­�§�¿�ªq§�¶¼ 5¯0µ
zi ∈ bΩ

¯&­4 �®¹¶¼ K©o¯&§
a
¥±� �®�¶¼ W¯&­4©�­4«0µ

ki
µ&¸�·0°�¯&°�±�¯�¯&°K­
ª�§�¶¼ 5¯0µ

fnki (zi)
²´±X³o§�¸K¯)§�¿n±��Kº�­X®� K­4¶¼©�°5Àq§�¸K«&°K§�§¹®o§�¿

a
¥Kµ0±X³

U1
Ã

t5¶¼ �·L­
a
¶´µ��Kº¹­X®ÇÀ5³

fnki

¥q½)­�·4±� 9­4¬�­4  ±�µ0µ&¸K».­Q¯&°�±�¯
fnki (zi) ∈ bU1 = bΩ ∩ O ∩ {

Æ�­
z1 = 1}À5³�».§e¬5¶´ K©

zi
·L²¼§`µ&­4«7¯&§

a
Ã|{�¶´ �±�²¼²¼³�¥�ªK¸K¯

gi := fnki

±� �®<®¹­v�� K­
εi
ÀW³

zi ∈ {
Æ�­

z1 = εi}
Ã

Ω

zi

{ �I� z1 = 1}

{ �I� z1 = εi}

gk

a = (0, 0)

O

{ �I� z1 = 0}

gi(zi)

Ω1

Ä�°K­}»o±�¶´ �ª�§�¶¼ 5¯7§�¿m¯&°K¶´µ�µ&­X·L¯&¶¼§� ¢¶´µ�¯&°�±�¯
fnk

°�±�µ�±�µ0¯&«&§� K©.­Lº�ª�±� �®¹¶´ K©.Àq­4°�±"¬5¶´§�¸K«4Ã
r
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 ê4à0à�ã ô ê ä `���b �=��ä�ï ã ô|ô ε á ñ à ï à�à&÷�éNêká|ê�ã æ é æ áfà � à ï k = k(ε)
ê åKìkñ á ñ ã�á gk(Uε) ⊃

U1\Uε
ò

Ä�°K­�µ&ªK°K­4«&¶´·L¶¼¯^³o K­X±�«
a
¶´µ7±�®¹¶¼«&­X·L¯�·L§� �µ0­��W¸K­4 �·L­Q§�¿�¯&°K¶´µ�ªK«&§�ª�§`µ&¶¼¯&¶¼§�  <

� ÐqÑeÐK�^�|ÛKÑeÜ9y�Þuy�Þ|� í (fnk) ç`ä àIê æqä á ì0ä�æ
ö à ïe� à�á ä a
é æ ã æ àké �Cñ¹â&ä�å�ïIñ�äXäXç�äîí a

á ñ à æ bΩ
é´ê�ê ðqñ à ï é ì ã ôæ à&ã ï a

ò
m ïîäXä&í�n {m¶{º�±� �§�ª�­4 .·L§� W¯&«0±�·L¯&¶¼ÀK²´­�µ&­4¯ V

·L§�».ª�±�·L¯�¶´ 
U1\{a}

ÃX{K§�«
ε
µ&»o±�²¼²�­4 K§�¸K©�°�¥

V ⊂ U1\Uε±� �® ¯&°K­4«&­�¶Nµ�±�  ¶´ W¯&­4©�­4«
kε

µ&¸�·0°ÿ¯&°�±�¯
gkε

(Uε) ⊃ V
Ã} <§�«&­4§e¬�­4«4¥�¯&°K­4«&­�±�«&­� K§>·L«&¶´¯&¶´·4±�²'¬�±�²¼¸K­§�¿

gkε |Uε

¶¼ �µ0¶´®¹­
V
Àq­X·4±�¸�µ0­¢Àq§�¯&°

Uε
±� �®

V
±�«&­Çµ0¯&«&¶´·L¯&²¼³ ª�µ&­4¸�®¹§¹·L§� W¬�­Lº ÉÊµ&­4­ Á r�Â|ÌIÃwt5¶¼ �·L­

V¶Nµ�µ&¶´».ªK²¼³¨·L§� K K­X·L¯&­X®(¥)¯&°K­4«&­¢­Lº¹¶´µ&¯0µ�±� þ¶¼ 5¬�­4«0µ&­�ÀK«0±� �·0°þ§�¿
gkε |Uε

§� 
V
¥'½7°K¶´·*°,».­X±� �µF±9��Æ�¾®¹¶uq�­4§�».§�«&ªK°K¶Nµ&»

hε : V −→ Uε
½7¶´¯&°

gkε
◦ hε =

�^®(Ã�Ä�°K­�µ&­��5¸K­4 �·L­
hε
¶´µ�¯&°K­4«&­L¿Ê§�«&­�·L§� 5¯&«0±�·L¯&¶¼ K©§� 

V
¥¹±� �®�¯&°K­4§�«&­4» Ë�¶¼».ªK²¼¶´­Xµ'¯&°�±�¯

V
¶´µ�µ&ªK°K­4«&¶´·4±�²fÃ�¦¨­v°�±X¬�­}¯&°5¸�µ�ªK«&§"¬�­X®�¯&°K­v²¼§¹·4±�²�µ0ªK°K­4«&¶´·L¶¼¯f³§�¿

U1\{a}
¥�½7°K¶´·0°þ­4¬�­4 þªK«&§e¬�­Xµ�¯&°K­Çµ&ªK°K­4«&¶´·L¶´¯f³ §�¿

U1
À�­X·4±�¸�µ&­

a
¶´µF±¨µ&¯&«&¶N·L¯&²¼³¨ª�µ&­4¸�®¹§¹·L§� W¬�­Lºª�§�¶¼ 5¯4Ã��^ �®¹­4­X®(¥G�)°K­4«& ¹¾! >§`µ&­4«4ûüµ}¯&°K­4§�«&³9­Lº�ªK«&­Xµ0µ0­Xµv¯&°K­.µ&ªK°K­4«&¶´·L¶¼¯^³<§�¿�±� ¨§�ª�­4  µ&¯&«&¶´·L¯&²´³Çª�µ&­4¸�®¹§�¾·L§� 5¬�­Lº¨°W³�ªq­4«0µ&¸K«î¿[±�·L­.À5³9¯&°K­o¬C±� K¶´µ0°K¶¼ K©�§�¿�±Ç·L§� 5¯&¶¼ W¸K§�¸�µ�¶¼ W¬�±�«&¶´±� 5¯Q¯&­4 �µ&§�«4ÃUt5¶¼ �·L­�¯&°K¶Nµ}¯&­4 �µ&§�«¬�±� K¶´µ&°K­XµQ§� 

U1\{a}
¥�¶¼¯�±�²´µ&§¢¬�±� K¶´µ&°K­Xµ�§�  ¯&°K­�½7°K§�²¼­o§�¿

U1
µ&§

U1
¶¼¯0µ0­4²{¿)¶´µ�µ&ªK°K­4«&¶´·4±�²�Ã��^  ¯&°K­µ0ªK¶¼«&¶¼¯�§�¿�Á:3eÂ�¥¹�f¯)½�§�¸K²´®�Àq­
ªK²¼­X±�µ0±� 5¯�¯&§�©�­4¯�±Q»o§�«&­
®¹§"½7 ¹¾�¯&§�¾�­X±�«&¯&°Ç±�«&©�¸K»o­4 W¯)¿|§�«)¯&°K¶´µ'²´±�µ0¯'ªq§�¶´ W¯4Ã

�

Ä�°K­QªK«&§5§�¿�§�¿�ªK«&§�ªq§`µ&¶´¯&¶¼§� ÇÈ�Ã ËF«&­4²¼¶¼­Xµ�§� Ç¯&°K­v¿Ê§�²¼²¼§e½7¶¼ K©F²¼­4».»o±¹Ã
k Ï5ÒÿÒ Û_y�ÞY��Þ¢ø ñ à ï à�à0÷�é´êLá|ê�ã ç é ö à ï�� é æd� êXà&ë å à æqì à ci −→ +∞

ê å¹ìLñ á ñ ã`á íLä�ï ã ô|ô p ∈ U1
� éÊá ñ

gi(p) /∈ Uε
� à ñ ã ö à n

‖g′i(p)u‖ ≥ ci‖u‖ ∀u ∈ T C
p bΩ.

m ïîäXä&í�n Ä�°K­7¶´®¹­X±v¶´µm¯&°�±�¯X�
§�ª¹¿Xûüµ�²¼­4».»o±
©�¶¼¬�­Xµ�­Xµ&¯&¶¼»�±�¯&­Xµ�§� �¯&°K­7 K§�«&»�±�²�®¹­4«&¶¼¬C±�¯&¶´¬�­�§�¿ gi
¥`½7°K¶N·0°¯&«0±� �µ&¿|­4«7±�¸K¯&§�»o±�¯&¶´·4±�²´²¼³�¯&§.·L§�».ªK²¼­Lºo¯0±� K©�­4 5¯&¶´±�²�­Xµ&¯&¶¼»�±�¯&­Xµ)¶´ �µ&¯&«&¶N·L¯&²¼³�ª�µ&­4¸�®¹§¹·L§� W¬�­Lº¢©�­4§�».­4¯&«&³�Ã

{�§�«
p ∈ U1

¥K²´­4¯ ~N(p)
À�­Q¯&°K­}¸K K¶¼¯7¬�­X·L¯&§�«� K§�«&»o±�²n¯&§

bΩ
ª�§�¶¼ 5¯&¶¼ K©�¶¼ �µ&¶´®¹­

Ω
±� �®

B+
δ (p) := B(p + δ ~N (p), δ) ∩ {〈 ~N (p), ·〉 ≥ δ}.

¦ °K­4 
δ
¶Nµ�µ&»o±�²´²�­4 K§�¸K©�°>ÀK¸K¯��Kº�­X®(¥

B+
δ (p)

¶´µ�¶¼ 
Ω
±� �®Ç¶¼¯0µ�¶¼»o±�©�­QÀ5³

gi
¿|§�«

i
²´±�«&©�­�¶´µ�¶´ 

Ω ε

2

Ã
Ä�°5¸�µ'¶{¿

gi(p) /∈ Uε
¥W¯&°K­� K§� ¹¾�ªq§`µ0¶¼¯&¶¼¬�­

p.s.h
¿|¸K �·L¯&¶´§� 

ϕ := −〈 ~N(gi(p)), gi(y)−gi(p)〉
¬C±� K¶´µ0°K­Xµ±�¯

p
½7°K¶¼²¼­}¶¼¯7¶Nµ7²¼­Xµ0µ7¯&°�±� 

−cε2 §�  B+
ε (p)

É
c
¶´µ�±.·L§� �µ&¯0±� 5¯
®¹­4ª�­4 �®¹¶¼ K©o§� K²´³�§� >¯&°K­�·L¸K«&¬C±�¯&¸K«&­§�¿

bΩ
±�¯

a
ÌIÃ��
§�ª¹¿Xûüµ�²¼­4».»�±�¯&°K­4 <±�µ*µ&­4«&¯0µ7¯&°�±�¯

ni(p) := 〈g′i(p) ~N (p), ~N (gi(p))〉 = ‖~∇ϕ(p)‖ ≥
c′ε2

δ
.

t5¶´ �·L­
δ
½)±�µ�±�«&ÀK¶¼¯&«0±�«&³�¥�½�­v·L§�¸K²´®.¯0±���­
¶¼¯'»�¸�·0°�µ&»o±�²¼²¼­4«�¯&°�±� 

ε2 ¥¹µ&§Q¯&°�±�¯�¯&°K­�«0±�®¹¶´±�²q­Xµ0·4±�ª�­�«0±�¯&­
ni(p)

¶´µm²´±�«&©�­�ÃmÄn§Q¯&«0±� �µî¿Ê­4«�¯&°K¶´µ�«0±�®¹¶´±�²¹­Xµ&¯&¶¼»o±�¯&­�§� �¯&°K­7®¹­4«&¶¼¬�±�¯&¶¼¬�­Xµ�§�¿
gi
¯&§Q·L§�».ªK²¼­Lº�¯0±� K©�­4 5¯&¶´±�²§� K­XµX¥�·L§� �µ&¶´®¹­4«7¯&°K­�f�­4¬�¶�¿Ê§�«&»

L
§�¿

bΩ
®¹­v�� K­X®¢ÀW³

L(p, u) := 〈[u, iu], i ~N (p)〉, u ∈ T C
p bΩ,

½7°K­4«&­
u
µ&¯0±� �®KµQ¿|§�«Q¯&°K­o¬�­X·L¯&§�«Q¶¼ 

T C
p bΩ

±�µ}½�­4²´²�±�µ�±� 5³9­Lº¹¯&­4 �µ&¶¼§� ¨§�¿7¶¼¯}¯&§>±�¬�­X·L¯&§�«~��­4²´®¨§�¿
T CbΩ

ÃmÄ�°K­�µ0».§5§�¯&°K K­Xµ*µ�±� �®�µ&¯&«&¶´·L¯�ª�µ&­4¸�®¹§¹·L§� W¬�­Lº¹¶¼¯f³�§�¿
U1

¶¼».ªK²´¶¼­Xµ�¯&°K­�­Lº¹¶´µ&¯&­4 �·L­�§�¿(©�­4§�».­4¯&«&¶´··L§� �µ0¯0±� W¯0µ
c1
¥
c2
µ&¸�·*°Ç¯&°�±�¯

c1‖u‖
2 ≤ L(p, u) ≤ c2‖u‖

2 ∀p ∈ U1, ∀u ∈ T C
p bΩ.

x



�'±�µ0³�·L§�».ªK¸K¯0±�¯&¶´§� �µ�µ&°K§"½ ¯&°�±�¯ <
c2‖g

′
i(p)u‖2 ≥ L(gi(p), g′i(p)u) = ni(p)L(p, u) ≥ c1ni(p)‖u‖2.

t5¶¼ �·L­
ni(p)

¶´µ�²´±�«&©�­}½7°K­4 
i
¶´µ4¥¹¯&°K¶´µ�µ&­4«&¶´­�§�¿�¶¼ K­��5¸�±�²¼¶¼¯&¶¼­Xµ)¶¼».ªK²´³.²¼­4».»o±FÈ�Ã�rKÃ

�Ä�°K­vªK«&­4¬�¶¼§�¸�µ�²¼­4».»o±�±�µ0µ&­4«&¯0µ�¯&°�±�¯
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®¹¶¼²´±�¯&­Xµ)¯&°K­}·L§�».ªK²¼­Lºo¯0±� K©�­4 5¯&¶´±�²�®¹¶¼«&­X·L¯&¶¼§� �µ�§�¿

bΩ
¶{¿

gi(p)¶´µ� K§�¯�·L²´§`µ&­Q¯&§
a
Ã
Ä�°K­�²´±�µ&¯
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W ª�±�¯&°
γ
¶¼ 

bΩ
½7¶¼²¼²nÀq­F·4±�²¼²¼­X®>±�·L§�».ªK²´­LºÇª�±�¯&°9¶¼¿

γ̇(t) ∈ T C

γ(t)bΩ
¿Ê§�«�±�²¼²

t
Ãv�f¯0µ�­4¸�·L²¼¶N®¹­X±� 

²¼­4 K©�¯&°¢½7¶´²¼²(Àq­Q®¹­4 K§�¯&­X®<ÀW³
`(γ)

Ã|{K§�«
x, y ∈ U1

¥�®¹­v�� K­�¯&°K­Q��Æ7¾f®¹¶´µ0¯0±� �·L­
d ��� (x, y)

À�­4¯f½�­4­4 
x±� �®

y
±�µ�¯&°K­�¶´ ���»�¸K» §�¿n¯&°K­v²¼­4 K©�¯&°�µ�§�¿�·L§�».ªK²¼­Lº�ª�±�¯&°�µGsî§�¶¼ K¶¼ K©

x
¯&§

y
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U1\Uε

¶Nµ
d �
� ¾�À�§�¸K �®¹­X®ÉÊµ&­4­}¯&°K­4§�«&­4»�r.§�¿�Á:"eÂ�¥K§�«�Áü£eÂ|ÌIÃ

m ï&äXäîí}äîí�ðqï&äIð¹ä êké|áÊé ä�æ}  ò2a n {m¶{º τ > 0
µ&¸�·0°�¯&°�±�¯

B �
� (zi, τ) ⊂ Uε
¿|§�«�±�²¼²

i
²´±�«&©�­
­4 K§�¸K©�°�Ã|t5¶´ �·L­

U1\Uε
¶´µ

d �
� ¾�À�§�¸K �®¹­X®(¥
¶¼¯�¶´µ�­4 K§�¸K©�°<¯&§.ªK«&§"¬�­Q¯&°�±�¯
bgi(B �
� (zi, τ)) ∩ B ��� (gi(zi), ciτ) ∩

(
U1\Uε

)
= ∅

À�­X·4±�¸�µ&­
ciτ

·4±� �Àq­ »o±�®¹­9©�«&­X±�¯&­4«Ç¯&°�±�  ¯&°K­¡��Æ7¾f®¹¶N±�».­4¯&­4«�§�¿
U1\Uε

Ã Ä�±���­ ±ÿªq§�¶¼ 5¯
x ∈

bgi(B ��� (zi, τ)) ∩ U1\Uε
±� �®¢²¼­4¯7¸�µ�ªK«&§"¬�­Q¯&°�±�¯

d ��� (gi(zi), x) ≥ ciτ.
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