
1. Equations différentielles : Exemples1.1. Evolution d'un isotope instable.Au temps t0, 
onsidérons un 
orps de masse m0 
ontenant un nombre y0 d'atomes de 
arbone 14. Cet isotope est radioa
tif : lenombre de noyaux se désintégrant à un instant �xé est proportionnel au nombre total de noyaux au même instant. Autrementdit, si l'on note y(t) le nombre de noyaux non désintégrés 
ontenu dans le 
orps, il existe une 
onstante λ < 0 telle que l'on ait
(PC)

{

y′(t) = λy(t)
y(t0) = y0

.1) (Existen
e d'une solution) Ce système a des solutions : en e�et, si l'on pose fα(t) = αeλt, alors fα est solution de la premièreéquation, quel que soit α ∈ R ; de plus, si l'on 
hoisit α = y0

eλt0
, la se
onde équation est aussi véri�ée.2) (Uni
ité de la solution) Soit f une solution du système

(PC0)

{

y′(t) = λy(t)
y(t0) = 0

.Si f n'est pas identiquement nulle pour t > 0, posons t1 = inf {t > t0, f(t) 6= 0}. Puisque f est 
ontinue, on peut a�rmer que
• limt→t

−

1
f = f(t1) = 0,

• il existe une réel t2 > t1 tel que sur l'intervalle ouvert ]t1, t2[, f est non nulle. Sur 
et intervalle, on peut é
rire
f ′(t)

f(t)
= λ ⇔ ln(|f(t)|) = λt + C ⇔ f(t) = αeλt (α = ±eC ∈ R

×) ,

• limt→t
+
1

f = f(t1) = αeλt1 6= 0,d'où une 
ontradi
tion. Ainsi, f est identiquement nulle pour t > t0.De la même manière, on montre que f est identiquement nulle pour t < t0. Ainsi, (PC0) admet pour unique solution la fon
tionnulle.Supposons que g et h soient deux solutions de (PC). Alors g − h est solution de (PC0), 
e qui montre que g et h doivent êtreégales, et don
 que (PC) admet une unique solution.3) (Variation de la 
ondition initiale) Dans les appli
ations, y(t0) est mesuré, souvent ave
 une erreur. On sait en général majorerl'erreur relative. Autrement dit, il existe un réel 0 < e0 < 1 et un réel y0 > 0 tels que l'on ait
y(t0) ∈]y0(1 − e0), y0(1 + e0)[ ⇔
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< e0.L'erreur relative sur y(t) n'augmente don
 pas lorsque t augmente.4) (Variation du paramètre) De même, le paramètre λ est mesuré ave
 une marge d'erreur relative : il existe un réel λ0 < 0 etun réel 0 < ν0 < 1 tels que l'on ait λ ∈]λ0(1 + ν0), λ0(1 − ν0)[. La solution y véri�e don
 les inégalités
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.L'erreur 
ommise sur y(t) augmente don
 exponentiellement ave
 ave
 t. Pour avoir une bonne idée de la valeur de y(t) pour tgrand, il faut don
 
onnaitre λ ave
 une très grande pré
ision (relativement aux autres grandeurs).5) Appli
ation : des expérien
es permettent de faire les mesures suivantes :
• Si le temps est mesuré en années, on a −1, 212.10−4 ≤ λ ≤ −1, 209.10−4.
• Pendant la vie d'un être humain, le 
arbone 14 de l'atmosphère (qui se forme en haute altitude) est respiré et assimilé, etentretient un nombre de noyaux de 
arbone 14 par gramme d'os os
illant entre 3, 152.108 et 3, 154.108.
• Dans un 
râne d'humain retrouvé dans la grotte de Cro Magnon, on déte
te une 
on
entration de noyaux de 
arbone 14 pargramme d'os 
omprise entre 8, 791.106 et 8, 793.106.De 
es trois données, on peut tirer une estimation du temps passé depuis la mort de l'homme de Cro magnon : appelons-le T .On a

3, 152.108.e−1,212.10−4T ≤ y(T ) ≤ 3, 154.108.e−1,209.10−4T et 8, 791.106 ≤ y(T ) ≤ 8, 793.1061
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e qui fournit les inégalités
T ≥ 1

−1, 212.10−4
ln(

8, 793.106

3, 152.108
) ∼ 29531 et T ≤ 1

−1, 209.10−4
ln(

8, 791.106

3, 154.108
) ∼ 29612et don
 l'estimation

T = 29571± 0, 1% .

8,791.10
6

8,793.10
6

1,209.10
−4t

3,154.10
8 −

e

3,152.10
8 1,212.10

−4t
e
−

TFig. 1.1. Datation au 
arbonne 141.2. Dynamique des populations.On 
onsidère une population y(t) évoluant ave
 le temps t. Si l'on note a le taux de fertilité de la population, et M la populationmaximale admise par l'environnement, un modèle 
rédible pour l'évolution de y(t) est le suivant :
y′(t) = ay(t) − a

y2(t)

M
.En gros, 
elui-
i dit que si la population est loin d'être maximale (y(t) << M), alors l'a

roissement au temps t est presqueproportionnel à la population (la 
ondition imposée par l'environnement est négligeable), tandis que si la population est pro
hede M , l'a

roissement est presque nul (d'ailleurs, si y(t) = M , on a y′(t) = 0 : la population n'évolue pas).1) Existen
e de solutions : Soit y0 la population au temps t0. Le système

(PC)′

{

y′(t) = ay(t)
(

1 − y(t)
M

)

y(t0) = y0admet au moins une solution. Posons en e�et y(t) = 1
f(t) . Le système (PC) devient

(PC)′′
{ −f ′(t) = af(t) − a

M

f(t0) = 1
y0

,qui admet une solution presque évidente : f(t) = Ce−at + 1
M

ave
 C =
y0− 1

M

e−at0
. On en déduit qu'une solution de (PC) est

y(t) = M
Ae−a(t−t0)+1

ave
 A = M
y0

− 1.2) La solution en question est unique (même démonstration pour (PC)′′ que dans le premier exemple).3) Oublions un instant la motivation qui nous a mené à l'étude de 
ette équation, et intéressons nous aussi aux 
as où y0 peutêtre négatif, ou bien supérieur à M . Ci dessous, on a tra
é les graphes des solutions en prenant t0 = 0 et des valeurs variées de
y0 :
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M

Fig. 1.2. Quelques solutions de (PC)′

1.3. Les équations di�érentielles de Clairaut.Soit g : R → R une fon
tion. On appelle équation di�érentielle de Clairaut asso
iée à g l'équation
y(t) = ty′(t) + g(y′(t)) .Dans 
et exemple, nous prendrons g(x) = x2 si bien que notre équation est en fait

(C) y(t) = ty′(t) + y′(t)2 .Dérivons la une fois : on obtient
(C)′ y′′(t)[t + 2y′(t)] = 0 .On voit don
 apparaître deux 
as :

• soit 
'est y′′ qui vaut 0, 
e qui implique l'égalité y(t) = at + b, et en reportant dans (C), on voit que l'on doit avoir b = a2,
• soit 
'est t + 2y′(t) qui est nul, 
e qui implique l'égalité y(t) = − t2

4 + c, et en reportant dans (C), on obtient c = 0.1) Il n'existe pas toujours de solution : 
hoisissons y(0) = −1 ; dans le 
as 1, puisque b doit être positif, au
une des droites de laforme y(t) = at + b ne peut véri�er 
ette 
ondition, et il est 
lair que la solution donnée par le 
as 2 ne véri�e pas non plus 
ette
ondition.2) Lorsqu'il existe une solution, elle n'est pas for
ément unique : 
hoisissons y(0) = 1 ; alors les deux solutions y(t) = −xt + 1 et
y(t) = t + 1 véri�ent 
ette 
ondition initiale.3) Pire : 
omme on le voit sur la �gure 
i-dessous, la 
onnaissan
e d'une solution au voisinage de la 
ondition initiale ne détermineen rien son 
omportement futur : on peut 
ommen
er en (0, 1) par suivre la droite y = −t + 1, puis suivre la 
ourbe y = − t2

4 ,puis un peu plus loin prendre la droite y = −2t + 4.
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2Fig. 1.3. Quelques solutions de l'équation (C)1.4. Les équations di�érentielles de Ri

ati.Il s'agit d'équations di�érentielles du type

(R) y′(t) = q1(t) + q2(t)y(t) + q3(t)y(t)2où q1, q2 et q3 sont des fon
tions �xées. Il existe toute une théorie (Liouville, Pi
ard, Vessiot) permettant de démontrer qu'à partpour des formes très parti
ulières des fon
tions q1, q2 et q3, il est impossible d'é
rire expli
itement les solutions exa
tes de 
etteéquation. Cela signi�e que si l'on admet les fon
tions polyn�miales, 
ir
ulaires, exponentielles, logarithmiques et les opérationsde somme, produit, exponentiation et primitive 
omme outils pour les assembler (dans quelque ordre que 
e soit, et autant defois qu'on le veut), on n'arrivera jamais à 
onstruire une solution de (R).
• Un 
as parti
ulier dans lequel on sait résoudre l'équation (on dit : par quadrature) est 
elui de l'équation de Bernouilli, danslequel la fon
tion q1(t) est nulle :

(B) y′(t) = q2(t)y(t) + q3(t)y
2(t)qui, admet pour solution passant par (t0, y0) la fon
tion

f(t) =
y0e

R

t

t0
q2(s)ds

1 − y0

∫ t

t0

(

q3(u)e
R

t

t0
q2(s)ds

) du
.En e�et, on a f(t0) = y0e0

1−0 = y0 et
f ′(t) =

y0q2(t)e
R

t

t0
q2(s)ds

(

1 − y0

∫ t

t0

(

q3(u)e
R

t

t0
q2(s)ds

)du
)

−
(

−y0q3(u)e
R

t

t0
q2(s)ds

)

y0e
R

t

t0
q2(s)ds

(

1 − y0

∫ t

t0

(

q3(u)e
R

t

t0
q2(s)ds

)du
)2

f ′(t) =
y0q2(t)e

R t
t0

q2(s)ds

 

1−y0

R

t

t0

 

q3(u)e
R t
t0

q2(s)ds

!du

!

−
 

−y0q3(u)e
R t
t0

q2(s)ds

!

y0e

R t
t0

q2(s)ds

 

1−y0

R

t

t0

 

q3(u)e
R

t
t0

q2(s)ds

!du

!2

= q2(t)
y0e

R t
t0

q2(s)ds

1−y0

R

t

t0

 

q3(u)e
R

t
t0

q2(s)ds

!du

+ q3(t)







y0e

R t
t0

q2(s)ds

1−y0

R

t

t0

 

q3(u)e
R

t
t0

q2(s)ds

!du







2

= q2(t)y(t) + q3(t)y
2(t) .
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• Par 
ontre, Liouville a démontré que l'équation

(Bm) y′(t) = atm + by2(t)ave
 a et b deux réels non nuls est résoluble par quadrature si et seulement si m est de la forme
m =

−4h

2h ± 1
(h ∈ N) .Cela ne signi�e pas du tout que dans les autres 
as il n'existe pas de solution, mais seulement que les solutions ne peuvent êtreexpli
itées. 2. Equations différentielles ordinairesDé�nition 2.1.

• Soit D =]a, b[×]c, d[ une partie de R
2. Soit F : D → R

2 une fon
tion. Soit I ⊂]a, b[ un intervalle. On dit qu'une fon
tiondérivable g : I →]c, d[ est une solution de l'équation di�érentielle asso
iée à F si l'on a
g′(t) = F (t, g(t)) ∀t ∈ I .

• Soit (t0, y0) un élément de D. On dit qu'une fon
tion dérivable g : I →]c, d[ est une solution du problème de Cau
hy
{

y′(t) = F (t, y(t))
y(t0) = y0si l'on a

{

g′(t) = F (t, g(t)) ∀t ∈ I
g(t0) = y0

.On obtient une idée géométrique du problème, de la façon suivante : en 
haque point (t, y) de ]a, b[×]c, d[, on atta
he le ve
teurde 
oordonnées (1, F (t, y)) (on appelle le résultat de 
ette opération le 
hamp de ve
teurs asso
ié à F ). Trouver une solution del'équation di�érentielle revient à déterminer les 
ourbes (t, g(t)) tangentes en 
haque point à l'un de 
es ve
teurs.

a b

c

d

y

t

Fig. 2.1. Deux 
ourbes intégrales 
orrespondant à des valeurs initiales di�érentes



6Exemple : Considérons l'équation di�érentielle ordinaire asso
iée à la fon
tion F : R
2 → R dé�nie par

{

F (x, y) = 2 xy
x2+y2 si (x, y) 6= 0

F (0, 0) = 0 sinon .Autrement dit, on étudie y′ = 2 xy
x2+y2 . Le 
hamp de ve
teurs asso
ié à F est fa
ile à dessiner, puisque l'on l'égalité

F (ρ
os(θ), ρsin(θ)) = sin(2θ) .

Fig. 2.2. Le 
hamp de ve
teurs asso
ié à F et quelques solutionsSans 
onnaître expli
itement les solutions, nous pouvons déjà tirer les enseignements suivants :- Par le point (0, 3) passe une unique solution t 7→ g(t), qui tend vers +∞ en +∞ et admet la droite d'équation y = x pourasymptote.- Il existe de nombreuses solutions passant par le point (0, 0).- Si l'on 
hoisit deux 
onditions initiales très pro
hes (par exemple les point (−1, 1 − 10−6) et (−1, 1 + 10−6), le 
omportementd'une solution véri�ant 
es 
onditions initiales est très di�érent au bout d'un temps très long (la première tend vers 0 tandis quela se
onde tend vers +∞).



72.0.1. Problèmes à étudier. Au vu des exemples pré
édents, il est naturel de se poser de nombreuses questions, parmi lesquelles :Question 1 : (existen
e) Soit (t0, y0) un point de D. Existe-t-il une solution y du problème de Cau
hy
{

y′(t) = F (t, y(t))
y(t0) = y0

?Question 2 : (uni
ité) Si la réponse à la question 1 est oui, existe-t-il d'autres solutions ?Question 3 : (quadrature) Si la réponse à la question 1 est oui, est-il possible d'expli
iter une solution ?Question 4 : (approximation) Si la réponse à la question 3 est non, est-il possible de trouver des approximations aussi bonnesqu'on le veut d'une solution ? Que peut-on dire du 
omportement des solutions ?Question 5 : (
ontinuité en la 
ondition initiale) Si les réponses aux questions 1 et 2 sont positives, les solutions passant pardeux 
onditions initiales pro
hes restent-elles pro
hes ?Question 6 : (
ontinuité en les paramètres) Si les réponses aux questions 1 et 2 sont positives, et si la fon
tion F dépendd'un paramètre (par exemple λ dans le premier exemple), les solutions asso
iées à la même 
ondition initiale, mais pour deuxparamètres pro
hes restent-elles pro
hes ?3. Quelques 
as où l'on sait trouver des solutions expli
itesDans 
ette se
tion, nous allons donner quelques re
ettes pour résoudre des équations di�érentielles par quadrature. Avant de
ommen
er, remarquons que l'on sait résoudre par quadrature l'équation di�érentielle
y′(t) = a(t)(lorsque a est 
ontinue). En e�et, le théorème fondamental de l'intégration nous dit que la fon
tion

f(t) = C +

∫ t

t0

a(s)dsoù C est une 
onstante, est dérivable, et que sa dérivée est f ′(t) = a(t).3.1. Equations di�érentielles linéaires homogènes du premier ordre.Soit J un intervalle, et a : J → R une fon
tion 
ontinue �xée. On s'intéresse i
i à l'équation di�érentielle
(H) y′(t) = a(t).y(t) ,autrement dit, on re
her
he les solutions de l'équations di�érentielle asso
iée à
F : J × R → R

(u, v) 7→ a(u)vLes équations di�érentielles de 
e type sont appelées équations di�érentielles linéaires homogènes du premier ordre.Remarquons tout de suite que si f : I → R et g : I → R sont deux solutions de (H), alors pour tout λ ∈ R, les fon
tions
λf : I → R et f + g : I → R sont aussi solutions de (H).D'autre part, on remarque que si f est solution de (H), et si f est non nulle, alors on aln(|f(t)|)′ =

f ′(t)

f(t)
= a(t)
e qui mène au résultat :Théorème 3.1. Soient J un intervalle de R et a : J → R une fon
tion 
ontinue.a) Les solutions de (H) sont toutes de la forme

f(t) = C.e
R

t

t0
a(s)ds

(C ∈ R) .b) Pour tout 
ouple (t0, y0) ∈ J × R, il existe une unique solution f : J → R au problème de Cau
hy
{

y′(t) = a(t).y(t)
y(t0) = y0

,qui est dé�nie par
f(t) = y0e

R

t

t0
a(s)ds

.



83.2. Equations di�érentielles linéaires.Soit J un intervalle, a : J → R et b : J → R deux fon
tions 
ontinues �xées. On s'intéresse i
i à l'équation di�érentielle
(L) y′(t) = a(t).y(t) + b(t) ,autrement dit, on re
her
he les solutions de l'équations di�érentielle asso
iée à
F : J × R → R

(u, v) 7→ a(u)v + b(u)Les équations di�érentielles de 
e type sont appelées équations di�érentielles linéaires du premier ordre.Remarquons tout de suite que si f et g sont des solutions de (L), alors f − g est une solution de
(H) y′(t) = a(t).y(t) ,dont on a vu que les solutions sont de la forme C.e
R

t

t0
a(s)ds.Pour trouver les solutions de (L), on utilise la méthode de variation de la 
onstante (due à Lagrange) : on 
her
he les solutionsde (E) sous la forme f(t) = C(t).e

R

t

t0
a(s)ds (autrement dit, on prend la solution de (H), et l'on rempla
e la 
onstante C par unefon
tion C(t), d'où le nom de la méthode). On obtient l'équation

f ′(t) = C′(t).e
R

t

t0
a(s)ds

+ C(t).a(t).e
R

t

t0
a(s)ds

= a(t)f(t) + b(t)qui implique l'égalité
C′(t) =

b(t)

e
R

t

t0
a(s)ds(le fait que l'exponentielle n'est jamais nulle légitime 
e quotient) et �nalement

C(t) = D +

∫ t

t0

b(u)

e
R

u

t0
a(s)ds

du ,où D est une nouvelle 
onstante. On obtient don
 :Théorème 3.2. Soient J un intervalle de R, a : J → R et b : J → R deux fon
tions 
ontinues.a) Les solutions de (L) sont toutes de la forme f : J → R ave

f(t) = D.e

R

t

t0
a(s)ds

+ e
R

t

t0
a(s)ds

.

∫ t

t0

b(u)

e
R

u

t0
a(s)ds

du (C ∈ R) .b)Pour tout 
ouple (t0, y0) ∈ J × R, il existe une unique solution f : J → R au problème de Cau
hy
{

y′(t) = a(t).y(t) + b(t)
y(t0) = y0

,qui est dé�nie par
f(t) = y0e

R

t

t0
a(s)ds

+ e
R

t

t0
a(s)ds

.

∫ t

t0

b(u)

e
R

u

t0
a(s)ds

du .3.3. Equations di�érentielles à variables séparables.Soient J et K deux intervalles, a : J → R et g : K → R deux fon
tions 
ontinues �xées. On s'intéresse i
i à l'équation di�érentielle
(V S) y′(t) = a(t)g(y(t)) ,autrement dit, on re
her
he les solutions de l'équations di�érentielle asso
iée à
F : J × K → R

(u, v) 7→ a(u).g(v)Supposons que g est non nulle sur K. On peut alors é
rire
(V S) ⇔ y′(t).

1

g(y(t))
= a(t) .A 
ause de 
ette dernière égalité, on dit que les équations de 
e type sont des équations di�érentielles à variables séparables.Soit G : K 7→ R une primitive de v 7→ 1

g(v) . Constatons qu'alorsa) on a l'égalité (G ◦ y)′(t) = y′(t). 1
g(y(t)) .b) La fon
tion G est 
ontinue et stri
tement monotone (puisque 
'est la primitive d'une fon
tion 
ontinue (t 7→ 1

g(t) ) qui gardeun signe 
ontant). Soit L l'image de G. Il existe don
 une fon
tion ré
iproque G̃ : L → K.



9Soit d'autre part t 7→ A(t) une primitive de t 7→ a(t). On a les équivalen
es
(V S) ⇔ y′(t). 1

g(y(t)) = a(t)

⇔ (G ◦ y)′(t) = A′(t)
⇔ (G ◦ y)(t) = A(t) + cte
⇔ G(y(t)) = A(t) + cte

⇔ G̃ ◦ G(y(t)) = G̃(A(t) + cte)

⇔ y(t) = G̃(A(t) + cte)

.Attention ! Il est très important de prendre �la bonne� fon
tion G̃. Voir les exer
i
es de la partie 6.2.Cas parti
ulier : si a(t) ≡ 1. On obtient une équation du type
(A) y′ = g(y) ,Les équations di�érentielles de 
e type sont appelées équations di�érentielles autonomes, 
ar dans leur é
riture la variables

t n'apparait pas. Elles sont essentielles en physique, puisque les lois permettant de mettre le monde en équation ne dépendentpas du temps. Remarquons que dans 
e 
as, si t 7→ f(t) est solution, il en va de même de t 7→ f(t + C) pour toute 
onstante C.4. Etude qualitative pour F 
ontinue et lips
hitzienne en la se
onde variable4.1. Rappels sur les fon
tions de deux variables. Soient I et J deux intervalles et
F : I × J → R

(x, y) 7→ F (x, y)une fon
tion de deux variables.Dé�nition 4.1. La fon
tion F est dite 
ontinue si pour toute suite (xn)n d'éléments de I qui 
onverge vers un élément x de I,pour toute suite (yn)n d'éléments de J qui 
onverge vers un élément y de J , la suite (F (xn, yn))n 
onverge vers F (x, y).Pour a ∈ I �xé, on note Fx=a(y) = F (a, y) et pour b ∈ J �xé, on note Fy=b(x) = F (x, b) :
Fy=b : I → R

x 7→ F (x, b)
et Fx=a : J → R

y 7→ F (a, y)
.Ces deux fon
tions d'une variable sont appelées fon
tions partielles asso
iées à F .Remarque : Si la fon
tion F est 
ontinue, alors les deux fon
tions partielles sont 
ontinues. La ré
iproque est fausse 
omme lemontre l'exemple 
lassique de la fon
tion F : R

2 → R dé�nie par
{

F (x, y) = 2 xy
x2+y2 si (x, y) 6= 0

F (0, 0) = 0 sinon .Les fon
tions partielles de F sont toutes 
ontinues (par exemple, Fx=0(y) = 0 = Fy=0(x)) mais la fon
tion F n'est pas 
ontinue(par exemple, F ( 1
n
, 1

n
) = 1 pour tout n).Dé�nition 4.2. Soit F : I × J → R une fon
tion de deux variables, et (a, b) un point de I × J . On pose

(∂xF )(a, b) = F ′
y=b(a) et (∂yF )(a, b) = F ′

x=a(b)et l'on appelle 
es deux nouvelles fon
tions de deux variables les dérivées partielles de F .Théorème 4.3. Soit F : I × J → R une fon
tion de deux variables. Supposons que la deuxième dérivée partielle ∂yF de F estpartout dé�nie et qu'il existe un réel K > 0 tel que l'on ait une majoration
|∂yF (a, b)| < K (∀(a, b) ∈ I × J) .Alors la fon
tion F est K-lips
hitzienne en sa se
onde variable, autrement dit on a la propriété

|F (a, b) − F (a, c)| ≤ K.|c − b| (∀a ∈ I, ∀b ∈ J, ∀c ∈ J) .Théorème 4.4. Soit F : I × J → R une fon
tion de deux variables. Supposons que les deux dérivées partielles ∂xF et ∂yF de
F sont partout dé�nies et qu'il existe un réel K > 0 tel que l'on ait une majoration

|∂xF (a, b)| < K et |∂yF (a, b)| < K (∀(a, b) ∈ I × J) .Alors la fon
tion F est K-lips
hitzienne, autrement dit on a la propriété
|F (a, b) − F (a′, b′)| ≤ K. (|a′ − a| + |b′ − b|) (∀a ∈ I, ∀b ∈ J, ∀c ∈ J) .Remarque : 
e
i implique en parti
ulier que la fon
tion est 
ontinue sur I × J .



104.2. Le théorème de Cau
hy-Lips
hitz.Théorème 4.5. Soit D =]a, b[×]c, d[ une partie de R
2. Soit F : D → R une fon
tion- 
ontinue en la première variable,- lips
hitzienne en la se
onde variable,- bornée.Soit (t0, y0) un point de D. Alors on peut trouver un réel β > 0 tel que le problème de Cau
hy

(PC)

{

y′(t) = F (t, y(t))
y(t0) = y0admette une unique solution y :]t0 − β, t0 + β[→]c, d[.Démonstration : Elle sera assez longue. Commençons ave
 quelques remarques :

• une fon
tion g : I →]c, d[ est solution de (PC) si et seulement si l'égalité
g(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, g(s))dsest véri�ée (pour tout t ∈ I).
• on peut bien supposer (et on le fera dans la suite) que t0 est le milieu de l'intervalle ]a, b[ et que y0 est le milieu de l'intervalle
]c, d[.
• On notera dans la suite K pour le 
oe�
ient de Lips
hitz, et M pour le majorant.Dé�nissons par ré
urren
e, pour α assez petit, la suite de fon
tions

g0(t) = y0 gn+1(t) = y0 +

∫ t

t0

F (s, gn(s))ds (t ∈]t0 − α, t0 + α[) .Si l'on arrive à démontrer que la suite de fon
tions (t 7→ gn(t))n 
onverge, on peut espérer que la limite sera solution.1) Avant 
ela, nous devons nous assurer que la suite en question est bien dé�nie, 
e qui revient à véri�er que pour α assez petit,
gn prend sur ]t0 − α, t0 + α[ des valeurs dans ]c, d[.Il est 
lair que g0 est dé�nie sur ]a, b[ tout entier, puisque 
onstante. Voyons 
e qu'il en est de g1. On a

g1(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y0)ds ⇒ |g1(t) − y0| ≤ M |t − t0|.Don
 en prenant α = min(d−c
2M

, b−a
2 ), on aura bien

t ∈]t0 − α, t0 + α[ ⇒ g1(t) ∈]c, d[ .Une petite ré
urren
e montre qu'il en sera de même de gn pour tout n.2) Montrons maintenant que la suite (t 7→ gn(t))n 
onverge. Pour 0 < β < α, on notera dans la suite Iβ =]t0 − β, t0 + β[ et pour
n ≥ 1 on notera

εβ
n = supt∈]t0−β,t0+β[|gn(t) − gn−1(t)| .On a alors

|gn+1(t) − gn(t)| ≤
∫ t

t0

|f(s, gn(s)) − f(s, gn−1(s))|ds ≤
∫ t

t0

K|gn(s) − gn−1(s)|ds ≤ |t − t0|.K.εn < βKεβ
n .On obtient ainsi les inégalités

εβ
n+1 < βKεβ

n < (βK)2εβ
n−1 < · · · < (βK)nεβ

1 ,et don
, pour deux entiers n > N , les inégalitéssupt∈]t0−β,t0+β[|gn(t) − gN(t)| ≤ (βK)nεβ
1 + (βK)nεβ

1 + · · · + (βK)Nεβ
1 = (βK)N .εβ

1 .
1 − (βK)n−N

1 − βK
.Finalement, si l'on 
hoisit 0 < β < α tel que l'on ait βK < 1, on en déduira l'inégalitésupt∈]t0−β,t0+β[|gn(t) − gN (t)| ≤ (βK)N .εβ

1 .
1

1 − βK
.Puisqu'alors (βK)N tend vers 0 lorsque N tend vers l'in�ni, 
ela montre que pour tout t, la suite (gn(t))n est une suite de réels
onvergente. On note g : Iβ →]c, d[ la fon
tion dé�nie par

g(t) = lim
n→∞

gn(t) .



11Posons
eβ

n = supt∈]t0−β,t0+β[|g(t) − gn(t)| .On a en parti
ulier montré 
i-dessus l'inégalité
eβ

n ≤ (βK)N .εβ
1 .

1

1 − βK
.3) La fon
tion g : Iβ →]c, d[ 
onstruite 
i-dessus est solution du problème de Cau
hy (PC). Pour véri�er 
e point, il nous su�tde montrer que pour tout ε > 0, on a l'inégalité

|g(t) − y0 −
∫ t

t0

f(t, g(t))dt| < ε .Or il existe (d'après la partie 2) un entier N tel que l'on ait εβ
n < ε/2β et eβ

n < ε/2 pour tout n > N . On a alors les inégalités
|g(t) − y0 −

∫ t

t0
f(t, g(t))dt| = |g(t) − y0 −

∫ t

t0
f(t, gn+1(t))dt + y0 +

∫ t

t0
f(t, gn+1(t))dt−y0 −

∫ t

t0
f(t, g(t))dt|

≤ |g(t) − y0 −
∫ t

t0
f(t, gn+1(t))dt| + |

∫ t

t0
f(t, gn+1(t))dt −

∫ t

t0
f(t, g(t))dt|

≤ eβ
n + |

∫ t

t0
f(t, gn+1(t))dt −

∫ t

t0
f(t, g(t))dt|

≤ eβ
n + βεβ

n < εRemarque : 
et argument montre en parti
ulier que g est une fon
tion 
ontinue et dérivable.4) Uni
ité de la solution : si g et h sont deux solutions de notre problème de Cau
hy, alors on a
|g(t) − h(t)| =

∫ t

t0

f(t, g(t)) − f(t, h(t))dt ≤ K

∫ t

t0

|g(t) − h(t)|dt ≤ Kmax[t0,t]|g − h|.|t − t0| .(La première inégalité est due au fait que f est K lips
hitzienne en sa se
onde variable, et la se
onde vient de 
e qu'une fon
tion
ontinue sur un intervalle fermé et borné est bornée et atteint son maximum.)Ainsi, si l'on 
hoisit γ tel que l'on ait γK < 1, on obtient l'inégalité
|g(t) − h(t)| ≤ 1

2
max

[t0−γ,t0+γ]
|g − h|
e qui n'est possible que si 
e maximum vaut 0.4.3. Solutions maximales.Soient J =]a, b[ et K =]c, d[ deux intervalles. Soit F : J × K → R une fon
tion 
ontinue. Soit (t0, y0) un élément de J × K.On a vu qu'on peut trouver (sous 
ertaines 
onditions sur F ) un petit intervalle ]t0 − β, t0 + β[ sur lequel il existe une solution

g :]t0 − β, t0 + β[→]c, d[ de l'équation di�érentielle asso
iée à F et soumise à la 
ondition initiale g(t0) = y0. Peut-on trouver unintervalle un peu plus grand sur lequel il existe une solution du même problème de Cau
hy ?Le théorème suivant montre qu'il existe un plus grand intervalle sur lequel on peut trouver une solution, appelée solutionmaximale.Théorème 4.6. Soit D =]a, b[×]c, d[ une partie de R
2. Soit F : D → R une fon
tion 
ontinue, lips
hitzienne en la se
ondevariable. Soit (t0, y0) un point de D. Alors il existe un intervalle ouvert Imax =]ω−, ω+[ 
ontenant t0 tel quea) l'équation di�érentielle asso
iée à F admette une solution y : Imax →]c, d[ véri�ant la 
ondition initiale y(t0) = y0,b) pour toute solution z : I →]c, d[ de l'équation di�érentielle asso
iée à F véri�ant la 
ondition initiale z(t0) = y0, on ait

I ⊂ Imax et z(t) = y(t) (∀t ∈ I) .On peut alors se demander 
omment 
ara
tériser ω− et ω+. La réponse est donnée dans le résultat suivant :Théorème 4.7. Soit D =]a, b[×]c, d[ une partie de R
2. Soit F : D → R une fon
tion 
ontinue, lips
hitzienne en la se
ondevariable. Soit (t0, y0) un point de D. Soit g :]ω−, ω+[→]c, d[ la solution maximale de l'équation di�érentielle asso
iée à F véri�antla 
ondition initiale z(t0) = y0. Alors- soit ω+ = b,- soit on a l'égalité limt→ω+ g(t) ∈ {c, d}.



124.4. Continuité en la 
ondition initiale.Théorème 4.8. Soit D =]a, b[×]c, d[ une partie de R
2. Soit F : D → R une fon
tion 
ontinue, K-lips
hitzienne en la se
ondevariable. Soient t0 et t1 des éléments de ]a, b[ et y0 et y1 des éléments de ]c, d[. Supposons quea) Il existe un réel M tel que l'on ait l'inégalité |F (x, y)| < M (∀(x, y) ∈ D)b) Il existe un intervalle ]α, β[ 
ontenant t0 et t1 et deux fon
tions g0 :]α, β[→]c, d[ et g1 :]α, β[→]c, d[ telles que

{

g′0(t) = F (t, g0(t))
g0(t0) = y0

et {

g′1(t) = F (t, g1(t))
g1(t1) = y1

.Pour ε > 0, posons δ = ε
M+1e−K(β−α). Alors on a la propriété

[|y1 − y0| < δ et |t1 − t0| < δ] ⇒ [|g1(t) − g0(t)| < ε ∀t ∈]α, β[] .4.5. Continuité en le paramètre.On s'intéresse i
i à une équation di�érentielle dépendant d'un paramètre. C'est par exemple le 
as de l'équation di�érentielle
y′(t) = λy(t) ,qui dépend du paramètre λ.Si l'on se donne deux valeurs assez pro
hes de λ0 et λ1 et une même 
ondition initiale y(t0) = y0, est-il vrai que les solutions fλ0et fλ1 des deux équations

{

y′(t) = λ0y(t)
y(t0) = y0

et {

y′(t) = λ1y(t)
y(t0) = y0restent pro
hes ?Plus pré
isément, on peut se demander, lorsque l'on se donne t1 > t0, ainsi qu'une erreur admise ε, si l'on peut trouver un réelstri
tement positif δ tel que l'on ait

|λ1 − λ00| < δ ⇒ |fλ1(t1) − fλ0(t1)| < ε .Dans 
e 
as parti
ulier, il est fa
ile de voir que la réponse est positive (
f. le premier exemple 1.1)Pour obtenir un résultat plus général, il faut 
onsidérer qu'une équation di�érentielle dépendant d'un paramètre λ est du type
y′(t) = F (t, y(t), λ)où F est une fon
tion de 3 variables. Supposons que 
elle-
i soit 
ontinue, K-lips
hitzienne en la se
onde variable, et P -lips
hitzienne en la troisième variable, autrement dit telle que l'on ait

|F (x, y, z) − F (x, y, z′)| < P |z − z′| (∀x, y, z, z′) .Soient g la solution du problème de Cau
hy
{

y′(t) = F (t, y(t), λ1)
y(t0) = y0et h la solution du problème de Cau
hy

{

y′(t) = F (t, y(t), λ2)
y(t0) = y0Posons

ε(x) = |h(t0 + x) − g(t0 + x)| .On a alors
ε(x) =

∣

∣

∫ x

0
F (t0 + s, h(t0 + s), λ2) − F (t0 + s, g(t0 + s), λ1)ds

∣

∣

≤
∫ x

0 |F (t0 + s, h(t0 + s), λ2) − F (t0 + s, g(t0 + s), λ1)| ds
≤

∫ x

0 |F (t0 + s, h(t0 + s), λ2) − F (t0 + s, g(t0 + s), λ2)| ds +
∫ x

0
|F (t0 + s, g(t0 + s), λ2) − F (t0 + s, g(t0 + s), λ1)| ds

≤
∫ x

0 Kε(s)ds +
∫ x

0 P |λ1 − λ2|ds
≤ K

∫ x

0 ε(s)ds + Px |λ1 − λ2|Dans le pire des 
as, on aura une égalité
ε(x) = K

∫ x

0

ε(s)ds + Px |λ1 − λ2| ,équation di�érentielle d'où l'on tire, en tenant 
ompte de la 
ondition initiale ε(0) = 0,
ε(x) =

P |λ1 − λ2|
K

(eKx − 1) .On a don
 le résultat :



13Théorème 4.9. Soit D =]a, b[×]c, d[×]k, l[ une partie de R
2. Soit F : D → R une fon
tion 
ontinue, K-lips
hitzienne en lase
onde variable, P -lips
hitzienne en la troisième variable. Soient t0 ∈]a, b[, y0 ∈]c, d[, et λ1, λ2 deux éléments de ]k, l[.Soient gla solution du problème de Cau
hy

{

y′(t) = F (t, y(t), λ1)
y(t0) = y0et h la solution du problème de Cau
hy

{

y′(t) = F (t, y(t), λ2)
y(t0) = y0alors on a l'inégalité

|g(t0 + x) − h(t0 + x)| ≤ P |λ1 − λ2|
K

(eKx − 1) .5. Etude quantitative5.1. La méthode d'Euler. On 
her
he une solution appro
hée de l'équation di�érentielle
y′ = f(x, y) y(a) = ya (⋆)sur l'intervalle I = [a, b]. Pour 
ela,

• on suppose qu'il existe une solution y : [a, b] → R,
• on 
hoisit un entier N , on pose h = b−a

N
et xn = a + nh, et l'on dé
oupe l'intervalle I en N mor
eaux identiques :

I = [a , a + h] ∪ [a + h , a + 2h] ∪ . . . ∪ [a + (N − 1)h , b]
= [x0, x1] ∪ [x1, x2] ∪ . . . ∪ [xN−1, xN ]

,

• on dé�nit une suite (yn)n par ré
urren
e en posant
(♠)

{

y0 = ya

yn+1 = yn + hf(xn, yn)
,

• pour mesurer l'erreur, on introduit
εn = |y(xn) − yn|et
eN = max

0≤n≤N
εn .

• La formule de Taylor donne :
y(xn+1) = y(xn) + hy′(c) (c ∈]xn, xn+1[)

(♣) y(xn+1) = y(xn) + hf(c, y(c)) (c ∈]xn, xn+1[)d'où l'on tire, en soustrayant (♠) :
(♦) y(xn+1) − yn+1 = y(xn) − yn + h [f(c, y(c)) − f(xn, yn)] (c ∈]xn, xn+1[) .

• Supposons maintenant que f est K-Lips
hitzienne. En parti
ulier, on a l'inégalité
|f(x + ε1, y + ε2) − f(x, y)| ≤ K(|ε1| + |ε2|) (∀x, y, ε1, ε2) .Supposons aussi que f est bornée sur le domaine d'étude : |f(x, y)| < M .Alors on a les inégalités

|f(c, y(c)) − f(xn, yn)| ≤ |f(c, y(c)) − f(c, y(xn))| + |f(c, y(xn)) − f(xn, y(xn))| + |f(xn, y(xn)) − f(xn, yn)|
≤ K|y(c) − y(xn)| + K|c − xn| + K|y(xn) − yn|
≤ K

∫ c

xn
|f(t, y(t))| dt + Kh + Kεn

≤ KM(c− xn) + K(h + εn)d'où l'on tire
(♥) |f(c, y(c)) − f(xn, yn)| ≤ K(εn + (M + 1)h) .

• En asso
iant (♥) et (♦) on obtient ainsi l'inégalité
εn+1 ≤ εn(1 + Kh) + K(M + 1)h2 .



14Par ré
urren
e, on en déduit les inégalités
eN ≤ K(M + 1)h2(1 + (1 + Kh) + · · · + (1 + Kh)N−1)

≤ K(M + 1)h2 1−(1+Kh)N

1−(1+Kh)

≤ (M + 1)h

(

(

1 + K(b−a)
N

)N

− 1

)

≤ (M + 1) b−a
N

(

eK(b−a) − 1
)

.Théorème 5.1. Soit f : [a, b]×]c, d[→ R une fon
tion K-lips
hitzienne, dont la valeur absolue est bornée par M . Soit ya ∈]c, d[.Soit y : [a, b] →]c, d[ une solution du problème de Cau
hy
y′ = f(x, y) y(a) = ya .Soit ε > 0 un nombre réel. Alors pour N > b−a

ε
(M + 1)(eK(b−a) − 1), le N -ième terme de la suite dé�nie par

{

y0 = ya

yn+1 = yn + b−a
N

f(a + n
N

(b − a), yn)est une approximation à ε près de y(b). Autrement dit, on a
|y(b) − yN | < ε .



156. Exer
i
es6.1. Equations di�érentielles linéaires.1) Tra
er le 
hamp de ve
teurs asso
ié à l'équation di�érentielle y′(t) = t, puis résoudre 
ette équation di�érentielle.2) Tra
er le 
hamp de ve
teurs asso
ié à l'équation di�érentielle y′(t) = y(t), puis résoudre 
ette équation di�érentielle.3) Résoudre les équations di�érentielles suivantes :
{

y′(t) = y(t) + 1
y(0) = 1

{

y′(t) = y(t) + t
y(0) = 1

{

y′(t) = y(t) + t2

y(0) = 1

{

y′(t) = y(t) + 15 − 17t + 12t2

y(0) = 104) Résoudre les équations di�érentielles suivantes :
y′(t) =

1

t2
y(t) y′(t) =

1

t3
y(t) y′(t) =

1

t
y(t)puis les suivantes

y′(t) =
1

t2
y(t) +

1

t2
y′(t) =

1

t3
y(t) +

1

t5
y′(t) =

1

t
y(t) + 3t35) Résoudre les équations di�érentielles suivantes

y′(t) = sin(t)y(t) y′(t) =
y(t)

1 + t2
y′(t) = ety(t)puis les suivantes

y′(t) = sin(t)y(t) + sin(2t) y′(t) =
y(t)

1 + t2
+

earctan(t)

(t + 1)(1 + t2)
y′(t) = ety(t) + e3t6) Résoudre l'équation di�érentielle

{

y′(t) + y(t)
t ln(t) = 1

t

y(e) = 37) Equation de Bernoullia) Résoudre l'équation di�érentielle y′(t) = y(t) + ty2(t) (on pourra remarquer que si l'on pose v(t) = −1
y(t) , 
ette équationdi�érentielle devient v′(t) = −v(t) + t).b) Résoudre l'équation di�érentielle y′(t) = y(t) + tyn(t), pour n ∈ Z.
) Résoudre l'équation di�érentielle y′(t) = y(t) + y2(t)[cos(t) − sin(t)].d) Résoudre l'équation di�érentielle y′(t) = y(t) + yn(t)[cos(t) − sin(t)], pour n ∈ Z.8) Résoudre l' équation di�érentielle

sin(y(t)).y′(t) = cos(t)
[

2 cos y − sin2(t)
]

(poser v(t) = cos(y(t)))



166.2. Equations di�érentielles autonomes et à variables séparables.1) Résoudre les équations di�érentielles suivantes :
y′(t) = ey(t) y′(t) = 1 + y2(t)2) Quelles sont les primitives de la fon
tion f : x 7→ x + 1

x
.a) Quelle est l'unique primitive G de f dé�nie sur R

×
+telle que l'on ait G(1) = 1 ? Tra
er son graphe. Tra
er le graphe de lafon
tion ré
iproque G̃.b) Quelle est l'unique primitive H de f dé�nie sur R

×
−telle que l'on ait H(−1) = −1 ? Tra
er son graphe. Tra
er le graphe de lafon
tion ré
iproque H̃ .
) Résoudre les équations di�érentielles

{

y′(t) = y(t)
1+y2(t)

y(2) = 1
et {

y′(t) = y(t)
1+y2(t)

y(2) = −13) On 
onsidère l'équation di�érentielle
(E) y′(t) = tan(y(t)) .a) Tra
er le 
hamp de ve
teurs asso
ié à (E).b) Quelles sont les solutions de (E) ?
) Tra
er la solution de (E) véri�ant y(5) = π

4 .d) Tra
er la solution de (E) véri�ant y(5) = −π
4 .e) Tra
er la solution de (E) véri�ant y(5) = 3π

4 .f) Tra
er la solution de (E) véri�ant y(5) = 0.4) On 
onsidère l'équation di�érentielle
(E) y′(t) =

1

sin y(t)
.a) Tra
er le 
hamp de ve
teurs asso
ié à (E).b) Indépendament, tra
er le graphe de la fon
tion x 7→ arccos(cos(x)).
) Montrer que l'équation (E) est équivalente à l'équation cos(y(t)) = −t + C pour toute 
onstante C.d) Trouver la solution de (E) véri�ant y(0) = π

4 .e) Trouver la solution de (E) véri�ant y(5) = 5π
4 .f) Trouver la solution de (E) véri�ant y(2) = 11π
4g) Trouver la solution de (E) véri�ant y(3) = −π
4 .5) Résoudre les équations di�érentielles suivantes :

y′(t) = (t + t2)ey(t) y′(t) =
1 + y2(t)√

1 − t2
y′(t) =

sin(t)

1 + y2



176.3. Exemples.1) Dans une 
ulture de ba
téries, le taux d'a

roissement (nombre de naissan
es - nombre de morts) est proportionnel au nombred'individus présents.a) Si l'on 
onstate que le nombre de ba
téries a doublé au bout d'une heure, que peut-on s'attendre à observer après 12 heures ?b) Si l'on 
onstate que le nombre de ba
téries est 104 au bout de 3 heures, et 4.104 au bout de 5 heures, 
ombien y avait-il deba
téries initialement ?2) Une substan
e 
himique A se dissout dans de l'eau. Au temps t l'a

roissement de substan
e dissoute est proportionnel auproduit de [la quantité non en
ore dissoute℄ par [la di�éren
e entre [la 
on
entration de la solution lorsqu'elle est saturée℄ et [la
on
entration au temps t℄℄.On sait que 100g d'une solution saturée 
ontiennent 50g de la substan
e A, et que lorsque l'on plonge 30g de la substan
e Adans 100g d'eau, 10g sont dissouts en 2 heures.Quelle quantité sera dissoute au bout de 5 heures ?Combien de temps faut-il pour qu'il ne reste plus qu'un gramme de la substan
e A non en
ore dissout ?Répondre à la même question lorsque l'on plonge la même quantité de substan
e A dans L litres d'eau. Que peut-on dire lorsque
L tend vers l'in�ni ?3) Un para
hutiste saute d'un héli
optère (supposé �xe) à une altitude de 1000m.Quelle est sa vitesse au bout de 10 se
ondes ? (On utilisera la valeur g = 9, 8m.s−2, et l'on négligera la résistan
e de l'air). Quelleest alors son altitude ?A 
e moment, il ouvre son para
hute. La résistan
e de l'air devient plus importante : la for
e exer
ée (vers le haut) par l'air estde P

25v2, le poids total du para
hutiste et de son équipement étant P . Cal
uler la vitesse du para
hutiste en fon
tion du temps.Au bout de 
ombien de temps le para
hutiste tou
he-t-il terre ?4) Trouver la forme d'un miroir (�xe) tel que les rayons provenant d'une sour
e lumineuse (�xe) soient tous ré�e
his dans lamême dire
tion.6.4. Méthode d'Euler.1) Que donne la méthode d'Euler appliquée à l'équation di�érentielle
{

y′(t) = f(t)
y(0) = 0

?2) En utilisant la méthode d'Euler appliquée à l'équation di�érentielle
{

y′(t) = y(t)
y(0) = 1

,trouver une suite 
onvergeant vers e5.3) (La méthode d'Euler peut donner des informations d'assez mauvaise qualité)Que donne la méthode d'Euler appliquée à l'équation di�érentielle
{

y′(t) = −2y(t)
y(0) = 1

?4) Savez-vous résoudre l'équation di�érentielle
{

y′(t) = t3 + t2y(t) + ty2(t)
y(0) = 1

?Véri�er que le théorème de 
au
hy-Lips
hitz s'applique à 
ette situation. Il existe don
 une unique solution f .Donner une valeur appro
hée à 10−2 près de f(2).



186.5. Dépendan
e en les paramètres.1) Reprendre l'exer
i
e 3 de la partie 6.3 en 
onsidérant que la 
onstante de gravitation est g = 9, 8 ± 0, 1 m.s−2.2) On 
onsidère l'équation di�érentielle (E){

y′(t) = y(t)√
λ+t

y(0) = 1
.,et l'on sait que λ vaut à peu près 1. Quelle pré
ision doit-on avoir sur λ pour 
onnaître y(10) à 10−1 près ?3) On 
onsidère l'équation di�érentielle (E){

y′(t) = λe−y(t)

y(0) = 1
.,et l'on sait que λ vaut à peu près 1. Quelle pré
ision doit-on avoir sur λ pour 
onnaître y(10) à 10−1 près ?6.6. Dépendan
e en la 
ondition initiale.1) Reprendre l'exer
i
e 3 de la partie 6.3 en 
onsidérant que l'héli
optère est à une altitude de 1000m± 10m.2) On 
onsidère l'équation di�érentielle (E){

y′(t) = y(t)√
1+t

y(0) = y0

.,et l'on sait que y0 vaut à peu près 1. Quelle pré
ision doit-on avoir sur y0 pour 
onnaître y(10) à 10−1 près ?3) On 
onsidère l'équation di�érentielle (E){

y′(t) = e−y(t)

y(0) = y0
.,et l'on sait que y0 vaut à peu près 1. Quelle pré
ision doit-on avoir sur y0 pour 
onnaître y(10) à 10−1 près ?


