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Un probléme énumératif

Combien de courbes rationnelles de degré d passent par 3d — 1 points
génériques de P2 7 (sur C, respectivement sur R)
Degrés de liberté : P, Q,R € K[X] degré d > 1, K=C ou R
~ (P/R,Q/R) : K — K2

(3d +3) — 1 3 = 3d-1
constante multiplicative ~ automorphismes

Théoreme (Kontsevich '94)

K = C Le nombre Ny, d > 2 de courbes rationnelles passant par 3d — 1
points génériques vérifie

Nog= > NeNg(kPC3A2 — k3eCih).
k4+L4=d

Le nombre Ny ne dépend pas du choix des points.
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Calculs en degrés d < 3 dans le cas complexe

@ Ni =1 par deux points passe une unique droite;
@ N> =1 par cinq points génériques passe une unique conique;
@ N3 =12 (Schubert)
8 points génériques déterminent uniquement un pinceau de cubiques

dont le lieu de base les contient. Les cubiques rationnelles sont les
cubiques singulieres de ce pinceau.
Eclatement du lieu de base :
> X(P?) =12
> les fibres génériques sont des courbes elliptiques (x = 0)
> génériquement, les fibres singulieres sont nodales (x = 1) ~ N3 = 12

@ Ny = 620 (Zeuthen)
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Digression — invariants de Gromov-Witten

Développements engendrés par ce type de probléme énumératif (sur C) :

@ Invariants de Gromov-Witten : énumération de courbes de genre g
soumises a des conditions de tangence et a des conditions d'incidence
non nécessairement ponctuelles. Formules de récurrence
(Caporaso-Harris, lonel-Parker)

@ Produit quantique sur la cohomologie d'une variété symplectique ~~
applications en dynamique hamiltonienne

@ Symétrie miroir (dualité symplectique — complexe)
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Le cas réel - I'exemple des cubiques

Nouveauté : le nombre de courbes réelles dépend du choix des points.
Notation

RI(x) = ensemble des courbes rationnelles réelles de degré d qui
interpolent une collection x avec r points réels; R%(x) = #R9(x).

@ R! =1 par deux points une unique droite;

° R,2 = 1 par cing points une unique conique;

o R3(x) > r & toute valeur {r,r+2,... 12} est réalisable (Kharlamov)
Eclatement — lieu réel RP? fibre sur RP?, X =-—r

Fibres singulieres = cubiques ayant un nceud réel
- c_ courbes ayant un nceud solitaire, x =1 QQ
- ¢4 courbes ayant un nceud non-solitaire, y = —1

< (O

r=lc.—ci|<c4cp=R<12
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Borne inférieure pour R%(x), invariant de Welschinger

r fixé, x avec r points réels (x générique = courbes immergées)
Théoreme (Welschinger 2003)
C courbe rationnelle réelle dans P? interpolant x générique

o m(C) = # nceuds réels solitaires : masse de C.

o £(C) = (—1)™C) : signe de Welschinger de C.
L’entier

i)=Y e(C)ez
CeR¢(x)

ne dépend pas du choix générique de x. On note y? = x9(x).

X < RE(x) < Ny
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Conséquences de I'existence des invariants de Welschinger

Théoreme (Itenberg, Kharlamov, Shustin 2004)

Equivalence asymptotique (d — o)

log x4,_1 ~ log Ny ~ 3dlog d.

Théoreme (Itenberg, Kharlamov, Shustin 2003)

IX3q_1] = d!/2.

Méthode : géométrie tropicale
(théoreme de correspondance de Mikhalkin)

I Avant la découverte des invariants de Welschinger, on ne savait méme
pas démontrer |'existence d'une courbe rationnelle réelle en degré d > 4.

Remarque : r = 3d — 1 valeur maximale (collection totalement réelle)
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Conséquences |l — optimalité

Théoreme (Welschinger 2007)

On suppose r = 0,1. La borne inférieure |x¢| est atteinte lorsque les
points non-réels de x sont choisis suffisamment proches d’une conique
imaginaire pure.

Méthode : théorie symplectique des champs (théoreme de compacité de
Bourgeois, Eliashberg, Hofer, Wysocki, Zehnder)

Remarque : r = 0,1 — hypothése de maximalité sur le nombre de paires de
points complexes conjugués dans x.

Calculs explicites (sans ordinateur!) : x§ =0, x§ = 64, x§ = 1024,
x§ = —14336, x8 = —280576 (Welschinger 2007).
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Changement de cadre : géométrie symplectique réelle

Définition
Variété symplectique réelle (X", w, cx) :
@ w forme symplectique w" # 0 et dw =0,
@ cx involution anti-symplectique cx o cx = Idx et cyw = —w.

Exemples :
o (P" wrs, conj); les variétés projectives définies sur R.

o (T*"L,dpAdaq), c:(p.q) — (—p,q).
Lemme

S'il est non-vide, le lieu réel RX = Fix(cx) est une sous-variété lisse
lagrangienne : dim RX = n et w|rrx = 0 (! peut-étre non-connexe).

voisinage de RX C X =~ voisinage Orx C T*RX
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Structures presque-complexes

Point de vue (Gromov 1985)
Variétés symplectiques = analogues “flexibles” des variétés de Kahler

J. : espace des structures presque-complexes compatibles avec w
o J € End(TX) de classe C*, £ > 1;
o J2=-1d;

@ w(-,J-) métrique riemannienne.

Lemme (Gromov)
J., est une variété de Banach contractile. J

RJ, C J, : lieu fixe de l'involution J —— —dcx o J o dcx.

Lemme (Welschinger) J

R, est une variété de Banach contractile.
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Courbes J-holomorphes v : (P!, ) — (X, J)

J € J, ~ opérateur de Cauchy-Riemann non-linéaire (elliptique)

dyu = 3(du+ J(u) o duoj)
On se donne :

@ d € Hy(X;Z) et un entier 0 < r < kg = c1(X)d — 1, r = kg(mod 2)
e L C RX composante connexe

o x = {x1,...,xx,} collection réelle avec r points réels, tous situés sur L

~» on marque z = {z1,..., 2z} C P! collection réelle de points mobiles
Définition
Espace de modules de courbes J-holomorphes réelles simples interpolant x

RY(L;x,J) ={u : dyu=0, u,[P] =d, u(z) = x, uoconj = cxou}/PGL,

dimg RY(L; x, J) = 2+ c1(X)d + (cr(X)d — 1) =3 — 2(c1(X)d — 1) = 0.
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Invariant x?(L) des variétés symplectiques réelles dim. 4

J e RJ, générique ~~
o I'espace RY(L; x, J) est compact & constitué de courbes immergées.

o C € RY(L;x,J) ~ masse m(C) = nombre de nceuds réels solitaires.
Définition (Welschinger 2003)

Etant donnés x et J € RJ,, générique, I'invariant de Welschinger est

X(Lx, )= > )€z, £C)=(-1)".
CeRI(L;x,J)

Théoreme (Welschinger 2003)

x4(L; x, J) ne dépend ni du choix de x, ni du choix de J € RJ,, générique.

Notation : y9(L).
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Preuve de |'invariance | :
points vs. structure presque-complexe

Lemme

Deux collections x et x; avec r points réels tous situés sur la méme
composante de RX sont reliées par une isotopie symplectique réelle.

Démonstration.

(i) On interpole via une famille x,, t € [0, 1].
(ii) On construit une isotopie ¢ : X — X hamiltonienne t.q. ¢¢(xq) = x;

d
a¢t = XHt o ¢t

avec w(Xy,, ) = dH; et Hi o cx = —H;. O

Conséquence : RI(L; xq, Jo) = RY(L; x1, p1.J0) ~ il suffit de montrer
I'invariance par déformation de J a x fixé.
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Preuve de l'invariance Il : description des murs

Soit (J;), t € [0, 1] chemin générique dans R7,. Il existe
O<fhi<b<---<ty<1

tels que Xf(L;g, J:) est défini et localement constant pour t # t;, et pour
t = t; I'espace RI(L; x, Ji;) contient une courbe ayant

— un point triple réel ; \jg

— un point de tangence de deux branches; T

— un point de rebroussement de premiére espece; \/5/
/—/_\._/\

— deux composantes irréductibles.
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Preuve de l'invariance |l :
le mur des points triples et celui des points de tangence

AN

Croisement du mur :

XS

m m'=m-2

la parité de la masse est constante ~~ le signe de Welschinger est constant
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Preuve de l'invariance IV : le mur des courbes cuspidales

I Modele local holomorphe uy : C — C2?, z +— (22,23 4 A\z), A réel

2= 4v/=A : nceud réel { non-solitaire, A <0, C>< < <

solitaire, A>0.
m m'=m+1
I Mur
C={(u,J):JERJT,,u: B> — B*courbe réelle J-holomorphe cuspidale}

— (uy, Jstd) intersecte C transversalement en A =0
— argument de déformation ~ tout chemin (uy, Jy) transverse a C vérifie

m=m+1
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Le mur des courbes cuspidales (suite)

111 Espace de modules 3 parametres R = | |, RY(L; x, Jr) — [0, 1]

C courbe cuspidale = pt critique non-dégénéré de «

Lemme. (Welschinger + Ivashkovich-Shevchishin)
Une paramétrisation locale (uy, Jy) de R au voisinage
de C intersecte transversalement le mur C

IV Fin preuve Pour t < t; les deux courbes Ji-holomorphes non-cuspidales
proches de C ont des masses de parités différentes
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Preuve de I'invariance V : le mur des courbes réductibles

R (Lix, J) _
espace des courbes stables > Ryn(x) = ||, R (L;g, NL T,
(~ réductibles)

Lemme

C e ﬁf(L; X, t;) réductible a deux composantes C; N G, = {p1,...,pn}

Il existe un voisinage W C Rniv de C tel que
Ji proche de Ji, = n=(J;) N W contient N courbes obtenues chacune en
lissant I'un des nceuds réels p;.

1 1
Iy TN M\

!

T . T
\ ! \
\ U \
N ’ N
N ’ N

zZw=ct.<0
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Changement de cadre : théorie symplectique des champs

But : montrer que la borne inférieure |x9|, r = 0,1 est parfois atteinte.
dée. Ecrire X = T*L || X\ L

Déformation de J vers "07," : J acquiert une singularité le long de

Y = J(voisinage de L) «— ST*L = {(q,p) : |p| =1}
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5 . . @ LA
Structures presque complexes cylindriques “’ e

a = pdq|x forme de contact a A da > 0
@ ¢ = ker « structure de contact
@ R, champ de Reeb : flot géodésique
° pa% flot ~» isomorphisme : voisinage de ¥ ~ (] —¢,e[xZ, d(e’a))
J cylindrique sur R x &
o J préserve &, J% = R,, invariante par translation en t
J a un cou de longueur 2A
e J cylindrique via difféo croissant | —e,e[ ~ | — A, A|
J singuliére le long de
o J définiesur X\ & cylindrique via difféot | —,¢[ \ {0} ~ R*

J, — Jy singuliere <= J, cou de longueur A, — oo
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Codage d'une courbe limite réelle (mod Z/27Z) par un arbre

Courbe limite réelle C
@ domaine = surface de Riemann épointée
@ asymptote aux pointes a des orbites de Reeb fermées

@ unique composante Z/2Z-invariante, les autres composantes sont
conjuguées

@ racine = quotient de I'unique composante
Z/2Z-invariante

1 3 1 @ sommet = quotient d'une paire de

composantes conjuguées
racine N . '
Courbe limite & 9 composant @ aréte = paire d'asymptotes communes, avec

multiplicité

Invariants de Welschinger Résultats d'optimalité 22/28



Indice de Maslov & dimension des espaces de modules

Hypothése de travail. L = S ou L = RP?, métrique courbure constante

(5, u) composante de la courbe limite : v nombre de pointes, x =2 — v
le fibré tangent

o aux asymptotes
le fibré normal ymp

Flot Reeb linéarisé trivialise {

i = 2 x I'obstruction 2 étendre 3 S la trivialisation du fibré tangent 3 X
1 = 2 x I'obstruction a étendre a S la trivialisation du fibré normal

= p+2x
. _ 1
dm M, = 2x+p + =-4v — (6—-2v) =pu+2
~—— 2 ——
Cauchy— Riemann M v automorphismes
orse— Bott
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Optimalité de la borne |x9|, r = 0,1 pour P? (I)

Hypothese. L = S2, ou L = RP? et X ~ P2#2kP", k < 3.
Théoreme (Welschinger 2007)

La borne |x9| est atteinte lorsque r = 0,1 pour des structures presque
complexes génériques ayant un cou suffisamment long au voisinage de L.

Preuve. Etirement du cou J, — J ~» (C, — C codée par arbre enraciné
© la composante Cg, codée par la racine est un cylindre ayant comme
asymptotes deux orbites de Reeb simples (conjuguées)
@ un tel cylindre est plongé

© tous les nceuds réels sont solitaires
1

m(C,) = E(d2 —a(X)d+2) (mod 2)
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Optimalité (II) — composantes simples

Preuve de 1 (racine = cylindre simple) pour L = S2 (r = 1)

v nombre total d’arétes, kK multiplicité totale

A arbre = courbe limite : S
So, S1 sommets dist. paire/impaire de sp

Dans Sp. ps = is — 2xs = 2ks — 2xs (indice Maslov=indice Morse)
> ps =2k +2v — 480 + 2.
seSy
Dans Si. ps + 2 > 2#pts marqués sur Cs (courbes simples + généricité)
D ps = —2#81 + (a(X)d - 2).

seS
Somme. v = #8p + #S51 — 1 (arbre)

a(X)d —2=> ps > 2k — 2480 + (c(X)d — 2) > c1(X)d — 2
—_ .
deg.fib.normal

Egalité = sommets de Sy = feuilles, sy inclus, arétes multiplicité =1 O
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Retour sur les signes de Welschinger en dimension n = 2

C € RY(L; x, J) courbe réelle immergée ~ 1(d? — c;(X)d + 2) nceuds

Le signe e(C) est déterminé par I'une quelconque des quantités suivantes :
e m(C) le nombre de noceuds réels solitaires
@ le nombre de noeuds réels non-solitaires

@ la parité du “nombre de tours” réalisé par RC dans L

Mesure du nombre de tours Signes en dimension n > 3
@ structure Spin si L orientable; Invariance en dimension 3

@ structure Pin™ si L non-orientable (Welschinger)
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Problemes ouverts & points de vue alternatifs

Problemes ouverts
@ Invariants en dimension n > 4 (n = 3 OK Welschinger 2005)
@ Invariants relatifs 4+ formules de récurrence générales
Etirement du cou (Welschinger 2007)

d
Xr = XT*L * GW*X\L
Constructions alternatives

© Géométrie tropicale (Mikhalkin, Itenberg, Kharlamov, Shustin,
Brugallé, Gathmann, Markwig, ...)

Formule de Caporaso-Harris (ltenberg, Kharlamov, Shustin 2009)

@ Espaces de modules de disques a bord sur RX (Solomon, Cho,
Fukaya, ...)

Mystere. Symétrie miroir “ouverte” ? (Pandharipande, Solomon, Walcher)
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Merci de votre attention!
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