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TD8: Premieéres notions d’intégration des formes différentielles

1) Fonctions de classe C' définies sur une sous-variété.

A) Soit W C R™ une sous-variété fermée de classe C'* et dimension m. Par définition,
il existe des ouverts U; C R” et des difféomorphismes 1; : U; — V; C R” de classe C¥
tels que Y;(W NU;) = {appr = ... =z, = 0} NV, et W N U, réalise un recouvrement
(ouvert pour la topologie induite) de W.

Soit f: W — R une fonction continue. Montrer que les trois propriétés suivantes
sont équivalentes. On dira que f est de classe C', [ < k si elle vérifie 'une d’entre elles.

i. fo 1/)2-_1| Az =... =2, =0} NV, — R est une fonction de classe C'!. Prouver
que cette propriété ne dépend pas du choix d’un recouvrement (U;, V;, ;) comme ci-
dessus.

ii. Pour tout point x € W il existe un voisinage ouvert U, de z dans R™ et une
fonction g : U, — R de classe C' telle que f|lwrv, = glwnu, -

iii. Il existe un voisinage ouvert U de W dans R” et une fonction ¢ : U — R de
classe C'! telle que f = glw.

B) Application aux formes différentielles. La discussion précédente reste valable lors-
qu’on considere des fonctions & valeurs vectorielles. Si F désigne un espace vectoriel (réel)
de dimension finie, on dit qu’'une fonction f : W — E est de classe C! si toutes ses
composantes par rapport a une base de F sont de classe C'. La définition ne dépend pas
du choix de la base.

Cela est valable en particulier lorsque £ = N’((R”)*), r > 0 et donne la définition
dune r-forme différentielle de classe C' sur la sous-variété W.

Remarque tmportante. L’intégrale d’une m-forme o sur W, dim W = m est définie de
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avec p; une partition de 'unité subordonnée a U;. Démontrer que ('@bfll)*(pia) dépend
uniquement des valeurs de o sur les vecteurs tangents a W.

la fagon suivante:



2) Formes différentielles et théoréeme de Brouwer en dimension 2.
a) Soit
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Démontrer que a est une 1-forme fermée sur R?\ {0}. Calculer I'intégrale de a sur le
cercle unité S' = {(z,y) : z* 4+ y* = 1}. En déduire que a n’est pas exacte.

b) On note D*(p) = {(z,y) : 2* +y* < p}, p > 0. Démontrer qu'il n’y a pas
d’application différentiable r : D*(1 +¢) — S, € > 0 telle que r|g1 = Idgi. On pourra
utiliser le lemme de Poincaré pour la forme r*a.

En déduire qu’il n’y a pas d’application différentiable r : D*(1) — S! telle que
T|Sl = Idgl.

c) Déduire que toute application différentiable f : D*(1) — D?*(1) a un point fixe.
Utiliser le théoreme d’approximation différentiable pour montrer que toute application
continue f : D?*(1) — D?*(1) a un point fixe (théoréeme de Brouwer).

3) Formes différentielles et théoréme de Brouwer en dimension supérieure
a2
On pose S* ' ={z € R" : |z] =1}, n > 2. Assurez-vous que vous savez démontrer
p ) q
que S™71 est une sous-variété compacte de dimension n — 1 dans R™. Calculer I’espace
tangent en un point x € S* L,

a) Soit
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définie sur R?\ {0}. Prouver que o est fermée.

b) Calculer sz o.
c) Soit

g =

_ xydry + wodry + ..+ Rd,
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définie sur R™\ {0}. On considere sur R” l'orientation et le produit scalaire habituels.
Calculer *a et montrer que c’est une n — 1-forme fermée.

d) Calculer fS"_l *Q.

e) Montrer, comme dans I'exercice 1, qu’il n’existe pas d’application différentiable
ou, respectivement, continue f: D" = {z € R™ : |z] < 1} — S"7! telle que flgn-1 =
Idgn-1. Déduire que toute application différentiable ou, respectivement, continue de D"
dans lui-méme a un point fixe (théoreme de Brouwer).



