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TDY: Formes différentielles

Sauf mention explicite, tous les espaces vectoriels ci-dessous sont considérés au dessus de
I’'un des corps R ou C. On dénote par K 'un de ces deux corps. La dimension des espaces
vectoriels en question est finie.

1) Soit «a la 1-forme différentielle dans R?
o =ydr — zdy + dz .

a) A quelles conditions (C) doivent satisfaire des fonctions u(z,y, z) et v(z,y, z) de classe C*
pour que la forme
o —vdu

soit fermée? Montrer que u et v sont alors indépendantes de z.

b) Peut-on choisir de fagon arbitraire v =V (z,y)?

¢) Montrer que si u et v satisfont aux conditions (C) les trois formes différentielles du, dv et
« — vdu sont linéairement indépendantes en chaque point.

2) Soit
w=ady Ndz+ bdz A\ dx + cdz N dy

une forme différentielle de classe C*° sur R®. On désigne par py = (20, yo, 20) un point de R?
ol w n’est pas nulle. Soit f une fonction définie et de classe C'*° au voisinage de pyg.

a) Montrer que, pour que w puisse se mettre au voisinage de pg sous la forme a A df, «
étant une 1-forme différentielle de classe C'™° au voisinage de py, il faut et il suflit que df ne
s’annule pas en pg et que f soit solution d’une équation aux dérivées partielles que I’on écrira.

b) On pose a = Az + pdy + vdz; exprimer A, p, v en fonction de a,b, ¢, df/0x, df/0y,
Jdf/0z pour que a Adf = w.

3) Volume et projections. a) Soit ¢ : R® — R” l'application affine ¢(z) = Az + b,
A€ L(R"), b e R" Qui est
¢ (da' AL A da™) ?

b) Soit i : R¥ — R™, (2!,...,2%) — (2!,...,2%,0,...,0) l'inclusion. Soit w = 3, frda’,
I= (i1 <...<ig) une k-forme sur R”. Calculer *w.

¢) Soit p : R* — R*, %k < n la projection sur les k-premieres coordonnées. Qui est
p*(dzt A .. A dak)?

4) Isomorphisme canonique. Soit ¥ un K-espace vectoriel et £ = F & G une décompo-
sition en somme directe. Montrer qu’on a un isomorphisme canonique

AE ~ é (APF@Am—pG), meN.
p=0



On entend par “isomorphisme canonique” un isomorphisme dont la définition ne dépend pas
du choix d’une base, mais uniquement des données algébriques du probléeme.

Exemple fondamental. Il n’y a pas d’isomorphisme canonique entre un espace vectoriel F
de dimension finie et son dual E*. Par contre, une fois qu’on se donne un produit scalaire (-, -)
sur F, il y a un isomorphisme canonique (qui dépend du choix du produit scalaire, mais pas
du choix d’une base)

E— E7, v— (v,-)

Autre exemple fondamental: Hom(F, F)~ E*® F.
Autres exemples: E~E*  A™(E*)~(A™(E))", m€N.

5) Un aller-retour entre complexe et réel et un autre isomorphisme canonique.
a) Complezification. Soit E un espace vectoriel réel. Son complezifié est noté Ec) et est
défini comme

ou, de facon équivalente, comme
Eq ={u+tiv : u,ve £}, it = -1

Démontrer ’équivalence des deux définitions ainsi que I'égalité dim Ec) = dimy F.

Notations. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n. On note E|g 'espace vectoriel
réel sous-jacent, de dimension 2n. On note F ’espace vectoriel complexe dont le groupe abélien
sous-jacent est F et la multiplication par des scalaires est définie comme

a-w = aw, aeC, wekF

L’application Id : E — FE est C-anti-linéaire et, par définition, E = .

b) Soit E un espace vectoriel complexe. Nous allons montrer I’existence d’un isomorphisme
canonique

(Ble) o = ESE

On note J : E —» FE lautomorphisme de E donné par la multiplication avec 2, qui vérifie
J? = —1d. On I’étend par C-linéarité & un automorphisme de (E|R) (@
J. Prouver que les deux seules valeurs propres de J sont £i, avec comme sous-espaces propres
correspondants {vF iJv : v € E'}. Construire un isomorphisme C-linéaire

que 'on note encore

@ EQE " (El)

qui commute avec I'action de J. Expliciter son inverse.

¢) Prouver (E|g)* ~ F*|p. Expliciter I'isomorphisme

((E|R)*)(@) ;E*@F (1)



