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TD5: Poincaré

1) Orbites périodiques (pour champs hamiltoniens). Soit X : R* — R" un
champ de vecteurs autonome admettant une intégrale premiére F' : R* — R, de classe
C°. Le flot de X sera noté ¢'. La variable dans R™ est (z1,...,2,).

On suppose qu’il existe une orbite périodique y(¢) de période T' > 0 située sur un
niveau régulier F'~*(¢), ¢ € R. La condition de niveau régulier signifie dF'(p) # 0, p €
F~'(c). Soit ¥ une transversale en v(0) = py. On note 7 : ¥’ — R le temps de retour sur
la transversale, avec ¥ C ¥ un voisinage suffisamment petit de py dans Y. L’application
de premier retour est

p:Y — %
P(p) = " (p)

On suppose que la différentielle de I'application de premier retour dy)(pg) : Tpy > —
T,,X a exactement une valeur propre égale a 1. On va montrer I'existence d’une unique
famille a un paramétre d’orbites périodiques au voisinage de v, paramétrée par les niveaux

de F.
Assurez-vous que vous savez démontrer (vd. cours) I’affirmation suivante:

a) On a dpT (po) - X(po) = X(po) et, par rapport a la décomposition R” = R X (po)
T,,%, on a
1 *
0
d‘PT(Po) =
b dd(po)
0
b) Prouver que le niveau régulier F'~'(c) est une sous-variété de R". Montrer I'exis-
tence d’un difféomorphisme ® : V(py) — V((c, 0,...,0)) tel que

Fod May,...,z,) =2

et tel que ®~'({z,, = 0}) soit une transversale en py. Prouver que le flot de d® - X
est conjuqué par ® au flot de X et que, par conséquent, on peut supposer d’emblée

F(z)=ay et ¥ ={z, =0}.

c) Montrer que ¥(z1,... ,25-1) = (1,0 (21,... ,24-1)) et Spec(@@///@xi)KKn_l ne
contient pas 1. Montrer qu’on peut résoudre de facon unique 1’équation o

V(1 (22,00 1)) = (T2 e vy Tpe1)



en fonction de z;. Conclure.

d) Un exemple de champ qui admet toujours une intégrale premiere. Soit H : R*" —
R une fonction C*°. Les coordonnées sur R*" sont notées (zy,... ,Tn, Y1, - ,Yn). Prouver
que H est une intégrale premiere pour I’équation différentielle

ifi = 8H/8y2
1< <n

?

yZ = —8H/8x2

Les champs vectoriels de ce type sont appelés champs hamiltoniens et leur étude est
extensive et actuelle.

2) Spectres. Soit ¢; le flot d’un champ vectoriel autonome X : R* — R". On
suppose X (0) = 0. Montrer que

Spec D.| ¢'(z) = exp (t Spec DXO)
z=0

Mettre cela en relation avec les conditions d’hyperbolicité des champs de vecteurs et
des difféomorphismes.



