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TD3: Stabilité des points d’équilibre

1) Stabilité par la méthode de Liapounov.

I) L’étude du comportement asymptotique des solutions d’une équation différentielle
&= X(x), X:R"— R"

amene naturellement a définir, pour un point @ € R”, I'ensemble a-limite a(x) et len-
semble w-limite w(x) comme suit :

o(z) = () Toda) - L TT

T<0

w(@)= (Tole) : (21}

T>0

a) Voir que

wx)={zeR" : It, = o0, ¢, (2) = 2}

alz)={zeR* : I3t, = —o0, ¢, (z) = 2}
b) Montrer que a(z) et w(x) sont invariants par le flot. Si la trajectoire passant par x
est bornée, a(z) et w(x) sont compacts et non-vides.

¢) On suppose toujours que la trajectoire par x est bornée. Montrer que a(z) et w(z)
sont connexes.

IT) On présente ici un outil pour 1’étude des problemes de stabilité.
Définition. Une fonction V : R® — R de classe C! est dite fonction de Liapounov
pour I’équation différentielle & = X () si elle est décroissante le long des trajectoires i.e.

dV(z)- X(z) <0, xeR"”

a) Démontrer le suivant théoreme de Liapounov. On suppose que I'équation & = X (z)
admet une fonction de Liapounov V. Tout ensemble w-limite vérifie alors

w(x)C{z : dV(2)- X(2) =0}

b) Supposons maintenant dV (z) - X(z) < 0 si X(z) # 0 et 'existence d’un ¢ € R tel que
N. = {V < ¢} soit compact. On suppose aussi que X a un unique point singulier zg dans
N.. Montrer que

i(x) — 2o, x € N,



Déduire la stabilité asymptotique de zo sous I’hypothese que zg € int(N.).

III) Une étude de stabilité: I’équation de Van der Pol. On consideére I’équation diffé-
rentielle (dite de Van der Pol)

fr’:—l—a(xQ—l).i—l—;l::O

ou a € R est un parametre. On 1’étudiera sous la forme d’un systeme de deux équations
du premier ordre:

{:i:zy—a(%—s—x) (1)

j=—a

a) Montrer que x = y = 0 est le seul équilibre et qu’il est instable si a > 0.
b) Montrer que, si a < 0, I’équilibre est stable. Trouver un réel r > 0 (qu’on prendra
aussi grand que possible) tel que, si une solution (x(t),y(t)) vérifie

z(0)* + y(0)* < r?

alors (x(t),y(t)) — (0,0) quand t — +oc. Ne pas oublier que ’énergie (qui est-elle?)
est toujours un bon candidat comme fonction de Liapounov.

¢) Démontrer que, pour a > 0, I’équation (1) possede une unique orbite périodique
non-triviale. Essayer de définir une notion de stabilité pour orbites périodiques qui lui
soit applicable.

Indication. Le méme résultat est vrai en remplagant le coefficient a(z? — 1) par une
fonction f(z) paire, telle que f(0) < 0 et telle que sa primitive F'(z) = [ f(¢)dt admette
un unique zéro strictement positif a et soit strictement croissante avec limite infinie pour
x > a. Une courbe importante pour notre probleme est y = F'(z) et, pour une trajectoire
v dans R2, on pourra regarder les points d’intersection successive avec I'axe Oy.

L’exercice suivant n’a pas a voir avec des questions de stabilité.

2) Critére de dépendance linéaire. a) Considérons n fonctions polynomiales
fi, -, fn € R[X]. Montrer qu’elles sont linéairement dépendantes sur R si et seule-
ment si le wronskien

i . fn
F A
W(fh"'?fn): : :
fl(’n—l) L. fén_l)
est identiquement nul. On pourra montrer que les f; vérifient toutes une méme équation
différentielle linéaire d’ordre n — 1 .
b) Montrer que le méme résultat est valable pour des fonctions holomorphes (les déri-

vées étant complexes). Par contre, le résultat n’est plus vrai dans la classe des fonctions
C® : trouver un contre-exemple.



