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TD10: Exercices supplémentaires sur I’intégration des formes différentielles

Les trois premiers exercices sont lirés du livre de H. Cartan, “Formes différentielles”.

1) Décomposabilité et différentielle extérieure. Soit
w = PdyNdz+ QdzNdz + Rdx AN dy

une forme différentielle de classe C! définie sur un ouvert U C R®. On suppose que w ne s’annule
pas dans U.
a) Montrer qu’au voisinage de chaque point de U il existe des couples de fonctions u, v telles
que
duhw =0, dvANw =0, du N\ dv # 0

et montrer que si u, v est un tel couple, il existe une fonction A telle que
w=AduANdv.

En déduire qu’il existe, au voisinage de chaque point de U, deux fonctions numériques g, h
telles que w = dg A dh si et seulement si dw = 0.

b) Soit f une fonction de classe C'' définie dans U dont le gradient ne s’annule pas. Pour
a € R, soit V, = f7!(a). Montrer que la relation df A w = 0 entraine fVame = 0 quels que
soient a € Im(f) et Q suffisamment petit. Réciproque?

2) Symétries. Etant données des constantes a,b,c € R déterminer les transformations
linéaires de R? qui préservent la forme différentielle

w=ady ANdz + bdz N\ dx + cdx N dy .

3) Un calcul. On considere dans R? la forme différentielle
w=uazdyANdz—-2zf(y)de Ndy + yf(y)dz AN dz,

ol f est une application de classe C! de R dans R vérifiant f(1) = 1.
a) Déterminer f pour que dw = dz A dy A dz. Pour ce choix de f, calculer l'intégrale fsw,
ou S désigne la calotte sphérique

2yt 2t =1, ZZ\/§/2

orientée de telle sorte que la normale soit dirigée vers I'extérieur de la sphere.
b) Déterminer f pour que dw = 0 et, pour ce choix de f, reprendre le calcul de l'intégrale.
c¢) Déterminer f pour qu’il existe une forme wy = P(z,y, z)dz 4+ Q(z, y, z)dy avec

P(z,y,0) = Q(z,y,0)=0



et dw; = w. Calculer alors fc wi, ou C' est la circonférence
ac2—|—y2—}—z2:1, 2:\/5/2
orientée de facon a étre le bord orienté de S.

4) Formules intégrales via Stokes.

a) (flur = divergence) Soit D un domaine & bord régulier dans R®. Les coordonnées de R?
sont notées z1, z3, r3. Pour un champ de vecteurs X = (X, Xy, X3) défini au voisinage de D,
la divergence est

3
div(X) =) 9Xi/0x;.
=1
Soit n un champ normal unitaire continu sur dD et posons o = n| (dz1 A dzy A dzs). Montrer
que

/ (X,n)o = / div(X)dzqy A dzg A dag
oD D

b) (circulation = flux du rotationnel) Soit S une surface plongée et orientée dans R? et
Q C S un domaine & bord sur S. Soit n un champ normal unitaire continu le long de S. On
pose 0 = n| (dzy AN dzg A d.’Eg). Soit X un champ de vecteurs défini sur un voisinage de Q dans
R3. On définit le rotationnel comme

Rot(X) = «dX¥,  x:A%(R¥) — A'(R?)

ou encore
0X3s 0X, 0X1 0X; 00Xy 0Xy

ROt(X) = <0$2 — %)61 + (0$3 8x1 )62 + (axl (9$2 )637

avec eq, €, €3 la base canonique de R3. Montrer que

/ dexl + ngd.’EQ + )(3d$3 = / <R0t()()7 ’IZ>O'
a2 Q

c¢) Mémes notations que dans a). Soient u, v deux fonctions de classe C? définies au voisinage

de D. On pose
du ,
a—n(as) = dugy(n(z)), =ze€dD.

Montrer que

v Ju
/D(uAv — vAu)dz = /aD (u£ - Ua—n)ffa

/(Vu,Vv)dx—}—/ uAvdx:/ u?—vo.
D D ap On

5) Homéomorphismes. Cel exercice n’a pas de rapport avec le théme du jour et tient
plutot a la matiére du premier semestre. Mais il est joli. 1l est liré du livre de H. Sato, “Algebraic
topology: an intuilive approach”, AMS 1999.

Classifier selon leur type d’homéomorphisme les lettres majuscules de la police sans-serif:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ



