Calcul différentiel 1
2002 - 2003

Correction de l’exercice 9a) du TD1

Hypotheses: X, Y espaces métriques, X complet. Suite (f,),>1 € C(X,Y) de
fonction continues convergeant simplement vers f.

Conclusion: L’ensemble des points de continuité de f contient un Gj et, par le
théoreme de Baire, est dense.

Indication: Considérer

Uni= U e+ dfule), fule) > 1), mken

n>m

Le premier reflexe qu’il faut avoir est d’écrire qu’est-ce que I’ensemble des points de
continuité de f.

Cont(f ﬂ{y:aa d(z,y) <6 = d(f(z), fly)) <

k>1

}

Comme nous avons des informations de continuité uniquement sur les f,, on peut soit
tenter de décrire exactement Cont(f) en termes de (f,), soit du moins en exhiber une
partie qui est un G5 (ou en contient un) et qui, elle, s’écrit en termes de (f,). La premiere
idée n’est pas réaliste, les informations qu’on a sont trop pauvres. Par contre, la deuxieme
a une chance de marcher: exhiber des parties de Cont(f) revient a trouver des propriétés
de points y qui entrainent (sans en étre équivalentes) la continuité de f en ces points.

T~ =

Cont(f) = ﬂ {y : 39, d(z,y) <d = d(f(x ),f(y))S%}

~ )s Fn(@)) < 1/k
= 1@1 ly : 3m, 36, d(e,y) <4 = ‘ ) fm(y)) < 1/k  ceci est superflu! }
D ﬂ {y : dm, 34, d(z,y) <6 = Yn>m, d(fu(z), fu(z)) < 1/k}
= N U it (e : dlo). fule) < k)

_ c<U ﬂ Um,k) not. 4
kom

On a utilisé ci-dessus “A = int(°A). 1l suffit maintenant de montrer que, pour k fixé,
ﬂmUmk est contenu dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide. Alors G
contiendra un G et il en sera de méme pour Cont(f).

Je vous suggere a ce point de chercher la fin de la solution par vous mémes.



Suite de la solution.
Chaque U, x est un ouvert. En effet, pour n et m fixés, 'ensemble{z : d(f.(z), fn(2)) >

1/k} peut s’écrire comme F~*(]1/k, +oo[) avec F' la fonction continue composée

X$>X><XM>Y><Y d

R,

D’un autre coté, la convergence simple de la suite (f,) entraine

ﬂ Um,k :®

m>1

Un point appartient alors a N,, Umk uniquement s’il vit dans une frontiere Um7k\Um7k:

ﬂ Umk C U (Um,k\Um,k)

m>1 m>1

Comme chaque U, i \ Up, i est un fermé (car U, ouvert) d’intérieur vide (de facon
générale, la frontiere de tout ensemble est d’intérieur vide), cela acheve la preuve.
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