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TD9: Equations différentielles

Nous nous intéressons dans ce qui suit a quelques résultats de comparaison de
solutions d’équations différentielles. Le lemme de Gronwall sera notre outil favori.
1) (Lemme de Gronwall classique)

a) Soit ¢ : [ — R, une fonction continue satisfaisant

o)< 4+ [ ulepets)as

to

avec u : I — R, continue, A € R et o € I. Montrer que ¢ vérifie I'estimation
ol1) < Aekor1i

Qu’est-ce qu’on peut dire sur ¢ lorsque A =07

b) Soit X : R x R* — R™ un champ de vecteurs localement Lipschitz par rapport
a la deuxieme variable. On suppose 'existence de fonctions continues a,b : R — R

telles que X vérifie
1 X (2 2) [[<a(t) || 2 || +b(¢)

Montrer que toute solution de 1’équation différentielle

dz

— =Xt
dt ( ,.17)

est globalement définie. Application: toute équation linéaire admet des solutions globales.

2) (Lemme de Gronwall amélioré - cf. cours)

a) Soit f : R — R une fonction continue. Ecrire les solutions de ’équation diffé-
rentielle

dr
Ly o) 0

b) (petit détour) On suppose
oo dr

A (r)
Montrer que toute solution r :Ja,b[— R de ’équation (1) telle que r(ty) > A vérifie
b < 4o0.

< 400



c¢) Soient F': R — R une fonction continue, ¢ :Ja, b[— R une fonction dérivable
qui vérifie
¥ < Flp)

et r :Ja,b[— R une solution de ’équation

Soit tg €la, b[. On suppose que

A T'aide du point 2a) montrer que
p(t) <r(t), te[to,0]

d) (lemme Gronwall - cours) Soit f : R — R continue et r :Ja, b[— R solution de
I’équation (1). Si z :]a, b[— R" vérifie

=" (1 < f(l=(2)I])

[|z(to)l] < r(to)

avec 1o €]a, b] fixé, alors
|zl <r(t), t>1to
On pourra considérer ¢(¢) = ||z(t)]]*

e) Application (cours). X est un champ de vecteurs localement Lipschitz sur R™ et
[ [A, +oo[— R7 une fonction continue, avec A > 0. On suppose

|zl > A= [[X ()] < f(ll=])

too
A (7")

Montrer que X est complet. Comparer avec 1b).
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