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Le texte (page 1)

SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION

D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN:-POINT FIXE®
PAR

SOPHIE KOWALEVSKI

4 STOCKHOLM,

§ 1.

Le probléme de la rotation d'un corps solide pesant autour d’un
point fixe peut se ramener, comme on sait, & l'intégration du systéme
d'équations différentielles suivant:

E A ) L1 ’ r (I r r
AT = (B— C)gr + Mylypr” — 27, F=rr—ar
(1 Bl = (C— A)yrp + My(ay — #,1"), ==
; l : i Z "
C5F = (4 — Bpg + My(a,’ — oy, o= — .

Les constantes A, B, C, My, «,,¥,, 2, qui figurent dang ces équa-
tions ont la signification suivante.

A, B, € sont les axes principaux de l'ellipsoide d'inertie du corps
considéré, relativement au point fixe.

M est la masse du corps;

g Vintensité de la force de gravité;

' Ceo’ mémoire est le résumé d'un travail anquel 1'Académic des Seiences de Paris,
dans sa séance solconelle du 24 décembre 1888, a décerné le prix Bordin élevé de 3000
A 5000 franes.

Acia mathematiea. 12, Imprimé le 22 janvier 1889, 23
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Le probléme de la rotation d'un corps solide pesant autour d’un
point fixe peut se ramener, comme on sait, & l'intégration du systéme
d'équations différentielles suivant:

l s -.-7 ) (I , s
Aﬁ-f,—,’= (B— CYgr + My(y,r” — z7), JE="T .
B — (C— A)rp + Myley — 27" o,
W at = = A + Moo — 5 L= =y,
ll' ; , 1.
C % = (4 — B)pg + My(r,7' — #7) :_?_’[ = gr — py.

0

Les constantes 4, B, €, My, «,, 4,, 2, _qui figurent_dans ces équa-

' Ce' mémoire est le résumé dun travail auquel 1'Académic des Sciences de Paris,

dans sa séance solennelle du 24 décembre 1888, a décerné le prix Bordin élevé de 3000
A 5000 francs.

Acta mathematica, 12, Imprimé le 22 janvjer 1883, 93
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4+ STOCKHOLM,

wr Ao . do e o at
dq‘ o - d;" o

Bgﬁ'= (C— A)rp + My(z,r — 7,1, P L A
' li ] dy”

C % = (4 — B)pg + My(r,7' — #7) dhri; = qr — py’.

Les constantes A, B, C, My, «,,¥,, 2, qui figurent dang ces équa-
s ont la signification suivante.

L A, B, C sont les axes principaux de l'ellipsoide d'inertie du corps
idéré, relativement au point fixe.

| M est la masse du corps;

g Vintensité de la force de gravité;

(1850-1891)
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ip .
A5r = (B— O)qr + My(y,r’ — #7),

LI v
Bl = (C— A)rp 4+ My(z,y — 77",

. ,
O = (d— B)pg + My(@yy’ — o1);

. dy b

- Pr rYs
drfl‘

a = I —

Le cas de Sophie Kowalevski — o



iy ) d ' ’
AGp=(B—Cgr + Mylyoy" — 2ty Fr="0"—ar"s
[;" o : d - t
B = (C— A)yp + Myleyr — 77", o — o — 17,
¢ A dy”
‘ag = (A — B)pg + My(xor' — top), 7 = 9r — Pr'-
. . cces . dp
Ce sont des equations différentielles : prt etc.
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E ! T {I [ /
A zfi (B — O + Mq@;nr T Fu,i =17 — qr’y
dq . ¥ | dy
B— = (C— A)rp + My(z,y — #,1"), 35 =8 —
(,rlt , dy”
V= = (4 — B)pg + My(x,r' — yo1); T = gr — P’
dp

Ce sont des équations différentielles : pret etc. Il y a six

guantités inconnues, p, , etc.
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ip ) d ' ,.
A EEJ:* (B— Cygr + Mr;(ynr e Edﬁ =y — g7y

d y d
Bl = (C— A)rp 4 Mg,y — 1", L= —rr,
rEw dy"
C— = (4 — B)pg + My(x r-—?fﬂr) T = gr — P’

. ees - d .
Ce sont des équations différentielles : £ etc. Il y a six

guantités inconnues, p, , etc. Elles decrivent la
position et la vitesse du solide en fonction du temps t.
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Ce sont des équations différentielles : et
, etc. Elles décrivent la

quantités inconnues, p,

Ip !
A :ﬂ (B— CYgr + Mr;(ynr e -
Bd? ('\r = F LF d'}d rr
rEw dy"
Cqp = (4 — Bpg + My(eoy — i) 3~ r—
dp .
—, etc. Il y a six

position et la vitesse du solide en fonction du temps t.

Il y a aussi des constantes A, x, etc.

Le cas de Sophie Kowalevski — o




E] 7 ' - ! EI ! !

A % = (B— O)qr 4+ My(y,y" — 2,7, E-i: = 9y — g1’y

d? - F Lr . d}ﬂ rr
BEE=(C_A)JE?+ M?(ﬁ'u?’—-’“nr )! a3 = =
(,rﬁ'i‘ 1 . dr'

S = (d — Bypg + My (>, — u,7), o = ar — Py
dp .

etc. Il y a six

Ce sont des équations différentielles : prt

guantités inconnues, p, , etc. Elles decrivent la
position et la vitesse du solide en fonction du temps t.

Il y a aussi des constantes A, x o, etc. Elles décrivent la forme
du solide et la position du point xe.
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Par exemple “Cest le cosinus de I'angle entre OG et la
verticale
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Par exemple “Cest le cosinus de I'angle entre OG et la
verticale

0= ¢os
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Le texte (page 2)

178 ; Sophie Kowalevski.

%y, Yy, 4 les coordonnées du centre de gravité du corps considéré
dans un systéme de coordonnées, dont lorigine est au point fixe et dont
la direction coincide avec celle des axes principaux de V'ellipsoide d’inertie.

Jusqu'a présent on n'était parvenu i intégrer ces équations que dans
deux cas particuliers:

1) Le cas de Poisson (ou d’EULER) oti l'on a x, ~ya 2 =0,

2) Le cas de LaGrance o l'on a 4 = B Z, =y, = 0.

Dans ces deux cas lintégration s'opére & lalde des fonctlons #(u)
dont laraument est une fonctlon entiére linéaire du temps. .

- Les six quantités p,¢,r, 7,7, sont dans ces deux cas des fonc.
tions uniformes du temps, n'ayant d’autres singularités que des poles pour
toutes les valeurs finies de la variable.

Les intégrales des équations différentielles considérées conservent-elles
cette propriété dans le cas général?

Si tel était le cas il faudrait pouvoir intégrer ces équations diffé-
réntielles a 'aide de séries de la forme

B=t gt )
g=1t"¢ +at+ " +...)
r=t"r, ot ot 4,
=t G )
r=1=t"g, + gt + g,t* 4+ ...),
7= oy oyt bt 4L,

(2) iy

e

ol ny . my, 0y, m,, m,, m, désignent des nombres entiers positifs, ¢t ces
séries, pour pouvoir représenter le systéme général d'intégrales des équa-
tions dlffercntlelles conmdewes, devraient contenir cing comtantes ar-
bitraires, :

11 faut done examiner si une pareille intégration est possible.

On gassure facilement, en comparant les exposants des premiers
termes dans les membres gauches et dans les membres droits des équa-
tions comsidérées que l'on doit avoir
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* Les six quantités p,¢,r,r, 7,7 sont dans ces deux cas des fonc.
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toutes les valeurs finies de la variable.
=, ot ot 4.,
= F=t0 + Lt L+,
r=1=t"g, + gt + g,t* 4+ ...),
7= oy oyt bt 4L,
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séries, pour pouvoir représenter le systéme général d'intégrales des équa-
tions dlffercntlelles conmdewes, devraient contenir cing comtantes ar-
bitraires, :

11 faut done examiner si une pareille intégration est possible.

On gassure facilement, en comparant les exposants des premiers
termes dans les membres gauches et dans les membres droits des équa-

tions considérées que l'on doit avoir Le cas de Sonhie Kowalevski — p
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Le solide en 1888

Un probleme classique et dif cile, etudié depuis le
dix-huitieme siecle, notamment par Euler (1707-1783).

Pas de vrai progres depuis Lagrange (1736-1813).

Un prix propose par I'Académie prussienne des sciences en
1852 n'avait inspiré aucune contribution, en Allemagne, on
appelait ce probleme die matematische Nixe.
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Plan de la conférence

® FEtude d'un des cas connus a I'épogque de Kowalevski
(deuxieme moitié du dix-neuvieme siecle), le cas de
Lagrange,
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Plan de la conférence

® FEtude d'un des cas connus a I'épogque de Kowalevski
(deuxieme moitié du dix-neuvieme siecle), le cas de
Lagrange,

® ce que c'est que le cas de Kowalevski et comment elle I'a
trouve,

® actualité et modernité de ce travall.
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Le cas de Lagrange

e, T

2) Le cas de LagraNGE ou l'on a 4 = B, 2, =y, = o.
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Ce que l'on volt...

... quand on regarde une toupie
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Ce que l'on volt...

précession : I'axe décrit un cone

nutation : les petits festons
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Résolution (1)

# On utilise les lois de conservation de la physique.
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Résolution (1)

# On utilise les lois de conservation de la physique.
o Par exemple I'énergie est conserveée,

# ainsi que le moment de la toupie par rapport a son axe de
revolution.
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Résolution (2)

Elimination de toutes les inconnues sauf °° qui,
geometriquement, est la hauteur de I'extrémité de l'axe de la
toupie.
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x = Vest solution de I'équation différentielle

x>=(1 x?) 2x) (¢ kx)?= P(x)
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Résolution (2)

Elimination de toutes les inconnues sauf °° qui,
geometriguement, est la hauteur de lI'extrémité de I'axe de la

toupie.

x = Vest solution de I'équation différentielle

x>=(1 x?) 2x) (¢ kx)?= P(x)

ou P est un polyndbme de degré 3.

Les quantites x ety = x sont donc astreintes a veri er
'équation y? = P (x).
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La courbe d'équation y? = P (x).

/ X
Graphe z = P (x)
z=(1 x?) 2x) (¢ kx)?
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/ X >X

Graphe z = P (x)
z=(1 x?) 2x) (¢ kx)?
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Ce que l'on volt...

... quand on regarde une toupie

vVoyons ce qui se passe dans les cas ou l'on
sait resoudre le systeme et regardons si des
proprietés analogues pourraient étre plus ge-
nérales

Jusqu'a présent on n’était parvenu & intégrer ces équations que dans
deux cas particuliers:

1) Le cas de Poisson (ou d’Euter) ou l'on a o, =y, = 2, = o,

2) Le cas de Lagrance o I'on a 4 = B, g, =y, = o.

Dans ces deux cas l'intégration s'opére & l'aide des fonctions &(u)
dont l'argument est une fonction entiére linéaire du temps.

" Les six quantités p,¢,», r, s, sont dans ces deux cas des fone-
tions uniformes du temps, n'ayant d’autres singularités que des poles pour
toutes les valeurs finies de la variable.
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Ce que l'on volt...

Vous ne l'avez pas vu en regardant tourner la toupie. Par
exemple, x = cos reste plus petit que 1, la toupie n'explose
pas!
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Ce que l'on volt...

Vous ne l'avez pas vu en regardant tourner la toupie. Par
exemple, x = cos reste plus petit que 1, la toupie n'explose
pas!

Regardons mieux.

« La mathématigue est la science qui demande le plus
d'imagination. »
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<

X = COS
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Imaginer...
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Imaginer un angle dont le cosinus est plus grand que 1...

cos? =1 sin® > 10 sin® < O

c'est imaginer un nombre dont le carré est négatif...
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Le cas de Kowalevski

Elle considere donc le
systeme dans le cas ge-
néral

et se demande pour quelles valeurs de A, B, C (forme du
solide) et (xo;Vo0;zo) (position du point xe) les solutions,
comme fonction de la variable complexe temps, ont cette
propriéte, n'avoir que des poles.

C'est le comportement le plus simple possible pour une
solution d'un systeme comme celui du solide...

Le cas de Sophie Kowalevski — p.
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Le cas de Kowalevski (suite)

« C'est ce cas que je me propose d'etudier dans les
paragraphes suivants, » dit-elle a la septieme page de l'article,
gui en comporte cinguante-cing.

Le cas de Sophie Kowalevski — p.
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Le cas de Kowalevski (résolution)

Elle exprime les solutions en termes de fonctions # de deux
variables. Ce sont les analogues en dimension 2 de la fonction
} de Welerstrass, de nouvelles fonctions, qu'elle connait bien.

Rapport de la Commission du prix Bordin :

« Les propriétés des fonctions # a deux variables
iIndependantes permettent de donner la solution complete
sous la forme la plus précise et la plus élégante ; et I'on a ainsi
un nouvel et memorable exemple d'un probleme de
Mécanique dans lequel interviennent ces fonctions
transcendantes, dont les applications avaient eté bornées
jusqu'ici a I'analyse pure ou a la Geometrie [...] »

Le cas de Sophie Kowalevski — p.
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Et aujourd’'hui ? systemes integrables

Le cas de Kowalevski est un exemple de ce que l'on appelle
un systeme integrable,

un systeme différentiel qui possede assez de quantités
conservees (énergie, moment,...) ce qui donne a ses solutions
un comportement tres regulier sur le long terme.
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Systemes intégrables

On est capable de les intégrer, d'en écrire les solutions;
dans le cas de la toupie, on s'est ramené a |'éguation

x2=(1 x?) 2x) (¢ kx)?= P(x)

en eliminant des variables grace aux quantités conservées,
assez nombreuses, grace au moment de la toupie par rapport
a son axe. Kowalevski a résolu les équations dans son cas
grace a un polyndbme R de degré 5.

Mais d'ou a-t-elle sorti ce polynbme ?
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Dans son cas, elle a remargqué gu'il y avait aussi une gquantité
conservée au cours du mouvement,

K= (p+ig)2+( +i 97

c'est ce qui permet, par elimination,
d'intégrer le systeme.

Le cas de Sophie Kowalevski — p.
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Trois questions — la premiere

On a demandé que les solutions n'aient que des podles. On a
trouve gue le systeme est intégrable.

La propriété de Kowalevski est maintenant appelée complete
intégrabilité algebrique.

La relation entre cette intégrabilité algebrigue et l'integrabilité
usuelle n'est pas encore tres claire aujourd’hui.

Le cas de Sophie Kowalevski — p.
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Trois questions — la deuxieme

Et d'ailleurs, pourquoi ce systeme est-il integrable ?

Comment trouve-t-on une intégrale premiere ?

Et d'ou sort ce cas bizarre ?

C'est un des sujets sur lesquels depuis environ trente ans, il y

a eu énormement de progres.

Le cas de Sophie Kowalevski — p.
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Trois questions — la troisieme

Et d'ailleurs, comment montre-t-on gqu'un systeme est
iIntégrable ? On trouve des intégrales premieres.

Et si on n'en trouve pas ?

Il existe des systemes qui ne sont pas integrables.

Le cas de Sophie Kowalevski — p.
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Equations

Les equations sont ecrites dans un repere lié au solide,

Les quantités inconnues sont =( : % 99 la pesanteur,
=( p;q;r), le vecteur instantané de rotation, A, B et C
sont des nombres positifs (conlstants), la matice d'inertie

décrit la forme du solide, L = OG = ( Xg;VYo0;Zg) est constant
aussi. On peut supposer que Mg = 1, (choix des unités).
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Avec = | |:|);q;r), M =

(Ap;Bqg;Cr ) et OG = L =

(X0:Yo0:Z0), Ce€S equations s'ecrivent
8

<M= M”" + N L

N
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La gravitation est constante, donc

de méme que le moment par rapport a la verticale
(c'est-a-dire a la direction du champ de pesanteur )

Ap + Bg %+ cCcr 9 ¢
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Résolution (1)

La gravitation est constante, donc

de méme que le moment par rapport a la verticale
(c'est-a-dire a la direction du champ de pesanteur )

Ap + Bg %+ cCcr 9 ¢

Et bien sdr, I'énergie totale est conservée

1
E(Ap2+ Bq?+ Cr?) (xo +Yyo °+2z0 %

Le cas de Sophie Kowalevski — p.



Le cas de Kowalevski (résolution)



Le cas de Kowalevski (résolution)

ds ds
0= b 1 + b 2

"R(s1)  R(s2)

S1 dsq .\ S2 ds,
P P
R(s1) R(s2)

dt =




Le cas de Kowalevski (résolution)

ds ds
0= b 1 + b 2

"R(s1)  R(s2)

S1 dsq .\ S2 ds,
P P
R(s1) R(s2)

ou R est un polyndme de degré 5.

dt =




Le cas de Kowalevski (résolution)

ds ds
0= b 1 + b 2

"R(s1)  R(s2)

S1 dsq .\ S2 ds,
P P
R(s1) R(s2)

ou R est un polyndme de degré 5. Analogue au

dt =

dans le cas de la toupie.

Le cas de Sophie Kowalevski — p.
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