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Sur le probleme d’équivalence de certaines
structures infinitésimales.

Mdémoire de PAULETTE LIBERMANN (& Strasbourg).

Résumé. - Aprés avoir rappelé la définition et quelques propriéiés des pseudogroupes de Lie.
on définit les structures infinitésimales régulisres. On peut foujours associer des connexions
affines & de telles structures; courbure el torsion de ces connexions. Hquivalence locale
de deux structures infinitésimales. Application & Uélude des siruclures presque complexes,
presque paracomplexes, presque symplectiques, presque hermitiennes, presque parahernvi-
tienmes, presque qualernionienncs, presque quaternioniennes de deuxiéme espéce.

INTRODUCTION

La théorie de U équivalence développée par B. CARTAN dans de nombreux
mémoires (notamment dans [10] et [13]) (*) est & la base de la géoméirie dif-
férentielle ; elle permet également l'intégration de certains systémes diffé-
rentiels.

L’exposé de cette théorie fait I'objet de la premiére partie du présent
travail ; le probléme d’équivalence est formulé en le rattachant & la théoric
des espaces fibrés, en particulier en introduisant la notion de structure infi-
nitésimale réguliére dite & C. EHRESMANN [26]: une structure infinitésimale
réguliére du premier ordre sur une variété différentiable V,, est une structure
fibrée subordonnée & la siructure fibrée de ’espace des vecteurs tangents &
Va (le groupe structural G est un sous-groupe du groupe linéaire homogéne
L,, la fibre est R". Le probléme d'équivalence de E. CARTAN se raméne an
probléme d’équivalence locale de ces structures; nous n’aborderons pas le
probléme d’existence de telles structures gqui condunit & des < obstacles », ni
celui de ’équivalence globale,

Dans la recherche des conditions d’équivalence locale de deux structures
on est amené & d¢tudier le pseudogroupe de leurs automorphismes locaux,
d’ott I’introdaction de la notion de pseudogroupe fini ou infini de LIE
(« groupe fini» oun «groupe infini» de LIk suivant la terminologie de K.
CARTAN). (est d’ailleurs V'étude du probléme d’équivalence qui a conduit
E. CarraN a édifier sa théorie des « groupes infinis » de LiE, que I'on trouve
exposée notamment dans [9] et [12]; les transformations de ce « gronpe infini»
constituent 1’intégrale générale d’un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles que 'on peut ramener & un systéme de PFAFF en involution.

Dans le chapitre I, consacré aux pseudogroupes de LIE, je rappelle d’abord

{*) Les nombres entre crochets renvoijent & I’index hibliographique.



4 P. Liseryanw: Sur le probléme déquivalence, cie.

quelques propriétés des systémes d’équations aux dérivées partielles et l'es
principales notions de la théorie des systémes de PFAFF en involution. Ensuite
est exposée la définition d’un psendogroupe de LIE, telle qu’elle a 6té donnée
par C. EHRESMANN [26] en utilisant la notion de groupoide de jets; un
pseudogroupe de LIE est caractérisé par son ordre; de plus j introduis, pour
les pseudogroupes finis, la notion de degré. Les deux théorémes fondamentanx
de BE. CARTAN relatifs & la théorie des pseudogroupes de LiE sont démontrés
en utilisant la notion de prolongement &’ une variété différentiable [26), notion
déja utilisée bien que non formulée explicitement par U. AMALDI dans son
ouvrage sur les «groupes infinis» [1]. En vertu du premier théoréme de
E. CARTAN, tout pseudogroupe de Lit admet un prolongement du premier
ordre et, 8'il est fini, un prolongement d’ordre et de degré égaux a 1. Dans
le deuxiéme théoréme sont énoncées des conditions pour qu’un psendogroupe
de transformations soit un pseudogroupe infini (resp, fini) de Lar d’ordre 1
(resp. d’ordre et de degré égaux i 1),

Dans le chapitre I1 est définie I’ équivalence locale de deux structures
infinitésimales régulit¢res. Une structure infinitésimale régulidre est détermi-
née localement par un ensemble de # formes de Prarr dont la restriction
a tout point de V, est un «corepére ». On envisage en particulier des
structures ésofropes, localement homogénes, intégrables. A toute structure infi-
nitésimale régulidre sont associées des commexions affines [26]; & chacune
des connexions correspond un tenseur de courbure et un temseur de forsion.
Je démontre deux théorémes relatifs aux structures infinitésimales régulieres
intégrables. J'expose ensuite les méthodes de E. CARTAN pour ftraiter le
probleme d’équivalence restreint (structures dont le groupe structural est
la transformation identique). Dans la résolution du probléme d’ équivalence
général, on cherche 4 déterminer en chaque point un corepére distingué; si
cette détermination est possible, on est ramend au probléme d’équivalence
restreint, Lorsqu’on peut associer canoniquement & la structure une connexion
affine, le pseudogroupe de ses automorphismes est un psendogroupe de Lik
de type fini de degré 2; dans le cas contraire, le pseudogroupe de ses auto-
morphismes locaux est en général un psendogroupe infini de L1k (si I’on
suppose de plus les données analytiques).

Les théories générales exposées dans la premiére partie de ce travail
ont leurs applications dans la deuxiéme partie, consacrée aux structures
infinitésimales réguliéres définies sur une variéts Von, de dimension 2n, dont
le groupe structural G est: le groupe linéaire homogéne complexe 1, ou le
groupe linéaire homogéne « paracomplexe » L. (isomorphe a Lyn>< Ly ou
encore le groupe symplectique Ls,; ces structures sont appelées respective-
ment presque complexes, presque < payracomplexes »y presque symplectiques. On
¢tudiera également dans cette deuxidme partie des structures subordonnées
aux précédentes, dont le groupe structural est isomorphe & une forme réelle
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du groupe L',: groupe u;nitaire Us, groupe U,® unitaire «d’espdce k »,
groupe « para-unitaire » U, et groupe L, (ces deux derniers isomorphes & L,)
et si n =2p, groupe linéaire homogéne quaternionien I, et quaternionien
« de deuxidéme espéce » i"p (identique afzp). Contrairement & ce qui a lieu
pour les structures presque complexes, presque paracomplexes et presque
symplectiques, on peut associer canoniquement au moins une connexion affine
4 ces giroctures (structures presque hermitiennes, presque hermitiennes « d’ espéce
k », presque parahermiliennes, presque qualernioniennes, presque quaternion-
iennes de deuxiéme espéce). Pour chacune de ces connexions, on peut définir,
outre les tenseurs de courbure et de torsion, des tenseurs de courbure et de
torsion conformes. La recherche de celles de ces structures qui sont isotropes
conduit aux structures intégrables et aux structures localement équivalentes
a une structure d’espace hermitien elliptigue ou hyperbolique (si le groupe
structural est U,), d’espace hermitien d’espdce k (si le groupe structural
est U,™) ou & une structure parahermitieune sur la variété P, (E)> P,(FR)
(si le groupe structural est ffn). On obtient ainsi des espaces riemanniens
symétriques & métrique définie ou indéfinie. En définissant une isotropie
restreinte, on est conduit aux structures précédentes ef en outre & des
structures localement équivalentes & une structure presque hermitienne sur
la sphére S, ou & une structure presque parahermitienne sar la quadrique
réelle §,; ces structures admettent respectivement come groupe d’automorphi-
smes le groupe simple compact G, & 14 paramétres et le groupe simple &,
qui sont les deux formes réelles d’un méme groupe complexe.

Dans le chapifre III (qui est purement algébrique) sont étudides des
structures de la fibre B* admettant comme groupe d'automorphismes L',
Ii’,,, f;zn, U., U,», ﬁ”,’f; Dans le dernier paragraphe de ce chapitre est
définie I adjoinie d’une forme extérieure 9 par rapport & une forme extérieure
quadratique € de rang 2r; I'opérateur A, adjoint de I’ opérateur Ly=9 A @
ne dépend que de @ et non de la forme quadratique définie positive échan-
geable avec @; il en est de méme de la notion de classe; il est également
prouvé que la décomposition d’une forme en formes de classe déterminée
(dont je donne une démonstration différente de celle d’EckMANN-GUGGEN-
HEIMER) est identique & la décomposition de LEPAGE.

Ces résultats sont utilisés dans le chapitre IV, relatif au probléme
d’ équivalence des formes différentielles extérieures quadratiques, et dans le-
quel est introduite la notion de codifférentielle par rapport & une forme
différentielle extérienre quadratique.

Dans le chapitre V sont étudiées les structures presque complexes et
presque paracomplexes, ainsi que les structures presgue hermitiennes, presque
hermitiennes d’espéce k, presque parahermitiennes. En particulier, le probléme
d’équivalence des structures presque complexes et presque hermitiennes sur
une variété V, est traité en détail.
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Enfin les structures infinitésimales réguliéres de groupe structural T
(structures presque quaternioniennes de deuxiéme espéce si » = 2p) font
I’ objet du chapitre VI; & de telles structures on peut associer canoniquement
trois connexions affines en général distinctes. On envisage également dans
ce chapitre des structures subordonnées aux précédentes, de groupe structural
isomorphe au groupe orthogonal O, {on détermine celles de ces structures
qui sont isotropes); si # =2p, on envisage aussi des structures de groupe
structural isomorphe & L, > L, > L, > L, ou & L, > L, ou & un de leurs
sous—groupes ; parmi ces dernisres, celles dont le groupe structural est iso-
morphe & L, et qui sont isotropes sont ou bien intégrables ou bien localement
équivalentes & wune structure parahermitienne complexe sur la variéte
Py(C) XX Pp(C).

Qu’il me soif permis d’exprimer ma profonde reconnaissance & Monsieur
CHARLES EHRESMANN pour 1'aide qu’il a bien voulu m’accorder dans mes
recherches et dont les nombreux conseils ont été précienx dans 1’ élaboration
de ce travail.

PREMIERE PARTIE

CHAPITRE 1,
Pseudogroupes finis et infinis de Lie.

1. - Systéemes d’éyuations aux dérivées partielles complétoment intégrables
et systémes de Pfaff en involution (').

4) Nous rappellerons d’abord la notion de jef [26]: soit f une applica-
tion d’un voisinage U d'un point x, d' une variété différentiable V, (de
dimension %) dans une variété différentiable V, (de dimension p) s’exprimant
& l'aide des coordonndes locales de & s U et y = f(x) par des fonctions f*
admettant des dérivées partielles continues d’ordre am moins égal a g; le
jet jif d’ordre ¢ de la fonction f (jet de source x, de but y) est la classe des
applications g d’un voisinage de x dans V,, appliquant & sur g, telles que
les dérivées partielles des g* d’ordre inférieur ou égal & ¢ prennent en x la
méme valeur que celles de méme espéce des f% I’ensemble de tous les g-jets
de V, dans V, est une variété JIV,, V,). La variété J°(V,, V,) est identifiée
A V< V,. Si r<gq, tout g-jet X%¢e J? (V,, V,) détermine un jet X" g
I (Va, Vp) ou projection de X¢ dans J"(V,, V). Soit (X¢),eJYV,, V,) un jet
de source x,, de but y,. Si @' f=1,..,n) et y* (A =1, .., p) sont respecti-

vement des systémes des corrdonnées locales sur V. et V, au voisinage de
am—l—.‘.+rxnyl

x, et g,, Vensemble des xf, g, W(

@, + &, + ..+ @p =1, ..., q) cOns-

() Pour les systdmes de Prarr voir E. Carran (9], [14] et H. CarTan [16]. Nous
utiliserons la terminologie de E, CARTAN.






