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Série de Hausdorff,
idempotents Eulériens et algebres de Hopf

Jean-Louis Loday

Summary. The Hausdorff series can be made explicit through some element eH Vin
the group algebra Q[S,.] of the symmetric group. The very same element appears as an
idempotent which splits Harrison homology from Hochschild homology. A theoretical
proof of this fact is given by using the convolution operation in Hopf algebras. As a

by-product one obtains a simple construction of all the Eulerian idempotents eE] and
easy proofs of their properties.

La série de Hausdorff ®(X, Y) =73 50%(X,Y), o ®,(X,Y) est un
polynéme homogene de degré n en les variables non commutatives X et
Y, est définie par 'identité

exp(X)exp(Y) = exp(®(X,Y)).

On peut montrer (cf. proposition 3.4) que le polynéme ®,.(X,Y)est de la

11 . .

forme Z Z—'F oa(X,..., XY, .. 5 Y),0ltn(Xy,..., X,) est un certain
t+j=n 1 fois 7 fois

polynéme de degré n en les variables non commutatives X;,... X, linéaire

en chacune des variables X i- S1 on note
(0) U.(X]Xg...Xn)=X,(1)Xa(2)...Xo.(n)
P'action de la permutation 7, pa(X1,...,X,) est de la forme

Z a,0.(X,...X,), a, € Q.

oES,

Par abus de notation on note $n =3 ,cs G:0 € Q[S,]. Les coefficients
%o ont été calculés explicitement (cf [So], [He], [R], [S] et 4.2), ils ne
dépendent que du nombre de descentes de o. Cette expression combina-
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1]

toire permet de constater que ¢, est I'idempotent eulérien e’ qui permet
d’identifier I’homologie de Harrison-André-Quillen & un facteur direct de
I'homologie de Hochschild (¢f. [Bal, [GS1], [L1] et 4.3).

Le but de cet article est de donner une définition intrinséque de
M e Q[&,] a l'aide de l’algebre de Hopf tensorielle. Cette définition,
qui permet de montrer facilement la propriété de scindage évoquée ci-
dessus (cf. [GS 2], [L2, section 4.5]) permet aussi de montrer, sans calculs

combinatoires, que ¢, = en (¢f. théoreme 3.1). De plus, il en résulte
aisément que e,.l est un idempotent.
En fait e[,,ll est le premier d’une famille d’idempotents eLl], e[,f], ceey e&,"]

de Q[S,.], qui permettent de scinder complétement '’homologie de Hoch-
schild (¢f. [GS1] [L1]). L’approche en termes d’algébres de Hopf permet
de déduire la suite el = (e[li],e[;], - ,e[,:], ...) A partir de la suite el!l, et
méme en fait de la suite Id = (id,id,. . .), par les formules
el = (f-[i)— el = log*(1d).

2!
Dans ces formules el?] représente un endomorphisme k-linéaire d’un module
tensoriel T(V') et * désigne le produit de convolution (cf. les sections 1 et
2). 1l suit aussi immédiatement de cette présentation que les éléments
PF = E;kieg] sont a coeflicients entiers.

Une large part des résultats exposés ici sont la traduction, dans le cadre
des algeébres de Hopf, des résultats de C. Reutenauer exposés dans [R].
Ce point de vue, qui permet de faire le lien avec la décomposition de
I’homologie de Hochschild en caractéristique zéro (cf. [L2, section 4.5]), a
été exploité plus généralement par M. Ronco [Ro].

Je remercie Pierre Cartier et Maria Ronco pour d’utiles conversations
sur ce sujet et le rapporteur pour ses commentaires.

1. Algebres de Hopf et convolution

Soit k un anneau commutatif et H une algébre de Hopf sur k. On
note u : H ® H — H la multiplication (associative), d’unité u : k — H,
et A : ' H —- H®H la co-multiplication (co-associative), de co-unité
¢ : H — H. Rappelons que A est un homomorphisme d’algébres et donc
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que p est un homomorphisme de co-algébres. La plupart des résultats
exposés ici n’utilise pas Pantipode et donc n’utilise que la structure de

bigebre de H.
Soit f et g : H — H deux applications k-linéaires. Par définition, la
convolution de f et ¢ est l'application k-linéaire

frxg:=po(fRg)oA:H - H.

Les quatre résultats suivants sont des conséquences faciles de la struc-
ture de bigébre de H.

1.1. PROPOSITION. — La convolution est associative. [J

1.2. PROPOSITION. — Le composé uc : H — H est Uélément neutre pour
la convolution. O

1.3. PROPOSITION. — Si h : H — M est un morphisme d’algébres
(resp. de co-algébres), alors h o (f*g) = (hof)*x(ho g) (resp.
(f*g)oh:(foh)*(goh)). O

1.4. PROPOSITION. — 8§i H est commutative (resp. co-commutative)
alors f x g est un morphisme d’algébres (resp. co-algebres) lorsque f et
g le sont. O

L.5. DEFINITION. — La p-i¢me opération d’Adams de H est Popérateur

PP i=Id*Id* ... xId (p facteurs).

On a évidemment ¢! = Id et PP hd = HPHe,
1.6. PROPOSITION. — 8i H est commutative (ou co-commutative) on a

YPoyp? =¢P  pg>1.

Démonstration. Puisque Id est un morphisme d’algébres, il en est de
meéme pour %P par la proposition 1.4. (en supposant H commutative par
exemple). De la proposition 1.3 on déduit

1/)”01,&7=¢Po(Id*...*Id)=¢P*...*¢P:¢M'D
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1.7. REMARQUE. — Si ‘H admet une antipode S, on peut poser p~ 1 =5
car plxypl = S*Id = po(S®Id)o A = uc, qui est Pélément neutre
pour la convolution (¢f. 1.2). La proposition 1.6 est alors valable pour tout
P,q€ Z. )

2. Idempotents Eulériens

Soit V un module libre sur k (qui sera Z ou Q) et soit T(V') son algebre
tensorielle :

TV)=koVoV®a - aV®a...

La multiplication est définie par concaténation et la comultiplication

est Punique homomorphisme d’algebre A : T(V) — T(V) ® T(V') tel que

Al)=1@let Alv)=v®1+1@vpourveT(V) =V.

Remarquons que la formule générale pour A est donnée par

(2.1) A(vl...vn)= Z Uiy - Vip, @ Vigyy oo Vigyy
ptg=n
ott la somme est étendue & tous les (p,q)-shuffles (i1,...,%ip4q) de

(1,...,n).
Considérons T comme un foncteur de la catégorie des k-modules dans

la catégorie des k-modules gradués. Toute transformation naturelle de
foncteurs 8 : T — T définit un élément 8, € k[S,] par la formule suivante :

(2.2) b, - (v1vz...v,) =8 (vivz...v,) ET(V)n = ver,

pour tout v1,...,vn € V.

En effet il suffit de prendre des éléments v; linéairement indépendants
dans V. Si 6 est une autre transformation naturelle de foncteurs, le
composé f0 6’ est relié A la structure produit de I'algébre de groupe k[S,]
par la formule

(006), =66,
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Ceci est di a la convention (0) adoptée pour I'action de &, sur Vor
(ie. action a droite).

Les transformations naturelles de foncteurs P décrites en section 1
donnent donc naissance a des éléments Yh € 2[6,], appelés encore
opérations d’Adams. 1l est clair, d’apres leur définition, qu’on peut les
rendre explicites en termes de shuffles (cf. 2.1).

L’identité de la proposition 1.6 entre opérations d’Adams se traduit par
Pidentité suivante dans Z[6,,) :

(2.3) bnyn = Phe.

On peut voir cette identité comme une relation entre les shuffles et Ia
structure multiplicative de Z[&,,].

2.4. LEMME. — Soit 6 : T(V) — T(V) un homomorphisme k-linéaire
gradué. $i6(1) =0, alors (6**F), =0 pour tout n < k.

Démonstration. Pour k = 1 clest précisément 1’hypothése puisque
T(V)o = k est engendré par 1. Plus généralement, pour n < k,
Ak(vl .+-Vyn) est une somme de termes du type a1 ® ... ® ax ot l'un au
moins des a; vaut 1. Appliquant 8 ® - -- ® 8 on trouve Ocar (1) =0.0O

Posons J =1Id —uc: T(V) - T(V) et choisissons k = Q. On définit les
éléments el par

J*2 J*3 J*k
+53 —...+(—1)’°-‘T+.-.

(2.5) el :=log*(uc+J) = J -

(2.6) el .= (

Puisque I’élément neutre de la convolution est uc, il est naturel de poser

(6[1])*0

0] ._
(2.7) el .= 5

= uc.
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Remarquons que J(1) = 0, donc, d’apres le lemme 2.4, la série log* (uc+ J)
a un sens. Plus précisément la restriction de J*¥ & V®® est nulle pour
k>n.

2.8. DEFINITION. — On appelle idempotents eulériens les éléments
ek] € Q[&,,] définis par ’action de el sur vjv,...v, € VO (on démontre
ci-dessous que ce sont bien des idempotents).

2.9. THEOREME. — Les idempotents eulériens satisfont auz propriétés
suivantes
(a) Pour n = 0, eE,O] =1, ey] = 0 sinon, pourn > 1, e = 0 et

e£ﬂ=03ii>n.

(b) Pour toutpeZ etn>1ona
b = pell +pPelll - 4 prell,

en particulier

id, = elll el ... 4 elnl.

(c) ellell = {e['f] "=y
0 sit#y.

Les eg], t=1,...,n, forment donc une famille complete d’idempotents
orthogonaux de Q[&,].

Démonstration. (a) Puisque el = wuc on a eE,O] = (uc)p = id et
el = (uc)n = 0 si n > 1. Puisque J(1) = 0, on a aussi ell(1) = 0.
Donc, d’apres le lemme 2.4, (el1)** est nul lorsqu’on le restreint 3 V®"
pour ¢ > n, d'ou e[,:] =0 pour : > n.

(b) Les deux séries formelles exp(X) =1+ .5, % et log(l + X) =

Eizl(—l)i+1XTi sont reliées par 1'identité
exp(plog(l+ X)) =(1+X)", peN.

Dans l'anneau des applications k-linéaires graduées de T(V') dans lui-
meéme, muni du produit de convolution (c¢f. propositions 1.1 et 1.2) on
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applique cette identité & I’élément J = id — uc. On obtient

exp*(p log™(uc + J)) = (uc+ J)*® = Id*? = "

(e[l])n'
!

2

Puisque, par définition, el!] = log*(uc+ J) et el = , on obtient

uc+ Zpie[‘] = P,

i>1

La restriction 3 V®" donne les équations cherchées, car ek] =0pouri > n.

(c) Pour n fixé la matrice exprimant les éléments ¢, 1 < p < n,
en fonction des eg], 1 < ¢ < n, est une matrice de Vandermonde, donc
inversible dans Q. Puisque YRy = ¥29 on en déduit existence d’une
famille unique de coefficients a; ik tels que

eg]egm = Z aijmel™.

n=1

L’égalité entre opérations d’Adams ci-dessus implique

Z P'aijm = (pg)™, pour m =1,...,n.
1<i<n
15530
La seule solution de ce systéme d’équations est a;; = 1 et @ijm = 0 sinon.
D’ou le résultat. O

2.10. REMARQUE. Soit L(V) Palgebre de Lie libre sur V considérée
comme un sous-e.v. de T(V'). On désigne par L(V)l le sous-e.v. de (V)
engendré par les P* pour P € L(V). Par le théoréme de Poincaré-Birkhoff-
Witt on a : T(V) = @,,, L(V)l. L’idempotent el s’interprete alors
comme la projection sur la composante de degré [i] (¢f. [He] et [R]).

3. La série de Hausdorff

La série de Hausdorff (Xy,...,X,) = Em21<1>m(X1,...,Xn), ol
@ (X1,...,Xna) est un polynéme homogene de degré m en les variables
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non commutatives X7, ..., X, est définie par I’égalité de séries formelles

(cf. [B])
exp(X1)exp(Xz) - - - exp(Xn) = exp(®(X1, ..., Xn))-

On note ¢,(X},...,X,) la partie multilinéaire de ®,.(X1,...,Xn) (rem-
placer X? par 0 pour tout ¢ dans ®,,).

3.1. THEOREME. — ¢,(X1,...,Xn) = ell (X1X2 Xn).

3.2. PRELIMINAIRES. — Avant de passer a la démonstration de 3.1 nous
allons introduire quelques notations et faire quelques rappels.

Dans une algébre de Hopf, un élément z est dit grouplike si A(z) = z®z.
Le produit de deux éléments grouplike est grouplike. Il est immédiat de

vérifier que si x est grouplike alors
(33) (f x9)(z) = f(z)g(=),

pour tous endomorphismes f et g.

Un élément y est dit primitif si A(y) = y ® 1 +1 ® y. Le crochet
([a,b] = ab — ba) de deux éléments primitifs est primitif. Le module des
éléments primitifs de T(V') est 'algébre de Lie libre sur V.

L’algébre tensorielle complétée f(V) du Q-espace vectoriel V est donnée
par T(V) = .50 V®"_ Un élément z € T(V) est dans I'idéal d’augmenta-
tion si et seulement si sa composante de degré 0 est nulle : zo = 0. Pour un
tel élément x son exponentielle exp(z) = Zn>1 £+ est bien définie. Il est
facile de vérifier que si z est primitif, alors exp(z) est grouplike. Inverse-
ment si (14y) (avec yo = 0) est grouplike, alors log(1+y) = Zn>0(_1)n£
est primitif.

Démonstration du théoréme 8.1. Soient X, ..., X, des éléments linéai-
rement indépendants dans V. Puisque X; est primitif, exp(X;) est grou-
plike ainsi que le produit exp(X1)...exp(X,). En appliquant le commen-
taire précédent (3.2) on obtient

log(exp(X1)...exp(Xn)) = log"(Id)(exp(X1) - . . exp(X=))
= ell(exp(X1). ..exp(Xn)).
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Notre but est de calculer la composante n-linéaire de degré n de cet
élément. On peut donc supposer X? = 0 pour tout i. La composante
de degré n de exp(X)...exp(X,) est alors la composante de degré n de
(1+X1)...(1 + X,,), c’est-a-dire XX, ... X,. Avec les notations de la
section 2 on obtient alors

On(X1,.., Xn) =l (X1 X,... X,). O
La série de Hausdorff est alors entierement déterminée dos que 'on a
montré la

3.4. ProposiTiON (E.D. Dynkin).
On a

q)m(Xl,...,Xn) =

1
Z-".'<Pm(X17~--7X1,X2,---,X2,"' ,Xn,...,Xn)
ilgy,! —_—— .

i1 i2 in
ot la somme est étendue & tous les m-uplets d’entiers positifs ou nuls
(i1, y0m) tels que iy + - +14,, =n.

Démonstration. 11 suffit de faire la démonstration pour n = 2, la
démonstration pour n quelconque étant analogue. Dans Pégalité

log(exp(X)exp(Y')) = log*(exp(X Jexp(Y'))

la composante de degré m du terme de gauche est $,,(X,Y). Celle du

. {1} X' vyl . s \ P

terme de dr01t§ es.t em(Zi-}-j:m T —]—,—) soit, d’apres le théoréeme 3.1,
XY 1

me(EH—j:m Z—']_') = ZZ'—]'gﬂm(X,,X,K,Y) O

: J
Cette interprétation de ¢, via les algebres de Hopf, nous permet de
démontrer facilement une propriété classique.

3.5. PROPOSITION. — L’élément pn(Xy,...,X,) de T(V) appartient a
Valgébre de Lie libre L(V) C T(V).

Démonstration. Puisque L(V) = PrimT(V) il suffit de montrer que
Yn(X1,...,X,), est primitif.
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Puisque u = exp(Xi)...exp(X,) € T(V) est grouplike, log u est
primitif. Or logu = log* u, donc log*(u), c’est-a-dire elll(w), est primitif.
En particulier sa composante de degré n, & savoir 6,3] (X, Xn) =
@n(X1,...X,) est primitive. O

Remarque. Un théoréme classique (Dynkin-Specht-Wever) affirme que,
en caractéristique zéro, si un polynéme homogeéne de degré k est en fait
dans L(V'), alors on obtient son expression en termes de commutateurs

1
en remplagant tout mondéme X;X,...X; par —I;[[...[Xl,Xg],...],Xk].

Une démonstration élégante utilisant la convolution de T(V') est décrite

dans [W].

4. Compléments

4.1. EXPLICITATION DE eh]. — Pour toute permutation ¢ € S,,, d(o)
désigne le nombre de descentes de o, c’est-a-dire le nombre d’entiers ¢ tels
que o(i) > o(i 4+ 1).

—1)4) /pn —1\ !
4.2. PROPOSITION. — eE,l] = EUGG" A,0 QUEC Ay = (——%——— (T:i(a)) .

(1]

Démonstration. Chacune des descriptions de e;,' obtenues dans les sec-
tions précédentes permet de démontrer cette proposition. Les équations
(2.9.b) permettent d’écrire, en inversant partiellement la matrice de Van-
dermonde, I’élément eli} en fonction des YP (cf. [Ro]) .Or, par définition
de la convolution, les ¢? peuvent s’écrire en termes de shuffles, et les coef-
ficients de ceux-ci ne dépendent que du nombre de descentes (cf. [L1]).

Voici une démonstration plus directe, mais plus combinatoire utilisant
Iégalité o, = e[,fl. Soit 0 € &,, une permutation ayant d descentes en
ng,Mg + Ny,...,Mg +n1 + ... +ng_; avec n = ng + --- + ng. D’apres
(0) on cherche a calculer le coefficient de X,(1)Xs(2) ... Xo(n) dans le
développement de log(1 + Z) pour

Z=_Xi+> XiX;+ D> XiXjXp+-+ X1 Xz Xn).
i 1<j i<j<k

2 n
Puisque log(1+ 2) = Z — 27 + -4 (—1)"—Z— + -+, on doit calculer la
n

contribution a(j) de chaque puissance Z?. Considérons un parenthésage
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de X,(1)...Xo(n) en j paquets, chaque paquet provenant d’un monéme
de Z :

Jo paquets J1 paquets jd paquets
X(l)--- ‘ "Xa(n) ’
\;,__z \qn’—_’ N’
no b ng
. -1 1 -1y . .
Onaa(j)=37, i) Uy (;‘1‘ L --(';:_1), ou la somme est éten-

due aux (d + 1)-uples d’indices (7o, .. .,Ja) tels que jo + -+ + 54 = j,
1 < j; < ng pour tout k.

Evidemment le fait que les indices soient croissants dans les monémes
de Z est ici le point important.

On trouve alors a( j) = (;_g-} et finalement
—d-1\ _1(n-1\""
o= ~1)i- 11 == .
Jj=d+1

Pour ce dernier calcul on a utilisé 'identité :

SE()-

r=0

r=0
Pour les premiéres valeurs de n on obtient :
el =()
= 210) - (12)
A= 30 - 302+ (29 + (129) + (132))+ 213)

el = _( ) — —[(12) +(23) + (34) + (123) + (234) + (243) + (132)
+ (1234) + (1243) + (1432) + (13)(24)]

+ %[(13) +(14) +(24) + (124) + (134) + (142) + (143) + (1342)

+(1324) + (1423) + (12)(34)]
- $(14)(23)).

Z( 1) (/ et 1dx)< ) /(1 )™ zt=1dg %c;:—)"%

O
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On remarquera que la dimension de la représentation elll est n! fois le
coefficient de la permutation identité ( ), c’est-a-dire (n — 1)!.

4.3. IDEMPOTENTS EULERIENS, ALGEBRE COTENSORIELLE ET HOMOLOGIE
DE HOCHSCHILD .

Dans les paragraphes précédents on a utilisé la structure d’algebre de
Hopf co-commutative de I’algébre tensorielle T(V) et I'action a droite du
groupe symétrique. Par dualité on peut définir les mémes idempotents
eulériens el en utilisant la structure d’algtbre de Hopf commutative de
I’algebre cotensorielle T'(V) et Paction & gauche du groupe symétrique.

Pour appliquer les propriétés des idempotents eulériens a ’homologie de
Hochschild il faut de plus prendre en compte la structure graduée de T'(V').
La structure d’algébre de T'(V') est alors définie & ’aide des shuffles signés.
La procédure de la section 1 donne naissance aux idempotents eulériens
(signés) e € Q[6,). Leur relation avec les el!) est tout simplement donnée
par

o s : Q[6,] — Q[S,] est I'isomorphisme induit par s(o) = sgn(o)o.

Il est clair que, pour tout n, les idempotents egf),i =1,...,n, forment
une famille compléte d’idempotents orthogonaux.

Pour toute Q-algtbre commutative unitaire A et tout A-module M le
bord de Hochschild b munit M ® T'(A) d’une structure de complexe dont
’homologie Hp(A, M) est 'homologie de Hochschild de A a coefficients
dans M. L’action a gauche de o € &, sur M @ A®™,

- (mvala' .. 7an) = (mvaa‘l(l)v" '7aa‘1(n))’

s'étend linéairement en une action de Q[6,], d'olt la possibilité de faire
opérer les e, La compatibilité de b a la structure d’algébre de Hopf de
T'(A) implique les égalités

i <))
beﬁl) =e, b

Ces relations permettent de décomposer 'homologie de Hochschild (cf.
[GS1,GS2,L1,L2]). En particulier 'image de eV s’identifie & "homologie
de Harrison-André-Quillen (cf. [Ba] et loc. cit.).
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4.4. IDEMPOTENTS EULERIENS ET OPERATEUR CYCLIQUE,

Soit 7, = (12...n) la permutation cyclique de &, et t, = sgn(r,)m,
I’élément correspondant de Q[&.]. Il existe des relations étroites entre les
eg), les 65:31-1 et t,. Notons ¢ — & l'inclusion de G, dans &,,, définie
par 6(1) = 1 et 5(1) = o(i — 1) pour 2 < i < n + 1. On note aussi
No=1+ta+t2+ .- +¢71 On a alors les égalités suivantes dans

QGni1]

eD(1 - thy1) = (1— tn+1)€£3r1
ey Nat1 = Nopy GRS

De ces identités on peut conclure que le bicomplexe définissant I’homologie
cyclique d’une algébre (sur Q) se scinde en somme de sous-complexes (cf.
[L1] et [L2] pour plus de détails).
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