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O. Introduction 

Le but essentiel de cet article est d'6tudier une filtration naturelle de l 'homologie 
de Hochschild et de l'homologie cyclique des alg6bres commutatives. La m6thode 
employ6e consiste fi construire des 2-op6rations au sens de Grothendieck, d'ofi 
une y-filtration pour chacune de ces th6ories. Ces filtrations existent sans aucune 
hypoth6se de caract6ristique sur l 'anneau de base. Lorsque celui-ci contient le 
corps des rationnels Q ces filtrations proviennent de graduations (d6composition 
de Hodge). On identifie certains des gradu6s associ6s ~i des th6ories connues 
(cohomologie de de Rham, homologie de Harrison). 

La construction des 2-op6rations utilise la partition eul&ienne du groupe 
sym6trique. Dans cette partition deux permutations appartiennent fi la m~me 
classe d'6quivalence si et seulement si elles ont le m~me nombre de descentes. 
Les cardinaux de ces classes sont les nombres eul6riens. On d6finit fi partir 
de cette partition les ~lOments eul&iens dans l'alg6bre du groupe sym&rique. 
La premi6re propri~t6 remarquable des 616ments eul6riens est qu'ils forment 
une sous-alg6bre commutative de l'alg6bre du groupe sym6trique. La seconde 
propri6t6 est qu'ils commutent (en un sens que l'on pr6cisera) au bord de Hoch- 
schild et au bord de Connes. C'est ce qui nous permettra de construire les 
2-structures de l 'homologie de Hochschild et de l 'homologie cyclique. 

Le contexte id6al pour 6noncer ces propri6t6s est celui de la cat6gorie des 
ensembles finis, ou plut6t de l'alg6bre qui lui est associ6e. C'est dans ce cadre 
que nous 6crirons les d6monstrations. I1 pr6sente l'avantage de montrer  l'exi- 
stence de 2-op6rations (avec toutes les propri6t6s qui en d6coulent) sur l 'homolo- 
gie cyclique de tout module cyclique qui provient d'un foncteur de la cat6gorie 
des ensembles finis (resp. sur l 'homologie simpliciale de tout module simplicial 
qui provient d'un foncteur de la cat6gorie des ensembles finis point6s). 

Ces rdsultats ont 6t6 annonc6s dans une Note aux Comptes Rendus [L 2]. 
Voici le contenu de cet article chapitre par chapitre. 
Le chapitre 1 est d6volu fi l'6tude de la partition eul6rienne du groupe sym6- 

trique S.. Cette partition donne naissance aux 616ments eul6riens lk. dans l'alg6bre 
de groupe Z [S.]; on en donne quelques propri6t6s essentielles notamment vis 
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vis de la multiplication. Cette derni6re s'exprime (cf. 1.7) sous la forme simple 
2k. 2,k'=(--1)(k-lXk'-~)2. kk' O6 2, k est une certaine combinaison lin6aire des 615- 
ments eul6riens I, 1 . . . . .  1, k. On donnera deux d6monstrations de nature assez diff6- 
rente de cette relation. La premi6re que nous ayons obtenue utilise la th6orie 
des invariants et la structure de 2-anneau de l'alg6bre des repr6sentations de 
l'alg6bre de Lie des matrices (cf. 5.5). La seconde, plus proche de l 'homologie 
de Hochschild, est dans l'esprit de l'article de Gerstenhaber et Schack [-G-S] 
(cf. 2.8 et 2.9). Ces propri&6s multiplicatives ont un int6r& (en particulier combi- 
nat| ind6pendamment des applications aux th6ories d 'homologie que l 'on 
va faire. A cette occasion on a 6t6 amens fi consid6rer les nombres eul&iens 
sign,s et fi conjecturer leur relation de r6currence. Celle-ci a 6t6 d6montr6e 
a posteriori par D. Foa ta  [-F]. 

Dans le chapitre 2 on introduit l'alg6bre L associ6e/~ la cat6gorie des ensem- 
bles finis Fin (et sa sous-alg6bre L '  associ6e /l la cat6gorie des ensembles finis 
point6s Fin'). Elle contient fi la fois les alg6bres des groupes sym6triques, les 
bords de Hochschild et les bords de Connes. Le coeur de cet article consiste 

d6montrer des propri6t6s de commutat ion  entre ces bords et les 616ments 
eul6riens du chapitre pr6c6dent (propositions 2.3 et 2.13). Comme cons6quence 
on retrouve ~i partir des 616ments eul6riens une famille d ' idempotents orthogo- 
naux de K [ S . ]  (proposition 2.8), dont on montre qu'elle est universelle pour 
la commutat ion au bord de Hochschild. L'existence de cette famille avait 6t6 
d6montr6e par  Gerstenhaber et Schack. 

Dans le chapitre 3 on utilise les relations de commutat ion  dans IL' pour 
6tudier l 'homologie (simpliciale) de certains modules simpliciaux, ~(certains)~ 
signifiant ceux pour lesquels le foncteur A ~ ---~ (K-modules) se fact| ",i travers 
la cat6gorie Fin'. C'est en particulier le cas pour le foncteur [n]~-*M| | 
off A est une K-alg6bre commutative et M un A-module, qui en est l 'exemple 
le plus important.  

On montre  ainsi l'existence de 2- et 7-op6rations, d'ofl des filtrations sur 
l 'homologie du module simplicial. Si K contient Q on a une d6composition 
(type d6composition de Hodge) H.  = H(, I )G. . .  �9 H(, ") de t 'homologie, qui coincide 
avec celle donn6e par  Gerstenhaber et Schack [G-S] dans le cas de l 'exemple 
pr6c6dent. Toujours dans cet exemple, le premier groupe gradu6 associ6 s'identi- 
fie fi l 'homologie de Harrison et le dernier au module des n-formes diff6rentielles. 

Le chapitre 4 est analogue au chapitre 3 mais porte sur l 'homologie cyclique. 
Ainsi tout module cyclique provenant  d'un foncteur Fin ~(K-modules)  admet 
sur son homologie des 2-op6rations qui en font un y-anneau. L'exemple type 
est bien entendu [n]~--~A | off A est une K-alg6bre commutative. Lorsque 
K contient Q on a une d6composition H C. = H C(,1)O... |  C(, ") de l 'homologie 
cyclique qui coincide avec celle d6crite par Burghelea-Vigud-Poirrier [B-V] et 
avec celle d6crite par  Feigin-Tsygan IF-T]  pour l 'exemple type. Ainsi notre 
point de vue permet de faire le lien entre ces deux d6compositions et de les 
rendre plus explicites. On montre  comment  se comporte,  pour  la y-filtration, 
la longue suite exacte de Connes liant l 'homologie de Hochschild et l 'homologie 
cyclique. 

L'objet du chapitre 5 est de d6crire un contexte dans lequel les 2-op6rations 
en homologie cyclique s'6crivent comme de vraies puissances ext6rieures. On 
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y rappelle le r6sultat principal  de [L-P] ,  qui affirme que, via la th6orie des 
invariants,  les 616ments eul6riens s ' interpr6tent  c o m m e  des puissances ext6rieures 
sur les matrices.  On utilise cette t raduct ion  pour  donner  une d6mons t ra t ion  
des propri6t6s multiplicatives des 616ments eul~riens. 

L 'appendice  est essentiellement un rappel  sur les 7-anneaux dans le cas parti-  
culier d 'un id6al de carr6 nul. 

Notations. On note S, le groupe  sym6tr ique consid6r6 c o m m e  groupe d ' a u t o m o r -  
phismes de l 'ensemble {1, 2 . . . . .  n}. Ses 61~ments sont appel~s permuta t ions .  On 
notera  m = ( ~ , = ( 1  n)(2 n - l ) . . ,  la ~sym6trie par  r appor t  ~i (n+  1)/2~ dont  la 
s ignature est ( -  1) "~"- 1~/2. 

L 'alg6bre sur l ' anneau K du groupe  S, est not6e K [S,]. La signature s '6tend 
en un h o m o m o r p h i s m e  sgn: K [ S , ] ~ K .  On note ~:,= ~ sgn(a)a .  Cet 616ment 

tr~Sn 

a la propri6t6 suivante:  pour  tout  xeK[S,]  on a xe,=sgn(x)e,. Le coefficient 

., (;) binomial  k ! ( n -  k) ! est not~ . 

1. El4ments eul6riens de l'alg~bre du groupe sym6trique 

On d6finit les OlOments eul&iens dans K [S,] et certaines combina isons  lin6aires 
particuli6res de ceux-ci. On 6nonce quelques-unes de leurs propridt6s. Lorsque  
les formules seront  ind6pendantes  de l ' indice n >  1 on se pe rmet t ra  de ne pas 
le ment ionner .  Pour  toute  pe rmuta t ion  a on note  Im a la suite 
{a(1), a(2), . . . ,  a(n)}. 

1.1. D6finition. Le couple d 'entiers cons6cutifs (i, i +  1) est appel6 une descente 
pour  la pe rmuta t ion  aeS, si a(i)>a(i+ 1). 

Pa r  exemple lorsque Im a = {3, 1, 4, 2}, a a deux descentes. 

1 2 3 4 

1 2 3 4 

La not ion inverse de celle de descente est celle de retour (reading en anglais). 
Le couple d 'entiers cons6cutifs ( j , j +  1) est un re tour  pour  a si j +  1 appara l t  
avant  j dans  la suite Im a. La pe rmuta t ion  a a k descentes si et seulement  
si a -  1 a k retours.  

La  not ion de descente permet  de d6composer  l 'ensemble S..  

1.2. D6finition. On pose Sn;k={a6S.[a a ( k - l )  descentes}. La partition eul~- 
rienne de S. est donn6e par  Sn = S.; 1 • .--  u S.;. .  
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I1 est clair que id est la seule permutat ion n 'ayant  aucune descente, donc 
S. , l={id}.  On a aussi S.;.={(o.}. Plus g6n6ralement (o. permet d'6tablir une 
sym6trie sur la partition eul6rienne. 

1.3. Lemme. Sn;k =O,)nSn;n_k + 1 = S n ; n - k  + l (On" 

DOmonstration. Si tr a k - 1  descentes, il est clair que (O.tr et tr(o. ont ( n - 1 ) -  
( k - l )  descentes: ce sont les autres couples d'entiers. On en d6duit COne et 
O" (onESn;n-k  + 1" 

1 .4 .  D6finition-notation. Le cardinal de S.;k est not6 C%k et est appel6 nombre 
eulOrien. 

Les propri6t6s des hombres eul&iens sont classiques (cf. IF-S]). On a en 
particulier 

(1.4.0) ~ ~.,k =n!, Ct.,k=Ct.,.-k+ 1" 
k = l  

(1.4.1) ct.,k=k~, l,k +(n--k + l)c~.- l,k- l, 

�9 ~,,~_~= k" (formule deWorpitzki),  
i = 0  

n 

(1.4.3) }2 i~. i -  (n+ 1)! 
' 2 

i = l  

Les formules (1.4.0) sont imm~diates. Pour (1.4.1) on &ablit une bijection 
entre S,.,k et la r~union de k copies de S,_ ~;k et (n--k+ 1) copies de S,_ l ; , -k-1  
par suppression de n dans Im ~, aeS,;k. La formule (1.4.2) se d6duit de (1.4.1) 
et la formule (1.4.3) de (1.4.0). 

Les premi&es valeurs de C~,,k sont donn6es par le tableau suivant: 

n \k  1 2 3 4 5 6 

1 1 
2 1 1 
3 1 4 1 
4 1 11 11 1 
5 1 26 66 26 1 
6 1 57 302 302 57 

On montre  facilement que ~n,2 = 2 " - ( n  + 1). 
Les r6sultats principaux de cet article sont cons6quences des propri6t6s des 

616ments eul6riens de l'atg6bre sur Z du groupe sym6trique, que nous allons 
maintenant  d6finir. 

1.5. D6finition-aotation. Pour tout n > 1 et 1 < k < n l'~lOment eulOrien I k est d6fini 
par 

/k=(__l)k 1 ~" sgn(a)a e Z [ S . ] .  
~'ESn;k 
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Il est prat ique de poser Z [So] = Z, l ~ = 1 et 1, k = 0 dans tous les  autres cas. 
La relation entre 616ments eul&iens et nombres  eul6riens est donn6e par  

sgn(/k)=(__ 1)k- 1 ~,,k' 

On  voit imm6diatement  que le lemme 1.3 implique les 6galit6s 

n In l k  1 n - k + 1 (1.5.1) ln=(--1)(n-1)(n-Z)/2tOn et / k / =  = . 

On  remarque aussi que e . = y ' ( - 1 ) k - I l k . .  
k 

1.6. D6finition. Les 2-dldments de Z [ S , ]  sont d6finis, pour  tout  n e N  et pour  
tout  k e n  par  

2 =2.---  ~ ( - 1 )  I n i k - i  I n . 

i = 0  

On remarque que pour  n > 1 la somme est en fait de i = 0 fi k -  1. On  a aussi 

t " = 2 " + ( n + l ) 2 k " - l + ' " +  i 
\ 1 \ ~ 1 /  

On voit donc  que, d 'une part  (2,1 . . . . .  2.") forme une base du module  libre engendr6 
par  (l, ~ . . . . .  l."), d'autre  part  2~, appart ient  fi ce module  pour  tout  i, en particulier 
pour  tout  i >  n, 2~, est combinaison lindaire fi coefficients entiers en les 2, k pour  
k = l ,  ..., n. 

L 'une  des propri6t6s importantes  des 616ments eul6riens est qu'ils engendrent  
une sous-alg6bre commuta t ive  dans Z I-S,]. En fait on a un th6or6me plus pr6cis 
~i l 'aide des 2, k. 

1.7. Th6or6me. k k '__ k' k 2 ,2 ,  - 2 ,  2 , = ( - 1 )  (k- 1)(k'- 1) 2,kk'. 

Le produi t  utilis6 dans cette formule est celui de l 'alg6bre de groupe Z [S,].  
On  donnera  deux d6monstra t ions  distinctes de ce th6or6me, rune  en 5.5 via 
la th6orie des invariants et l 'autre en utilisant le bord de Hochschild (cf. 2.8 
et 2.9). 

I1 r6sulte du th6or6me 1.7 et de (1.6.1) que le produi t  k k' k' k I, 1, = l, 1, est une 
combina ison  lin6aire fi coefficients entiers en les l~,, ce qui n'est pas du tout  
6vident a priori. 

1.8. 7-opOrations et operat ions  d 'Adams .  On sait que les 2-op6rations donnen t  
naissance aux y-op6rations et aux op6rat ions d 'Ada m s  ok (cf. Appendice). Dans  
notre contexte les formules obtenues sont les suivantes 

i = l \ i - l ]  
2 (-1)' t. 

i = 0  
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En particulier on remarquera  que 71 = i d  et 7",+t = (  - 1)"5, et yk,=0 si k > n +  I. 
Les 616ments 7k., k =  1 . . . .  , n forment  aussi une base du module  engendr6 par  
les 616ments eul6riens (pour n > 1). 

En termes d 'op6rat ions  d 'Ada m s  le th6or6me 1.7 s'6crit 

1.9. Shuffles. Soient p et q deux entiers > 1, un (p, q)-shuffle est une permutat ion 
dans Sp+q telle que a ( 1 ) <  ... < a ( p )  et or(p+ 1)< ... < a ( p + q ) .  Par  exemple l 'ap- 

plication cr telle que Im or= {2, 4, 5, 1, 3} est un (3, 2)-shuffle. On d6finit de la 
marne mani6re la not ion  de (Pl, P2 . . . . .  pk)-Shuffle. 

On  pose pour  tout  n_--> 1 et 2 --< k _< n: 

sh k = shk = ( _ 1)k- 1 ~ sgn (a) a e Z [S,]  

o6 la somme est 6tendue ~ tous les  (Pl,  P2 . . . . .  Pk) -- shuffles pour  tous les  k-uples 
d'indices (p~ . . . . .  Pk) tels que p~ + ... + p k = n  et p j >  1 pour  tout  j. II est naturel 
de poser sh, ~ = id. 

1.10. Proposition. 

i=1 

Ddmonstrat ion.  On exprime tout  d ' abord  shk, fi l'aide des ll.. On  dira qu 'un  shuffle 
a est un ((vrai)> (Pl . . . . .  Pk) -- shuffle si a ( p l ) > a ( p ~ + l )  pour  tout  i = 1  . . . .  , k. 
L 'ensemble des vrais (Pl . . . . .  Pk) -- shuffles est exactement S,;k car la condit ion 
ci-dessus exprime pr6cis6ment que a a k -  1 descentes (cf. 1.1). 

D 'au t re  par t  un vrai (Pl . . . . .  Pi) - shuffle peut ~tre consid6r6 comme un 

(Pl,  . . . ,  Pk) -- shuffle de mani6res diff6rentes. I1 s'en suit que shk,= 
k - 1  

~ ( - 1 ) i ( n - ~ + t ) l k , - i d ' o i l s o n e x p r e s s i o n e n t e r m e s d e 2 i , .  
i=0  

1.11. Coroilaire. sh k -  sh k - 1 = yR. 

DOmonstration. C'est une cons6quence de 1.8 et de l'6galit6 triangulaire des coeffi- 
cients binomiaux.  

On  remarquera  que sh," = ( -  1)"- 15, et sh, k = 0 pour  k > n + 1. 

1.12. Les idempotents  e(, ~). Jusqu'fi main tenant  on travaillait dans Z [ S , ] .  Pour  
la fin de ce paragraphe  on se place dans Q [S,]. On  d6finit les 616ments e(, ~) 
pour  i = 1 . . . . .  n comme  solutions dans Q [S,]  des n 6quat ions (k = 1 . . . . .  n) 

(1.12.1) k ( _  1)k-1 k (1) 2 , = k e ,  + . . .  + k i  d, i) + . . .  +k "  d, "). 

Pour  i > n  on pose e~~ De l 'expression du d6terminant  de la matrice 
de Vande rmonde  on dhduit que e(. i ) e Z  [1/n !] [S,].  

1.13. Proposition. On a sgn(( -1)k-~2,k)=k"  et sgn(e(,i))=0 si 1 < i < n  et sgn(e(, ")) 
= 1 .  
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DOmonstrarion. D'apr6s  la d6finition des 2, ken  fonction des t, ~ on a 

k 
s g n ( ( -  1) k-  1) ~nk) = ( _  l)k_ 1 ~ (__ 1)i( - i)k_/_ 1 [n -~- l~ 

-=~=o~ i ) O~n,k-i 

d'apr+s la formule de Worp i tzk i  (1.4.2). Les 6quat ions (1.12.1)k impl iquent  le 
r6sultat cherch6 pou r  les d, i). 0 

On verra  (cf. 2.8.g) qu 'en fait la formule (1.12.1) k est vraie pour  tout  k > l .  
Pour  r ins tan t  on m o n t r e  cette 6galit6 pour  k = n + 1. 

1.14. Lemme.  L'Ogalitd (1.12.1)k est vraie pour k = n + l ,  en particulier les d, i), 
i= 1 . . . .  , n + 1 sont solutions du systbme d'kquations de n + 1 kquations fi n + 1 
inconnues 

( _ l ) k - 1  k (1) -n 1), k = l  . . . .  , n + l .  2 , = k e ,  + . . .+k ie~ i )+ . . .+k"e~")+k"+10  ("+ 

DOmonstration. On va mon t r e r  que la relation lin6aire /,~+~=0 qui lie les 2k, 
pour  k = 1 . . . . .  n + 1 implique que e(, " + 1) = 0. En effet elle s'6crit 

n + l  

Z ( -1 )k-1  n-I- ,~,nk=O. 
k : t  k +  

Or on m on t r e  ais6ment par  r6currence que 

( _  1)k_ l n+ k i O  
k : l  k +  

pour  l < i < n  et = ( - 1 ) ' + l ( n + l ) !  pou r  i = n + l ;  d'ofi on d6duit e(,"+l)=0. La 
derni&e 6quat ion de ce syst6me est doric pr6cis6ment (1.12.1),+ 1. 

2. L'alg~bre IL de la eat6gorie des ensembles finis 

On immerge  l 'alg6bre du groupe  sym6tr ique dans  un anneau  plus gros issu 
de la cat6gorie des ensembles  fnis .  Ceci nous pe rmet  de mon t r e r  d ' impor tan tes  
propri6t6s de c o m m u t a t i o n  entre les 616ments eul6riens d 'une par t  et les bords  
de Hochschi ld  et les bords  de Connes  d 'au t re  part .  Une  cons6quence inat tendue 
s'en d6duit: les propri6t6s des 616ments eul6riens pour  la mult ipl icat ion dans  
l 'alg6bre de groupe.  

2.1. Les categories Fin et Fin'. Soit [n] = {0, 1 . . . . .  n} un ensemble  fini f i n  616- 
ments.  Par  d6finition la cat6gorie Fin a pour  objects les ensembles  [n] et pou r  
morph i smes  les appl icat ions  ensemblistes.  Munissons  In]  du po in t -base  0. La  
sous-cat6gorie de Fin des appl icat ions  respectant  le po in t -base  (i.e. f ( 0 ) = 0 )  est 
not6e Fin'. 
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Classiquement A est la sous cat6gorie de Fin des applications croissantes 
au sens large (pour l 'ordre 0 < 1 < . . .  < n sur In]). On sait que la cat6gorie oppos6e 
A ~  engendr6e par  les applications faces di: In] ~ In - 1], i =  0 . . . . .  ne t  d6g6n6- 
rescences si: En] ~ I n +  1], i = 0  . . . . .  n. 

(2.1.1) On d6finit un foncteur de A ~ ~ Fin', et donc  par  composi t ion  un fonc- 
teur A ~ de la mani6re suivante. L ' image de d i dans Fin', que l 'on note 
encore dl par  abus de notation,  est donn6e par d i ( j )= j  si j < i  et d i ( j ) = j - 1  
si j > i pour  i = 0 . . . . .  n - 1 ; d,  (j) = j  si j < n e t  d,(n) = 0; si(j) = j  si j < i et si(j) =j  + 1 
si j > i, pour  i = 0 . . . . .  n. 

~ i J i+l 

0 0 0 0 0 0 

d d s 

On v6rifie ais6ment que ce foncteur  est bien d6fini et donc  aussi son compos6 
A ~ --* Fin. 

Remarque. Le foncteur A ~ ~ Fin' n'est pas injectif sur les morphismes,  par  exem- 
pie do et dl :  [1] ~ [0] sont distincts dans A ~ mais 6gaux dans Fin'. 

2.2. Les algObres IL et IL'. L'alg6bre IL est, en tant  que groupe  ab61ien, le groupe 
ab61ien libre sur l 'ensemble des morphismes de Fin. U n  616ment de IL est donc  
une somme finie V~cifl avec ci~Z et f /~HOmFi . (I-n], [p]) pour  un certain n e t  
un certain p. La multiplication dans IL est donn6e par :  

si f et g s o n t c o m p o s a b l e s d a n s F i n  
f g = ( f ~  sinon. 

L'alg6bre l l / e s t  construite de la mSme mani6re en rempla~ant la cat6gorie 
Fin par  la cat6gorie Fin'. C'est donc  une sous-alg6bre de ll,. Ces alg6bres n 'on t  
pas d'unit~ car Fin a un nombre  infini d'objects. Mais  elles ont  des ~unit6s 
locales, ,  c'est ~ dire que pour  toute famille finie d'616ments, il existe un 616ment 
qui joue  le r61e d'unit& 

On  notera  IL K = IL |  K et similairement pour  IL'. 
L'alg6bre IL' (et donc  IL) contient  de fagon naturelle routes les alg6bres de 

groupe Z [ S . ]  car S . =  Autvi. ,([n]).  Ainsi treS, peut 8tre consid6r6 comme une 
applicat ion (notSe encore a) In] ~ In] envoyant  0 sur 0. De m~me t o u s l e s  
616ments I k, 2 k, sh k, etc .... dSfinis au  chapitre 1, peuvent  ~tre considSr6s comme 
des 616ments de IL'. 
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On va tout d 'abord montrer  des formules de commutation dans ]L'. On 
s'int6resse au bord de Hochschild abstrait 

n 

b,=S'(-~_ i , 1) d i e ] L  , pour d i" [n] ~ [ n -  1]. 
i=O 

Ainsi b. est un 616ment du sous-module Z[Homvi . , ( [n] ,  [ n - 1 ] ) ]  de ]L'. On 
remarque que si f ,  e Z  [S,] et f , _  1 e Z  [S,_ 1] alors b. f ,  et J,_ 1 b, appartiennent 
aussi ~ ce sous-module. 

Les relations de A~ dido=d j_ ~ di pour i < j  impliquent que b,_ l b , =  0 dans 

2.3. Proposition. Pour tout n e t  tout k dans N on a dans 1L' l'~galitk 

b. 1 k = ( / k  + ;k-l)b,.  

Dkmonstration. On va montrer que dans le d6veloppement du produit b 1 k certains 
termes s'61iminent entre eux et que les termes restant sont exactement ceux 
de (1 k + I k- 1)b. 

Fixons aeS, ;  k et di: [n] ~ [ n -  1]. On note sgn(a) la signature de a et desc(a) 
son nombre de descentes (ici k -  1). 

ler cas. Supposons que a - l ( i + l ) O e a - l ( i ) _ + l .  On va montrer que si i4:O,n, 
il existe a' (uniquement d6termin6) tel que desc(a')=desc(a), sgn (a ' )= - sgn (a ) ,  
dla=dia ' .  En effet il suffit de prendre a '= ( i  i+  1)a. L'6galit6 sur les signatures 
est immbdiate. L'6galit6 sur les descentes est une cons6quence de l'hypoth6se: 
a - l ( i + l )  et a - l ( i )  non adjacents. L'6galit6 dans 1I,' provient de la relation 
di(i i+ 1) = di. 

Pour i=n ,  il existe a' (uniquement d&ermin6) tel que desc(a')=desc(a),  
s g n ( a ' ) = ( - 1 )  "- lsgn(a) ,  d , a = d o a ' .  En effet il suffit de prendre a '=(1  2.. .n)a. 
L'6galit6 sur les signatures est imm6diate. L'6galit6 sur les descentes est une 
cons6quence de l'hypoth6se: 0 4= a -  ~ (n) + 1. L'6galit6 dans 1I~' provient de la rela- 
tion d0(1 2 . . .n)=d, .  

2bme (resp. 3~me) cas. Supposons a - l ( i + l ) = a - l ( i ) + l  (resp. a - l ( i + l )  
=o ' -1 ( i ) -1 ) .  On va montrer  qu'il existe a' et j (uniquement d6termin6s) tels 
que desc(a') = desc(a) (resp. desc(a') = desc (a ) -  1), sgn(a') = ( -  1) i - j  sgn(a) et 
di a = a' dj. Pour i 4= n (resp. i 4= O) il suffit de prendre j = a -  l (i) (resp. j = a -  1 (i + 1)) 
et de prendre pour a' la permutation dont le diagramme se d6duit de celui 
de a en 6tant la ligne qui joint a - l ( i + l )  ~ i+1.  La construction de a' ne 
change pas le nombre de descentes (resp. elle r6duit le nombre de descentes 
de 1 car a - l ( i +  1)= a -~( i ) -1 ) .  La diff6rence entre les deux signatures d6pend 
du nombre de segments (dans le diagramme de a) modulo deux qui coupent 
celui qui joint a -  1 (i + 1) fi i + 1, d'ofl le signe ( -  1) / -~ (resp. ( -  1) i - j -  1). L'6galit6 
dans 1I; est imm6diate par construction. 

Pour les valeurs extremes i = 0  et i=  n i l  faut remplacer n + 1 par 0 et - 1  
par n. 
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En conclusion, dans le dbveloppement de bl k les termes du premier cas 
s'61iminent entre eux deux fi deux ( ( - l ) idgsgn(cr)a+(-1) id isgn(~r ' )~r '=O et 
do sgn(e)o-+ ( - 1 ) "  d, s g n ( a ' ) a ' =  0), les termes du 26me cas donnent  lkb (car tous 
les produits  e 'd j  sont obtenus une lois et une seule) et, de marne, les termes 
du 36me cas donnent  1 k- ~ b. 

2.4. Corollaire. Pour tout k > 1 on a dans IL' les relations 

k__ k b. .  

D~monstration. Cette relation r6sulte de l 'expression de 2 k e n  fonction des 1 ~ 
et de la relation tr iangulaire des coefficients binomiaux.  

2.5. Corollaire. Pour tout k > 1 on a dans IL' les relations 

b ~/k = ,yk b et b sh k = sh k b. 

D~monstration. C'est une cons6quence de 2.4, 1.8 et 1.10. 

( k ) _  (k) 2.6. Corollaire. Pour tout n ~ 1 et pour tout k on a b, e, - e ,_ i b,. 

D~monstration. Par d6finition les ~(k) % se d6duisent des 2 k, k = l  . . . . .  n, par  la 
matrice de Vandermonde  inverse. Le lemme 1.14 montre  que la mOme matrice 
permet  de calculer les e(,k)_~ ~ partir  des k 2,_ ~, k = 1, . . . ,  n. La  commuta t ion  des 
e(~ k) f ib  est alors une cons6quence immediate  de la commuta t ion  des 2 k fi b. (~ 

Ce corollaire nous am6ne tout naturel lement fi 6tudier les familles d'616ments 
f , ~ Q  [S.],  n>- l, qui commuten t  aux b,, i.e. b , f , = f , _  1 b. pour  tout  n. Le premier 
r6sultat dans cette direction a 6t6 obtenu par  Barr [B]. 

2.7. Lemme de Barr. Soit u ~ Q [ S , ]  tel que b , u = O  dans L ' ,  alors 

u=(1/n!)  sgn(u)e,. 

DOmonstration. cf. [B],  p. 316. 

En suivant Gers tenhaber  et Schack [G-S]  on va mont re r  quelques propri6t6s 
des e~ k). 

2.8. Proposition. Les ~lOments e(~k) e Z [1/n !] IS , ]  on les propriOtOs suivantes : 

a) Pour toute famille f ,  e Q [ S J ,  n > l ,  telle que b , f ~ = f ~ - l b ,  pour tout n 
o n  a 

f ,  = sgn (f l)  e~ 1) + . . .  + sgn (f,) e~ "). 

b) Les e(, k) sont enti~rement dOtermin~s par les conditions suivantes: pour tout 
k f ix~ la famille des e(k) commute f ib  (k) et sgn(e, ) = 0  saufpour  n = k  off sgn(d,")) = 1. 

c) Pour n fixO les e~) forment  une famille complete d'idempotents orthogonaux, 
c'est d dire id = e(,1)+ ... +e(, "), e, ") e, (J) = 0 si i=bj et _,P(k)p(k)=p(k)-n ~ n  " 
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d) Soit a'J l'entier dOfini par I'kgalitk de polyn6mes 

On a alors 

En particulier 

et 

a ld t i=( t - - j+  1)(t--j+ 2).. .(t--j+n). 
i = 1  

e(,i)=(1/n!) ~ (-- 1) k-' ai,klk. 
k = l  

e(')=(1/n!)e.=(1/n!) ~ 1)k-1 k . (-- 1., 
k = l  

e(. -1)=(1 /2(n_ 1)!) ~ (--  1 )k - l (n+  1--2k)l k, 
k = l  

e~') = (1In !) ~ (k -- 1)! (n - k)! I. k. 
k = l  

e) ~ ( - - 1 ) k - l e ~ ) = ( - - l )  I" l )(n 2}/2(Dn.  

k = l  

t) Pour 
q = q . =  ~ a o n a  ,~kqn=(--1)k-1 k[(n+l)/2]q. , 

o'~Sn 

c'est 5 dire ~l.elm e~. ("+ 1)/2] 

g) L'Ogalit~ (-- 1) k- 1 2k = kdl )  +. . .  + kl e(i) +.. .  + k" d. ") est valable pour tout 
keN .  

h) Les idempotents e,,~{k) coi'ncident avec lea idempotents de Gerstenhaber ez 
Schack. 

O~monstration. On a dhj~i vu en 1.12 que e~)eZ[1/n!] IS.]. 

a) Posons f . = s g n ( f l ) e ( . ' ) + . . .  + sgn ( f . )d .  "). On va mont re r  par r6currence 
sur n que f .  = f . .  Pour  n = 1 on a f l  = sgn( f l )e ]  1) = f l .  Supposons  que f . _  1 = . f . -  l- 
Puisque les f .  commuten t  5. b on a b ( f . - f . ) =  (J~,_ 1 - f . -  t)b = 0. D'apr6s le lemme 
de B a r r . / . - f . = ( s g n ( f . ) - s g n ( f . ) ) d . " ) = 0  (cf. 1.13) et d o n c f . = f . .  () 

b) Soit e~ff ) une autre famille d'61hments satisfaisant aux memes conditions.  
D'apr4s a) on a e-},,k)= sgn(~l))e(.l)+ ... + sgn(~"))e(.") = e(ff ). 

c) Appl iquons  a) ~t la famille e(.") d. i). Si i4=j, sgn(e~~ pour  tout  k, d'ofl 
(o 0 ) -  sgn(e~~ e~i))= l lorsque k = i  et e. e,, - 0 .  Si i=j  alors = 0  dans  les autres  cas, 

donc  d.~176 Pour  la premi6re identit6 c'est a) appliqu6e ~t id(car  sgn(id) 
=1). 
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d) La matrice de passage donnant les ( - 1 )  k- 1 ;t~ en fonction des e(. i) (resp. 

des ( - 1 )  J-11~) est la matrice de Vandermonde v. telle que v.k'i--k;-- (resp. la 
g 

\ 

matrice triangulaire c. telle que cR.'J=[ n+k-J~, ) \ k--j ] cf. 1.6 . Pour v6rifier que la 

matrice de passage donnant les e~ ) en fonction des (--1)k-Ilk. est (1/n!)a. il 
suffit de v6rifier l'Sgalit6 de matrices v. a. = n ! c., soit 

~,l~ k'igli'j=~lTek'j p o u r t o u t  k et j. 
i = l  

Or on a 

-.'~k'ia"J----. -- ~ klai.'J=(k-j+ l ) (k - j+  2) . . . (k- j+n)=n!(n+k-J)  .'Ck. '~. 
i=1 i=1 \ k--j ]=n 

e) C'est la condition a) appliqu6e & la famille d'616ments l~= 
(-1)("-1)("- 2)/2 co. (de signature (--1) "-1) qui commutent aux b. (cf. [L1, 
lemme 1.1]). 

f) Posons fl.,k = ~" sgn(a) (hombres eul6riens sign6s). L'analogue de (1.4.1) 
tTESn;k 

pour les nombres eul6riens sign6s est (cf. [F]) 

f l 2n , k  ~ f l 2 n -  l , k - -  f l 2 n  1 , k - l ,  

fl2.+ Lk = k fl2..k + (2 n-- k + 2) flE.,k- ~ . 

Comme cons6quence on obtient un analogue de la formule de Worpitzki 

y,/2n+i~ 
i ) fl2n'k-i'~k' 

�9 2 n - l , k - i  - k  �9 
1 

L'image de I. k par l 'homomorphisme d'augmentation Z [ S . ] - > Z ,  a~-)1, est 
(--1)k-lfl., k. Puisque aq=tl pour tout a~S.  on a /.kt/=(--1)k-lfl.,kt/ et par 

cons6quent 2k.tl= ~ (--1)i(n + i)(--1)k-'- l fl.,k_itl=(--1)k- ' kt'"+ ~)/21rl. 

g) On applique a) aux (--1)k-12. ken utilisant 1.13�9 

h) Gerstenhaber et Schack ont construit dans [G-S] des 616ments de Q [S.] 
qui commutent / l  b et qui ont marne signature que les e~ ), ils leur sont donc 
6gaux d'apr6s b). 

2.9. DOmonstration du thO.orkme 1.7. C'est une cons6quence imm6diate des 6non- 
c6s g) et c) ci-dessus. 0 
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2.10. La cat@orie cyclique. Nous  allons maintenant  montrer  des formules de 
commuta t ion  relatives au bord  de Connes B qui est un 616ment de IL. Soit 
z = z . + l  l ' i somorphisme de [n] dans Fin d6fini par  z ( i ) = i +  1 pour  O<i<_n et 
z ( n ) -  0 (permutat ion cyclique). 

0 0 

Rappelons  la d6finition de la cat6gorie cyclique A C ~ dbfinie par  A. Connes 
(et not6e A ~ dans [C2]) .  Elle a l e s  m~mes objets que A ~ Ses g6n6rateurs 
sont ceux de A ~ plus les op6rateurs cycliques r ,+ l  (n>0) .  Ils sont  soumis aux 
relations de A ~ 

, + l = i d  ' - -  "Cn + l 

- di r ,  + l = z .  di-  1 pour  l < i < n, 

doz,+ 1 = d , ,  

- -  S i ' [ ' n +  l = T n +  2 S i _  l ~ 

- -  S o  "~n + l = "~n + 2 Sn  . 

Cette cat6gorie est autoduale,  c'est h dire qu'il y a un isomorphisme A C ~ A C ~ 
(cf. [C 23). 

2.11. Proposition. l l  exis te  un foncteur  A C ~ ~ Fin rendant commutat i f  le dia- 
gramme 

A ~ , A C ~ 

1 l 
Fin' ~ Fin 

Ddmonstration. On n'a pas le choix en ce qui concerne les images dans Fin 
des g6n6rateurs di et sl. Pour  z ,+l  on choisit comme image la permutat ion 
cyclique (not6e aussi %+ 1) d6crite en 2.10. La  v6rification dans Fin des relations 
de A C ~ est automatique.  

On  remarquera  que ce foncteur n'est pas injectif sur les morphismes.  

2.12. Le  bord de Connes abstrait. On d6finit B = B ,  dans IL par  la formule sui- 
vante 

B . = 6 o (  ~, i i sgn(~,+ 1)z,+ 1)~ Z [Hom~i, ([n] ,  [n + 1])] 
O < i < n  
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off 60: [n]--* [ n +  1] est le morphisme de Fin donn6 par  60( i )=i+ 1. On remar-  
quera que B. est bien une combinaison lin6aire de morphismes de In] dans 
[n + 1]. Le bord  de Connes est en fait (1 - ( -  1)" + 1 T. + 2) B.. Mais dans les chapi- 
tres suivants on va appliquer  cet op&ateur  au complexe de Hochschild r~duit 
sur lequel v .+2B,  op6re trivialement. On peut donc  se contenter  de travailler 
avec B. d6crit ci-dessus. 

2.13. Proposition. Pour tout n e t  pour tout k on a dans II, la relation 

l~B._,  =B._~  (kl~._1 - ( n - k  + 1)lk.7_ I). 

2.14. Corollaire. Pour tout k >_ 1 on a dans 1[ les relations 

).~B._ = B . _ , k 2 ~ _  I 1 ,  

ainsi que ~k B = B (k •k __ (k - 1) 7 k - x), s h  k B = B k ( s h  k - -  sh k 1 ) et e (k) B = B e (k - 1 ). 

DOmonstration du corollaire. La premi6re 6galit6 r6sulte de 2.13 et d 'un  calcul 
sur les coefficients binomiaux.  Pour  les deux formules suivantes il est plus rapide 
de passer aux sbries formelles. Posons  2 t = ~  ~k t k et similairement pour  7 et 
sh, On  a alors 7t=2t/~_t, et s h , = ( 1 - t ) - 1 7 , .  La formule pour  7 (resp. sh) est 
6quivalente ~ 7 t B = B ( t - t 2 ) 7 ~  (resp. s h t B = B t ( ( 1 - t ) s h ' ~ - s h t )  qui se d6duit de 
la formule pour  At, fi savoir 2 tB=Bt2 ' t .  

La formule pour  les e (k) procdde du mSme a rgument  que pour  la d6monstra-  
t ion de 2.6. ~) 

DOmonstration de 2.13. Elle va occuper  le reste de ce chapitre. 

Pour  tout  a e S .  on d6finit le nombre  de retours cycliques comme 6tant le 
nombre  de retours (cf. 1.1) de a si n apparai t  avant  1 dans la suite Im a et 
comme 6tant le nombre  de retours de a plus 1 sinon. I1 est imm6diat  de v6rifier 
que le hombre  de retours cycliques ne d6pend que du cycle (a(1) a(2)...a(n)). 

On d6compose S n ;  k e n  S ~  suivant que a - 1  a k retours cycliques ou 
k + l  retours cycliques. L'bl6ment eul6rien 1 k se d6compose alors de mani6re 

k kO k, 1 ~vidente en I. = l.' + I . .  On v6rifie que 

.lk, O=l k+X,1 et I"t k'l l " -k+l '~  
n ~n *tl *n -n  ~ ~n 

Mont rons  que la proposi t ion  est une cons6quence du 

2.15. Lemme.  l k' 1 B = k B 1 k_ 1. 

En effet 2.13 est vrai dans le cas extreme k = n :  I~B=--Bl" .2 l  (d6j~i utilis6 
R l " l " - k + l , l B = l ~ ( n - k  dans [L 1]). De l'6galit6 ci-dessus on dOduit alors l k ' ~  

n - k + l  __  + I ) B I . _ ~  - - - (n - -k+ l )Bl" .7_ l t " -k+ t - - - (n - -k+ l )BlkT_~. . ._ l  - Les deux 6galit6s 
k 0  I k' ~ B = k B I k _ ~ et l." B = - (n - k + 1) B I k 5 ~ nous donnen t  pr6cis6ment 2.13. 

DOmonstration de 2.15. Les permuta t ions  a qui apparaissent  dans l k'~ laissent 
fixe 0. Doric on peut  6crire l k ' 16o=fo~ , lo f i  ~,1 a la m~me 6criture que I k'l 
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avec 6 op6rant  sur {0 . . . . .  n} par  6 ( i )=a( i )  si i + 0  et 6 (0)=0 .  Ainsi l'6galit6 
d6montrer  est 6quivalente/t  la formule suivante darts Z [S,]  : 

~ , '  ( ~  sgn (r~.) z~,) = k (Z  sgn (r~) z~) I, k-~ 

On va en fait 6tablir une bijection entre les diff6rents 616ments intervenant  
dans les d6veloppements fi gauche et / t  droite. 

2.16. Lemme. Fixons e~S~,;k et i~{0 . . . . .  n- -  1}. 1l existe une unique permutation 
o )eS ,_  1;k et un unique entier j tels que 6zi=rJco.  

Ddmonstration. I1 existe un unique j tel que co = z -J 6 z i envoie 0 sur 0. Mon t rons  
que ce produi t  est dans S,_ 1;k. Puisque 6 -  1 a k retours cycliques par  hypoth6se, 
il en est de m~me de c o = z - J 6 z  ~. Puisque co(0)=0, c'est aussi le nombre  de 
retours de co-~, d'ofl co~S. 1,k- 

2.17. Lemme. Fixons j e t  co ~ S ,_  ~:k. I1 existe  k paires (i, ~) telles que co = z - j  6 z i 
0 

e t  ( T G S n ;  k . 

Ddmonstration. Consid6rons la famille z J c o r  ~ pour  i = 0 ,  ..., n - 1 .  Puisque 
rJo~eS,_t;k il y a dans cette famille k 616ments ayant  k retours cycliques et 
( n - k )  616ments ayant  ( k+  1) retours cycliques. D o n c  pour  j e t  co fix6s il y a 
exactement k paires (i, a) avec a e S  ~ 1;k. 

Ces deux lemmes permettent  d'6tablir la bijection cherch6e. Les signes coin- 
cident car ce sont toujours les signatures des permutat ions  en cause. Ceci ach~ve 
la d6monst ra t ion de 2.15 et donc  celle de 2.13. ~ 

3. Homologie de Hochschild 

Soit C: F i n ' ~  (K-modules) un foncteur dont  on note encore C le compos6 avec 
A ~ -~ Fin' d6crit en 2.1. L 'homolog ie  H , ( C )  de ce module  simplicial est l 'homolo-  
gie du complexe (C , ,  b = X i ( -  1)idl). On va mont re r  que les r6sultats des chapi- 
tres pr~c6dents permettent  de construire sur H ,  (C) des 2-op6rations. N o u s  allons 
6noncer ces r6sultats dans le cas particulier de l 'homologie  de Hochschi ld  d 'une 
alg6bre commutat ive,  mais il sera bien clair dans les d6monstra t ions  qu'ils sont 
valables pour  tout  foncteur C des ensembles finis point6s dans les K-modules.  
On laisse au lecteur le soin d'expliciter l '6nonc6 dans le cas g~n6ral. 

3.1. L'homologie de Hochschild. Soit K un anneau commuta t i f e t  A une K-alg6bre 
commuta t ive  que l 'on supposera  toujours  unitaire. Tout  module  M sur A peut 
~tre consid6r6 comme un A-bimodule  (parfois qualifi6 de <<sym6trique>>) par  
a g g l  = m a .  

Le module  simplicial d6fini par  In] w-, C, = M |  | a pour  faces 

( m a l , a 2 , . . . , a , )  si i = 0 ,  
di(m, al . . . . .  a , )=] (m,  al . . . . .  aiai+l . . . . .  a,) si l<=i<n, 

[(a.m, al . . . . .  a , -1 )  si i = n ,  
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et pour  d6g6n6rescences si(m, al . . . . .  a,) = (m, al . . . . .  ai, 1, ai+l, ..., a,). 
Par d6finition l 'homologie de Hochschild de A fi coefficients dans M est 

l 'homologie de ce module simplicial. Elle est not6e H ,  (A, M). Lorsque M = A 
on notera aussi HH,(A)  au lieu de H,(A, A). 

3.2. Proposition. Lorsque A est commutative et M symOtrique, le foncteur A ~ 
--*(K-modules), [n]~--~M| | se factorise f travers la catdgorie Fin' des ensem- 
bles finis pointks. 

DOmonstration. On d6finit un foncteur Fin' ~ (K-modules) de la mani6re suivante. 
Pour tout application point6e f:  [n] ~ [p] on pose 

f (ao . . . . .  a,) =(bo . . . . .  bp)~ m | A | 

(i.e. ao et boe M et les autres coefficients sont dans A). On d6finit alors b~ par 

bi=ai, aiz...aik si f-l(i)={il,i2 . . . . .  ik} et 

bl = 1 si f -  1 (i) = ~. 

La commutativit6 de A e t  le fait que M soit sym6trique impliquent que ce 
foncteur est bien d6fini, Le compos6 A ~ ~ Fin'--* (K-modules), o~ le premier 
foncteur est celui d6fini en 2.1.1, donne bien le module simplicial de d6part. 0 

I1 r6sulte de cette proposit ion que la diff6rentielle b = S i ( -1 ) id i  du complexe 
C ,  est l 'action de bel l . )  sur C. 

3.3. Ehomologie de Harrison (cf. [B]), Elle s'exprime classiquement en termes 

de shuffles. Les modules Shn = ~ Im sh k forment un sous-complexe de C ,  (cf. 
k=2  

2.4). Par d6finition l'homologie de Harrison, not6e H a r r , ,  est l 'homologie du 
complexe quotient C , / S h , .  

3.4. 2-opOrations et filtration sur le complexe C ,  

Puisque C est un Fin'-module, l'alg6bre de groupe K [ S . ]  c ll.~ op6re sur C, 
et on note cette op6ration par le m~me symbole, par  exemple 2 k dans le cas 
des 2-op6rations. 

On a ainsi (cf. App.) une V-filtration F~rC. sur C,. Le corollaire 2.5, qui 
d6montre la commutat ion  entre b e t  ~, implique que C ,  est un complexe filtr6. 
I1 donne donc naissance fi une suite spectrale E~q=Hp(F~/Fq~+O=~Hp+q(C,). 
Notons  FIH.(C,) la filtration sur l 'aboutissement r6sultant de cette suite spec- 
trale: FIH,(C,)= I m ( H , ( F i r C , ) ~  H,(C,)). On remarque qu 'on a une inclusion 
Fir(C,) ~ FIH,(C,) qui n'est pas forc6ment un isomorphisme. 

3.5. Th6or~.me. Pour toute alg~bre commutative unitaire A sur l'anneau K et pour 
tout A-module M on a 

(a) F 1 H , ( A , M ) = F 2 H . ( A , M ) = H . ( A ,  M) pour n > 0  et F1Ho(A, M) 
= Ho(A, M ) =  M (et idem pour Fir). 
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(b) F. + 2 H.  (A, M) =  0 pour tout n (et idem pour Fi~). 

(c) Supposons M = A .  Soit E~pq le premier terme de la suite spectrale associ~e 
1 _  q <  fi la 7-filtration de C . .  On a E p q - 0  pour 1 et pour q > n + 1; E12 = Harrp(A). 

L'application naturelle #: (2"A/K ~ H H. (A)  est une surjection (resp. un isomorphisme) 
sur F, + 1 H , (A ,  A) = E~, + 1 (resp. si de plus n ! est inversible). 

(d) On a un diagramme commutat i f  

(2" , H H ,  

~2" , H H . 

off sgn(yk,) est un nombre entier. En particulier I'homomorphisme composd 
Im I ~  F]+ 1 H H .  ~ I m p  est la multiplication par n!. Si n! est inversible on a 

n ~  7 un isomorphisme (2 = F.+ 1 H H. .  

(e) H , (A ,  M)  est un 7-anneau (special 7-ring) pour la multiplication triviale, 
en particulier pour tout x e F f  H . (A ,  M)  on a 2k(x)+(-- 1)kkixeFf+ 1H. (A ,  M). 

DOmonstration. Ces r6sultats sont essentiellement fond6s sur les formules concer- 
nant les 7. k 6nonc6es en 1.8. 

(a) Puisque 7,~=id, on a, pour n > l ,  F 1 C , = C . .  D'apr6s 1.8 on eonstate 
n + l  

que ~ 7k,=0, done id=7.1 est combinaison linbaire de 72 . . . .  7, "+1. Ainsi on a 
k = l  

F 2 C. = F1 C, = C, pour tout n > 1. 

(b) Ceci rbsulte de 7,k=0 pour k > n + 2  (cf. 1.8), qui implique F ~ C , = 0  pour  
k > n + 2 .  

(c) La premi6re affirmation est imm6diate d'apr6s (a) et (b). Pour la seconde 
on part de F ~ C , = C . .  Montrons que F~, c'est fi dire l'espace engendr6 par 
les images de 73 . . . . .  7 "+~, est exactement l'image engendr6e par sh 2 . . . . .  sh". 
En effet, d'apr6s 1.11, cette derni6re s'identifie fi l'image engendr6e par 71 

n + l  
+72,73 . . . . .  7 "+~. Or la relation ~ yk.=0 implique que c'est aussi l'espace 

k = l  

engendr6 par 73 . . . . .  7 "+1, c 'est/ l  dire F~3C,. L'homologie de ~/~-~ (c'est fi dire ~ 2 / 1 "  3 

E12) est donc bien l 'homologie de Harrison (cf. 3.3). 
Posons x = a o | 1 7 4  et ~ = a o d a l . . . d a , .  L'homomorphisme p e s t  donn6 

par p(~)=[g,(x)]  (cf. [L-Q, formule 2.3]). D'apr6s 1.8 on a 7"+1=(- I )"e , ,  et 
donc p(Y)= ( - 1 ) "  [7"+ 1 (x)]. Ceci prouve que l'image de p est F, + i H,(C). 

Lorsque n! est inversible # a un inverse donn6 par x~-~,(1/n!)~, c'est donc 
un isomorphisme sur F,+ 1 H,(C). 

(d) La commutativit6 du diagramme r6sulte de 

7io/.~ (X) = ['~io/;n (X) ] = [sgn (y i) e. (x)] = sgn(7 i) ~u (2). 
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S i x  est un cycle on a 7"+1 [x] = [7"+ 1 (x)] = ( - 1 ) "  [e,(x)] = ( - 1 ) "  p(s ce qui 
prouve l'inclusion de F,~+1HH, dans I m p .  D'autre part  on a n I p ( s  
( - 1 ) "  sgn(7 "+ 1) p ( y ) = ( _  1)" V "+1 p(s ce qui prouve l 'autre inclusion. 

Si n! est inversible l 'application x~--~(l/n!)(,s est un inverse pour p. On a 
donc n i Im # = F]+ 1 HH, = Im # = O'. 

(e) Puisque H,  est un anneau sans 616ment unit6 fi multiplication triviale, 
il suffit d'apr6s l 'appendice de prouver que 2 ~ est une application Z-lin6aire 
et que 2 k 2k'= (--1) (k- 1)(k'-')2kk'. Ces propri6t6s r6sultent du chapitre 1 (en parti- 
culier 1.7). 

La seconde assertion est une propri6t6 des v-anneaux (cf. la proposition 
de l'appendice). 

3.6. D~composition de Hodge en caract&istique z&o. Les r6sultats pr6c6dents 
ne font aucune hypoth6se sur la caract6ristique de l 'anneau de base K. Par 
contre si l 'on suppose que K contient Q, on dispose des idempotents e(, k) dans 
K [S,] c ll.~, et la V-filtration provient en fait d'un scindage du complexe de Hoch- 
schild. On note C(f ) (resp. H~)(A, M)) l ' image de l 'action de e(, k) sur C, (resp. 
H,(A, M)). D'apr6s 2.6 le complexe C ,  se scinde en somme directe des sous- 
complexes C~ ) et FiT C,  = @k <ic(k), OU encore G r ~ + I C , =  C~ ). La suite spectrale 
est alors complStement d6g6n6r6e et les deux filtrations de H ,  coincident. 

3.7. Th6or~me ([B-V], [G-S]). Si K contient Q on a, pour tout n > 1, une dOcompo- 
sition de Hodge de l'homologie de Hochschild: 

H,(A, M)= H(,t)(A, M)| M) avec 

H(,')(A,A)=Harr,(A) et H(,')(A,A)=Y2"Am. 

Cette derni6re 6galit6 6tait d6j~i dans [B]. Rappelons ici que Ho(A, M) 
= H(o~ M ) = M .  

D~monstration. La premi6re assertion est un cons6quence imm6diate du scindage 
du complexe de Hochschild mentionn6 plus haut. Les autres r6sultent de 3.5c) 
et 3.5 d). 

4. Homologie cyclique des alg~bres commutatives 

Soit C: Fin -* (K-modules) un foncteur de la cat6gorie des ensembles finis dans 
la cat6gorie des K-modules.  D'apr6s le chapitre 2 il d6termine par  composition 
avec A C ~ ~ Fin un foncteur de A C ~ dans la cat6gorie des K-modules c'est 

dire un module cyclique. Nous allons 6tudier dans ce chapitre les 2-op6rations 
et leurs filtrations associ6es sur l 'homologie cyclique de ce module cyclique. 

Comme pr6d6demment nous 6noncerons les propri&6s pour le cas de l 'homo- 
logie cyclique d'une alg6bre commutative,  mais il sera bien clair dans les d6mon- 
strations que tout ceci est valable pour tout module cyclique provenant  d'un 
foncteur Fin ~ (K-modules). 
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4.1. Homologie cyclique. Un module cyclique est un foncteur C: AC ~ 
~(K-modules) .  Par  d6finition I-L-Q] son homologie cyclique est l 'homologie 
du bicomplexe B(C) 

B B 
C2( C1( C 0 

C l (  C 0 

Co 

od C, est le quotient de C,  par le sous-module engendr~ par les d6g6n6rescences 
et off b e t  B sont les actions des 616ments be t  B de ILK sur C.. 

Pour toute K-alg6bre unitaire A l e  module simplicial A*" I-n]~--~A | est 
un module cyclique pour z .+i(ao . . . . .  a . )= (a . ,  ao . . . . .  a. 1). On note H C, (A)  
les groupes d 'homologie cyclique lorsque C =  A #. 

4.2. Proposition. Lorsque A est commutatif le fimcteur A*" A C ~ ~ (K-modules) 
se factorise 5 travers la catOgorie Fin des ensembles finis. 

DOmonstration. I1 suffit de reprendre la d6monstration de 3.2. En effet lorsque 
M = Ale  foncteur de Fin' dans (K-modules) est en fait bien d6fini sur la cat6gorie 
Fin toute enti6re. Pour montrer  que la restriction fi A C ~ est bien A e il suffit 
de constater que z,+ 1 = ( 0  1.. .n)~K IS,+ 1] clLK op6re sur A | ~ comme indiqu6 
ci-dessus. {) 

4.3. 2-operations et filtrations sur l'homologie cyclique 

On d6finit une op6ration 2 k sur le bicomplexe/~(C) en prenant 2 k sur la premi&e 
colonne, k2 k sur la seconde et plus g6n6ralement k i2 k sur la i-6me. D'apr6s 
2.14 on a Bk2k=2kB,  donc ces actions s'assemblent pour d6finir un endomor-  
phisme du K-module  diff6rentiel gradu6 Tot/~(C), que l 'on note encore 2 k. I1 
induit ainsi une op6ration (toujours noted 2 k) sur le groupe d'homologie 
H C , ( C ) = H C , ( T o t  B(C)). I1 est clair que l 'on a aussi des op6rations 7 k, sh k 
et ok. 

Comme dans le cas de l 'homologie de Hochschild on a une y-filtration sur 
le bicomplexe/~(C), d 'o5 une suite spectrale E~q=~HCp+o(C ). Les deux filtrations 
de HC,(C) (celle provenant  de la suite spectrale et la 7-filtration) sont li6es 
par une inclusion Fi~ H C, ~ FiH C,. 

4.4. Th6or~me. Pour tout algObre commutative unitaire A sur l'anneau K on a 

(a) F 1 H C , ( A ) = F z H C , ( A ) = H C , ( A )  pour n> 1 et F 1 H C o ( A ) = H C o ( A ) = A  
(et idem pour Fi~ H C,). 

(b) Fn+ zHC,(A)=O (et idem pour F] HC,). 
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(c) Soit El, q les premiers termes de la suite spectrale associ~e 5 la v-filtration 
de Tot B(C). On a E~q=O pour q < l  et pour q > p + l ;  E~z=Harrp(A) si p> 3 
(pour p = 2 on a une suite exacte 0 ~ Harr2 (A) ~ E212 - ~  H~ (A) ~ 0). 

(d) HC,(A)  est un 7-anneau (special v-ring) pour la multiplication triviale, en 
particulier pour tout xsFi~ HC,(A)  on a 2k(x)+( - 1)kklxcFi~+ ~ HC,(A). 

On remarque en particulier que le g6n6rateur de HC2,(K) est dans 
F,~+ a H C2n(K) mais pas dans F~+ 2 H Czn(K ). 

DOmonstration. Les formules 2.14 montrent que F~ B(C) a pour premi6re colonne 
F~ (2, puis pour deuxi6me colonne Fi_ 1 (2, etc. 

(a) et (b) Ce sont des cons6quences imm6diates de 3.5 a) et b). 

(c) La premi6re assertion est imm6diate d'apr6s F~ (2, =F~ C,. La seconde, 
1 __ ~i savoir E,q - 0 pour q > n + 1, d6coule de F/~ Cj = 0 pour i > j  + 1. 

Le bicomplexe F~ B(C)/F~ B(C)) a la forme suivante 

Gr~ C3' 0 

Gr~ C2, 0 

Gr~ C1, - -  Gr~ Co 

0 

Puisque Gr~ C0=A, Gr~Co=A|  et que B induit d sur l'homologie hori- 
zontale, on en d6duit la derni6re assertion de (c). 

(d) Les op6rations 2* sont Z-linbaires et v6rifient la propri&6 de multiplicati- 
vit6 1.7, donc, d'aprSs l'appendice, HC,  est un 7-anneau. 0 

4.5. Dkcomposition de Hodge de l'homologie cyclique en caract&istique z&o. Sup- 
posons maintenant que l'anneau de base K contienne Q. D'apr6s 2.6 et 2.14 
le bicomplexe B(C) se d6compose en somme directe de sous-bicomplexes B(C) (i) 
ayant la forme suivante 

i - t -  1 (~(1) I ( � 9  " J  i + ~ ~ " 

C i) ( 

B 
~ i  - -  1 ) ( 

B 

C7--1", 
1 
0 

. ~  

1 
c(;}, 

C{oO) 

0 0 
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On note HC~ ) l 'homologie  de T o t ,  B(C) "). On a 6videmment HC~ } 
= G r ~ + ~ H C ,  et ~k k (resp. 2 k) op6re par  la multiplication par  U § (resp. 
( _ 1)k- 1 k i) sur cette composante .  

Enon~ons tout  d ' abord  les principaux th6or6mes concernant  cette d6compo-  
sition. 

4.6. Th6or6me. Si K contient Q on a, pour tout n > O, une d~composition de Hodge 
de l'homologie cyclique : 

H C , ( A )  = HC{,1}(A)G... OHC(,")(A) avec 

H C{,1}(A) = Harr , (A)  pour n > 3 et une suite exacte 

0 --* Har t  2 ~ HC(21) ~ HOg ~ 0 pour n = 2, 

H C{. ") (A) = (2"a/K/d Q"aT~" 

Lorsque l'algObre A est lisse sur K cette dOcomposition s'Ocrit 

H C z = O G . . . O O ( ~ H O o R ( ~ H 2 R G . . . O H o  g2n-2 ( ~  ~r 2 n  /dQ 2 n - 1  , 

HC2n+I =O~...~O~O~HIR~H3DR~...(~HDR(~O2n 2n+l/d~-22n" 

Dans  [L 1] on a d6montr6 que, si A est muni  d 'une involution et si 2 est 
inversible dans K, on a une d6composi t ion de l 'homologie  cyclique en somme 
directe de l 'homologie  di6drale H D ,  et de l 'homologie  di6drale gauche H D , .  
Le lien entre ces deux d6composi t ions est le suivant. 

4.7. Proposition. Munissons l'algkbre commutative A de l'involution triviale. On 
a alors 

H D , ( A ) =  OIHC{,Zl)(A) et HD' , (A)= OiHC{.  2i+')(A). 

Connes a d6montr6 que l 'homologie  de Hochschi ld  et l 'homologie  cyclique 
sont li6es par  une suite exacte dite de p6riodicit6 [C2,  L-Q] .  Elle se compor te  
de la mani6re suivante vis-~t-vis de la d6composi t ion pr6c6dente. 

4.8. Th6or~me. Soit A une alg~bre commutative sur l'anneau K contenant Q. 
Pour tout i on a une suite exacte 

... ~ H H(ni}(A) ~ H C{ni}(A) ~ H C{n~s ) )(A) ~ H H{n~}_ , (A) ~ . .  . 

_ .  , .  r , }  (A)  O ' ;  ' / d  - 2 ' o . . .  x x ~ i +  l 

En particulier H C2,(K)  = H c(zn}n( K) = K. 

D~monstration de 4.6. Le bicomplexe /3(C) {1) est exactement celui d6crit dans 
la preuve de 4.4 c), d'ofl le r6sultat. 

D 'apr6s  la forme de B(C) {n} et le fait que le conoyau  de b: C~i+I}~CI i} soit 
s ~ (B induisant  d) on d6duit que HC~"}= O"/dP n- 1 
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Lorsque A est lisse le bicomplexe B(C) ") est quasi-isomorphe au bicomplexe 
form6 du complexe de de Rham tronqu6 

~t~i +__ Q i - -  1 ~__ . +._ ~ 0  

sur la ligne i et 0 partout ailleurs (cf. [L-Q, 2.8]). I1 suffit de prendre l'homologie 
pour trouver les formules cherch6es. 

D~monstration de 4.7. Le scindage du complexe C en C + O C  - (donnant HD 
et HD') se fait grace ~i l 'op6rateur l,", qui est d'ordre 2. En utilisant 2.8e) on 
montre que l," Z ( -  1) k- x e(kt= I~ l," = 1 = Z e (k), d'ofl 1~ e r (--  1) k -  1 e(k). On en 
d6duit la comparaison annonc6e. 0 

D~monstration de 4.8. L'homologie de la premi6re colonne de /3(C) (/) est HH(I, ). 
L'homologie du quotient par cette premi6re colonne est HH~ 1~ d6cal6 de 2. 
Le rbsultat annonc6 n'est doric que la longue suite exacte d'homologie d'une 
suite exacte courte de complexes. 

4.9. Comparaison avec [B-V] et IF-T]. Une d6composition de rhomologie de 
Hochschild et de l 'homologie cyclique d'une alg6bre commutative dans le cas 
rationnel a 6t6 obtenue par Burghelea et Vigu6-Poirrier [B-V] par une m6thode 
diffbrente. En se plagant dans la cat6gorie des alg6bres diff6rentielles gradu6es 
commutatives (ADGC), ils rbsolvent A par une ADGC libre et montrent que 
l 'homologie de A est l 'homologie de cette ADGC. Grace au calcul de l 'homologie 
d'une alg6bre tensorielle (cf. [L-Q, prop. 5.4]) on peut ramener l 'homologie de 
I 'ADGC en question ~i l 'homologie d'un complexe plus simple (cf. [B-V, th6o- 
r6me 2.4]). C'est ~i partir de ce complexe qu'est d6finie pour toute ADGC la 
graduation de Burghelea et Vigu6-Poirrier. Le cas particulier d'une alg6bre com- 
mutative est 6tudi6 dans [V], off est aussi d6montr6 le th6oreme 4.6 ci-dessus. 

En appliquant notre dbcomposition au module cyclique associ6 /l I 'ADGC 
ci-dessus et en passant au complexe plus simple, on constate que l'op6ration 
j~k op6re pr6cis6ment par ( - - l ) k - l k  i s u r  la i-6me composante de la graduation. 
Ceci d6montre que les deux d6compositions coincident. 

Dans [F-T] Feigin et Tsygan ont aussi d6fini des 2-op6rations sur l 'homolo- 
gie cyclique darts le cas rationnel pour une alg6bre commutative. Ils d6finissent 
ces op6rations sur le complexe de Connes (A | 1 / ( 1 - ( - 1 ) " r ,  b)). On a montr6 
dans [L-P] que ces op6rations sont les m~mes que les n6tres. Par cons6quent 
leur d6composition de l'homologie cyclique co'incide avec celle d6crite pr6c6dem- 
ment. 

4.10. Remarque. I1 est clair que la d6composition de Hodge du bicomplexe B(C) 
permet de d6finir une d6composition de Hodge pour l 'homologie cyclique n6ga- 
tive ainsi que pour l 'homologie cyclique p6riodique. 

5. 2-operations et th~orie des invariants 

Dans ce chapitre K est un corps de caract6ristique 0, par exemple Q. 
Nous allons montrer  que via la th6orie des invariants les 616ments eul6riens 
peuvent s'interpr6ter comme de vraies puissances ext6rieures. C'est en fait le 
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r6sultat principal de [L-P]. Grace it cette interpr6tation et aux propri6t6s de 
2-anneau des repr6sentations de l'alg6bre de Lie des matrices, on en d6duit 
une preuve de la propri6t6 de multiplicativit6 des 616ments eul6riens. 

5.1. ThOorie des invariants. Notons 91v=glp(K ) l'alg6bre de Lie des matrices 
p x p  it coefficients dans K. L'inclusion glv~glv+ ~ est obtenue en rajoutant 
une ligne et une colonne de z6ros. A la limite on obtient U 91v = 91. 

p 

Le produit tensoriel au-dessus de K de n copies de 9l vest not6 91~". C'est 
un 91v-module dont le quotient par cette action est le module des coinvariants 
(91~")g~ �9 Si V d6signe l'espace vectoriel K v on a .qlp=gl(V) et gl~" s'identifie 

~ n  " ~ |  it gl(V ). A toute permutation a e S ,  est associ6 l'endomorphisme de V qui 
permute les variables. On a ainsi un homomorphisme K[S.]--*qI(V| qui 
par projection sur les coinvariants donne K[S,]--,(gl~")gl~. Cet homomor- 
phisme est S,-6quivariant pour l'action de S, par conjugaison sur K [S.]. 

La th6orie des invariants nous dit que K [S.] ~ (gl~")g~, est un isomorphisme 
d6s que p > n. 

Soit U, la classe de conjugaison du cycle r=(1 2...n) dans S,. I1 y a une 
bijection canonique S,_ ~ -~ U, qui est S,_ ~-6quivariante pour l'action it gauche 
de S,_~ sur lui-mSme et l'action par conjugaison de S,_~ sur U, (S,_~ 6tant 
identifi6 au sous-groupe des permutations de S, qui fixent 1). 

Nous allons nous int6resser it l'inclusion 

inc: K IS,_ i ]  ~ K [U,] '--, K [-S,] ~ (91~"),,p. 

(0 5.2. Puissances extOrieures des matrices. Si V = K  v alors A k V ~ - K  k et donc 

gl(AkV)~gl(~). On note A~ l'application k-i6me puissance ext&ieure A~: gl v 

~ gl(~)donn6e par 

k 

A~(cz)(vl A. . . /~  vk)= 2 vl A . . .  Av i_ l  /~or vi+l A . . .  Ark. 
i=1  

C'est un homomorphisme d'algabres de Lie qui induit un homomorphisme 
S,-6quivariant (gl~ ")glp--* (gl/P~')"~O\'W () Apr6s stabilisation on en d6duit 

A~: (gl~"),,. ~ (gl| 

On remarquera que pour p > n  ceci nous donne un endomorphisme 
S,-6quivariant de (gl |  mais, bien que le module ne d6pende plus 
de p, l 'endomorphisme en d6pend toujours. 

Le r6sultat principal de Loday-Procesi [L-P], qui relie puissances ext&ieures 
et 616ments eul&iens, est le suivant: 
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5.4. Th6or6me I-L-P, prop. 3.4]. Le diagramme ci-dessous est commutatif 

inc 
K IS._1 ] , (.ql| 

[ 

l inc 
K IS._ 1] ' (aI| 

la flOche verticale de gauche ~tant la multiplication par l k_ 1. 

La combinaison  lin6aire des k l._ 1, qui donne  2 k_l (cf. 1.6), appliqu6e aux 
k A k nous donne  un endomorph isme  de (gl| que l 'on note  2,,~1. On va voir 

que ces endomorphismes  proviennent  de l 'anneau des repr6sentations de gl. 

5.4. Representations de l'alg~bre de Lie gl. On note R(fllp) le groupe de Grothen-  
dieck des repr6sentations de dimension finie sur K de l'alg6bre de Lie glp. Les 
g6n6rateurs sont les classes d'6quivalence d 'homomorph i smes  d'alg6bres de Lie 
g lp~g l .  Un  tel homomorph i sme  induit un autre homomorph i sme  (.ql~")~, 
-~ (gl| d'ofl en d6finitive une fl6che 

R (glp) ~ Homs ,  ((gl~"),b, (gl| 1)" 

En fait R (.qlp) est un 2-anneau (cf. [G])  canoniquement  i somorphe  ~ l'alg6bre 
de polyn6mes  sur les ind6termin6es 21(idp), 22(idp) . . . . .  2P(idp). Le proc6d6 de 
stabilisation habituel permet  de d6finir R(gl )=l imp R(glp) qui est un 2-anneau 
canoniquement  i somorphe h K [21 . . . . .  2 p . . . .  ]. 

La fl6che pr6c6dente se stabilise en 

R(gl) ~ Homs.((gl| (gl| 

et l ' image de 2 k par  cette fl~che est pr6cis6ment 2 k, ~. 
En fait on  va seulement s'int6resser ici fi la ~partie primitive)~ K [U. -1]  

de K IS,]  = (gl| c'est g dire fi la fl6che 

R (gl) ~ Homs._  , (K IS._ ,], K IS._ ~])-_ K IS._ 1]. 

On note  p ,  l ' image dans K[S._1] de pER(.ql). On constate  que (2 i ) ,=2 i_  1 
car la restriction i i (cf. 5.3). 2,,gl ~ K[S,_I]  est 2 , -1  

5.5. D~monstration de 1.7. Puisque R(gl) est un 2-anneau on a la relation 2k(2 k') 
. .  k k' = Pk,k' (21, ., 2kk'), qui implique 2 k_ 1 2k.'_ 1 = 2 ,  o 2 ,  = 2k(2k'), = Pk, k" (21, "-', 2kk'), �9 

Comme on s'est restreint h l 'action sur la partie primitive, la structure d 'anneau 
est triviale et t ous le s  produits  de Pk,k' donnen t  0. I1 reste donc  Pkk,(21, . . . ,  2kk'), 
----- ( __ 1 ) ( k -  1 ) ( k ' -  1) ~kk',  d'ofi en d6finitive 2 k_ 1 • k '  1 = ( - -  1)  (k - 1 ) ( k ' -  1) 2kk '  1" 

Note ajout~e apr~s la r~daction. La d6composi t ion de Hodge  de l 'homologie 
cyclique dans le cas rat ionnel  a aussi 6t6 obtenue ind6pendamment  par  T. Nat-  
sume et S.D. Schack dans un preprint  r6cent: ~A decomposi t ion  for the cyclic 
cohomology  of  a commuta t ive  algebra~. D 'au t re  par t  on t rouvera  dans l'article 
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de P. H a n l on  intitul6 {(The act ion of S, on the componen t s  of  the H o d g e  decom-  
posi t ion of Hochschi ld  homology~  des renseignements  suppl6mentaires  sur les 
idempoten ts  e~ ). 

Appendice. Structure de ~-anneau d'un id6al ~t multiplication nulle 

U n  2-anneau (special 2-ring) est un anneau  c o m m u t a t i f  unitaire R 6quip6 d 'appl i -  
cat ions ensemblistes 2 k: R --+ R, k > 0 satisfaisant les proprietes  suivantes 

i) 2 0 (x) = 1, 21 (x) = x, 

ii) 2 " ( x + y ) =  ~ 2'(x)2"-i(y), 
i=0  

iii) 2 " ( x y ) =  t.(21 (x) . . . . .  2"(x); 21 (y) . . . . .  2"(y)), 

iv) 2" (2"(x) )= / . ,m(2 '  (x) . . . . .  2""(x)), 

off les p o l y n 6 m e s / ,  e t / . , , ,  sont certains po lyn6mes  universels (cf. I-G, A-T]).  
A par t i r  des 2-op6rat ions on construi t  des 7-op6rat ions et des op6rat ions 

d ' A d a m s  par  les formules suivantes:  

yk(x) = 2k(x + k -  1), 

~9 k (x) - @k - 1 (X) 21 (X) + . . .  + ( -- 1)k - 1 ff 1 (X) 2 k - 1 (X) + ( -- 1)k k 2 k (x) = 0. 

Supposons  que R soit augment6  et que r a u g m e n t a t i o n  E: R ~ Z  soit un 
h o m o r p h i s m e  de 2-anneaux.  La y-filtration de rid6al d ' augmen ta t i on  I = Ker  e 
est d6finie pa r  

F,7I= {groupe addit if  engendr~ par  les m o n 6 m e s  y"'(xl) . . .y"~(x,),  off xr~I 
et nl + . . . + n r > n } .  

Cette fil tration poss6de les propri6t6s suivantes (cf. [A-T,  prop.  5.4 et 5.5]): 

x e F , ~ l ~ b k ( x ) + ( - - 1 ) k k 2 k ( x ) e F , \ l I  ( n >  1), 

xeF,~I=>2k(x)+(--1)kk"-lxeF,~+l I (n>= 1). 

Soit I un anneau  sans 616ment unit6 muni  d 'op6ra t ions  yk. On dit que I 
est un y-anneau (special y-ring) s'il existe un 2-anneau augment6  R tel que I 
en soit l'id6al d ' augmenta t ion .  On a donc  R = Z |  et 2 k(n,x) 

i=0  

Proposit ion.  Soit I un anneau sans ~lOment unit~ muni de la multiplication triviale. 
Les op&ations 2k: I--~ I font de I un y-anneau si et seulement si pour tout x, y ~ I  
o n  a 

a) 2~ 21 (x )=x ,  
b) 2k (X + y) = 2 k (X) + 2 k (y), 

c) , ~ ( 2 k ' ( x ) ) = (  - 1) (k- ~(k,-  ~),~kk'(X). 
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D~monstration. I1 suffit de traduire les condi t ions  des 2-anneaux.  La condi t ion  
i) se traduit en a) et la condi t ion  ii) en b) car le produit  est nul dans I. La 
condi t ion  iii) est imm6diate  car le p o l y n 6 m e  P, est une s o m m e  de produits,  
il est donc  nul dans I tout  c o m m e  2"(xy). La condi t ion  iv) se simplifie car 
le p o l y n 6 m e  P,,,, est ( - 1 ) " - 1 ( _ _  1 ) , - a z m , + u n e  s o m m e  de produits  de 2 i, ce 
qui donne  la condi t ion  c). 
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