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INTRODUCTION 

Pour tout anneau A les groupes de K-thCorie K&l), i > 1, d&finis par 
Quillen [9] sont les groupes d’homotopie de l’espace BGL(A)+. Pour tout 
homomorphisme d’anneaux f: A ---f A’ il est nature1 de dCfinir les groupes de 
K-thCorie relative l&(f) comme les groupes d’homotopie de la fibre homoto- 
pique de BGL(A)+ + BGL(A’)+. L ors q ue i = 1, 2 les groupes &&(A) admettent 
I’interprCtation algCbrique suivante. Soit vn: B(A) ---f GL(A) l’homomorphisme 
nature1 du groupe de Steinberg dans le groupe IinCaire; on a alors K,(A) = 
Ker vn et K,(A) = Coker vn . La connaissance d’une prCsentation par g&-&a- 
teurs et relations de &(A) a permis de calculer explicitement le groupe K,(A) 
dans de nombreux cas [8]. Le but de cet article est de construire, pour tout 
homomorphisme surjectif d’anneaux f, un groupe de Steinberg relatif St(f) par 
gCnCrateurs et relations, ainsi qu’un homomorphisme yr : St(f) + GL(f) 
tels que K,(f) = Ker vf et &(f) = Coker F~. On obtient ainsi un 
moyen algCbrique pour calculer K,(f). E n utilisant la longue suite exacte de 
K-thCorie on peut en dCduire des renseignements sur le groupe I$ d’un anneau. 
Par exemple, si A est un anneau noethCrien rCgulier et si on choisit pour f 
l’application A[t] --f A x A, P(t) F-+ (P(O), P(l)), on a alors K,(A) = K,(f). 

La mCthode utilisCe ici est calquCe sur celle de Kervaire [4]. La classification 
des extensions de groupes est remplacCe par la classification de certains 
modules croisCs. Un module croisC est la don&e d’un homomorphisme de 
groupes CL: M+ N et d’une action 9 de N sur M telle que 

(i) p(~(n) * m) = rip(m) n-l, n E N, m E M, 

(4 &W) . m’ = mm’m-1, m, m’ E M. 
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Notons L = Ker p et Q = Coker CL. Lorsqu’on fixe le Q-module L et 
l’epimorphisme v: N-+Q on parle d’extension relative de (Q, N) par L au lieu 
de module croise. On montre que l’ensemble &zt(Q, N, L) des classes de con- 
gruence d’extensions relatives de (Q, N) par L est en bijection avec le groupe de 
cohomologie relative H3(Q, N, L). Ce theoreme de classification generalise 
l’isomorphisme classique entre les extensions du groupe Q par le Q-module L 
et le groupe de cohomologie W(Q; L) (cf. [7, thm. 6.21). 

Voici un resume section par section. 
Dans la Section 1 nous definissons la notion d’homomorphisme et de con- 

gruence entre extensions relatives. Pour une telle extension MacLane [6] a 
construit un invariant dans H3(Q; L). 11 est aise de voir que l’image de cet 
invariant est nulle dans H3(N, L); il p rovient done du groupe H3(Q, N, L). Nous 
construisons explicitement dans H3(Q, N; L) une classe caracteristique d’exten- 
sion relative qui ne depend que de la classe de congruence de l’extension choisie. 
L’image de cette classe caracteristique dans H3(Q; L) est l’invariant de 
MacLane. 

La Section 2 contient la preuve du theoreme de classification des classes de 
congruence. L’application qui associe a une extension relative sa classe carac- 
teristique Ctablit la bijection entre &zt(Q, N; L) et H3(Q, N; L). On donne une 
interpretation topologique de ce theoreme en termes d’obstructions et d’inva- 
riants de Postnikov. 

Dans la Section 3 on s’interesse aux extensions relatives centrales (en abrCgC 
extensions r.c.), i.e., aux extensions relatives pour lesquelles Q opere trivialement 
sur L. On montre qu’il existe une extension r.c. universelle de (Q, N) si et 
seulemcnt si H,(Q, N; Z) = 0. On Ctablit une caracterisation de cette extension 
r.c. universelle (thm. 3). La proposition 6 donne un moyen facile pour la con- 
struction d’extensions r.c. universelles. On termine le paragraphe par un critere 
pour reconnaitre les extensions r.c. “universelles a homotopie p&s.” 

L’application de ces resultats a IaK-theorie algebrique est l’objet de laSection4. 
Aprhs avoir don& la presentation par generateurs et relations du groupe de 
Steinberg relatif St(f) dun homomorphisme surjectif f, on definit algebrique- 
ment les groupes K,(f) et Kr(f). 0 n montre l’exactitude de la suite 

K,(A) --f K,(A’) + K,(f) - K&q - K&4’) - Jqf) - &(4 --+ K&l’) 

en utilisant les interpretations algebriques des groupes Ki(-), i = 1,2, 3. Ce 
resultat a CtC obtenu independamment et par une methode differente par Keune 
dans [13]. Dans le tours de la demonstration on compare les groupes St(f) et 
K,(f) aux groupes st(2I) et K,(%) de I’idCal2l = Kerf, definis par Stein [IO] et 
Milnor (cf. Lemme 14). Enfin on demontre l’equivalence des definitions alge- 
briques et topologiques des groupes de K-theorie relative. 

Je remercie B. Conrad et J. G. Ratcliffe pour leurs observations pertinentes 
ainsi que I’Institute for Advanced Study pour son hospitalite. 
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1. CLASSE CARACT~RISTIQUE D'UNE EXTENSION RELATIVE 

Soit v: N -+ Q un epimorphisme de groupes. 

DEFINITION. Une extension relative de (Q, N) est la don&e d’une suite exacte 
de groupes 

A 
l-tL+M~N:Q-1 

et d’une action 7 de N sur M verifiant les conditions 

(9 CL(+)-l 4 = w(m) n-l, pour tout n E N, m E M, 

(ii) &(m’))-l m = m’mm’-l, pour tout m, m’ E M. 

La condition (i) signifie que p est un homomorphisme N-Cquivariant. La 
condition (ii) signifie que le diagramme ci-dessous est commutatif, Aut(M) 
(resp. Int(M)) designant le groupe des automorphismes (resp. automorphismes 
interieurs) de M, 

ti 
M-N 

I I 
r) 

Int(M) - Aut(M). 

Le groupe A(L) = Ker p est dans le centre de M; en effet, d’apres la condition 
(ii), si m’ E Ker p on a m = m’mm’-l pour tout m E M. De plus l’action 7 d&nit 
une structure de Q-module sur L par la formule 

q . 1 = A-l(Tj(Cj) Al), MEL, qEQ, q = relevement de q dans N. 

Cette action est bien definie, en particulier q . 1 ne depend pas du choix du 
relevement de q. En effet si n E Ker v = Im II, il existe m E M tel que p(m) = n 

et, d’apres la condition (ii), on a v(n) . XI = m(hZ) m-l = AZ. 
Dans la suite on dira que (M, p) est une extension relative de (Q, N) par le 

Q-module L. Dans la notation (Q, N) l’epimorphisme v est sous-entendu. Une 
telle donnee est parfois appelee module croise (“crossed module” [12] ou 
“abstract kernel” [7, I]). 

Un morphisme d’extensions relatives de (Q, N), soit (a): (M, CL) + (M’, p’), est 
la donnee d’un homomorphisme de groupes N-Cquivariant (Y: M + M’ tel que 
~‘(u = I”. Remarquons que 01 definit par restriction un homomorphisme de 
Q-modules L -+L’ entre les noyaux. 

Une congruence d’extenrions relatives de (Q, N) par le Q-module L est un 
morphisme d’extensions relatives qui induit I’identite sur les noyaux. L’ensemble 
des classes de congruences d’extensions relatives de (Q, N) par le Q-module L 
est note &%t(Q, N; L). 

Voici maintenant quelques rappels de cohomologie des groupes pour fixer 
les notations. Soient G un groupe et L un G-module. Le groupe des n-cochaines 
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normalisees Cn(G; L) est le module des applications c de G” = G x G x ... x 

G dans L verifiant c(g, , g, ,..., g,) = 0 d&s que l’un des gi vaut 1. L’opCrateur 
cobord 6: Cn(G; L) --f C n+r(G; L) est defini par la formule 

w (81 9 gz T..., &+,I = g1 .4?2 ?*..I &+d 

+ i (-l>i Ckl Yvgigi+1 ,***> &,I) 
i=l 

+ (-lY+l Ckl ,..*9 &I>. 

L’homologie du complexe (C*(G; L), 8) est, par definition, la cohomologie du 
groupe G a coefficients dans le module L et est notee Hn(G; L), n > 0. L’Cpi- 
morphisme v: N--f Q induit un monomorphisme de complexes v*: C*(Q; L) ---f 
C*(N, L). On note (K*, S) le conoyau de v *. On a ainsi la suite exacte de com- 
plexes 

0 -+ (C*(Q; L), S) y* (C*(N; L), 6) K* (K*, 8) -+ 0. 

L’homologie de (K*, 6) est, par definition, la cohomologie relative de (Q, N) 
a coefficients dans le Q-module L. Plus precisement on pose (noter le dkalage 
d’indice) 

Hn+l(Q, N; L) = Ker(K” ---f Kn+r)/Im(Kn-l --f K”). 

Avec cette notation la longue suite exacte de cohomologie deduite de la suite 
exacte de complexes ci-dessus prend la forme habituelle: 

... + Hfi(Q; L) v* fP(N; L) I(t fP+l(Q, N; L) 6*_ H”+l(Q; L) 

v* H”+l(N; L) --f --. . 

On definit de maniere analogue les groupes d’homologie H,(Q, N; L). Lorsque L 
est le Q-module trivial Z on notera H”(Q) (resp. W(Q, N), H,(Q), H,(Q, N)) au 
lieu de H”(Q; Z) (resp. Hn(Q, N; Z)), H,(Q; Z), H,(Q, N, 7)). 

Voici maintenant quelques preliminaires a la definition de la classe caracte- 
ristique d’une extension relative. Soit 9: Q -+ N une section ensembliste de v, 
normalisee par ~(1) = 1, soit 

v54x) = x, XEQ. (1) 

11 est clair que pour tous x, y E Q on a v(v(x) v(y)) = vp(xy). Par consCquent on 
peut trouver une application f : Q x Q -+ M, normalisee par f (x, 1) = f (1, x) = 
1 et vkifiant 

44 P(Y) = Pf (x, Y) P(XYh X,Y EQ. (2) 
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Puisque vply(n) = v(n) p our tout n E N, on peut trouver une application 
$: N+ &i, normaliste par z/(l) = 1 et telle que 

/4(n) v(n) = % n E N. (3) 

LEMME 1. II existe une unique 2-cocha6ze normal&e g E C2(N; L) telle que 

(~(4 . #(n’>> vWf(lfn, 4 = Mn, 4 @n’). (*I 

Demonstration. 11 suffit de montrer l’egalid 

On pose % = (TV(n))-1. La relation (3) s’ecrit alors p+(n) = nn et la condition (i) 
implique p(T(n) . #(n’)) = np#(n’) n-l = nn’n’n-l. On en deduit, en utilisant (2), 

PM4 . wa VW f( vn, vn’)] = nn’n’n-lnnn-ln’-lnn’ = nm’TZ’ = &(nn’). 1 

PROPOSITION 1 ET DEFINITION. L’image K*g E K2 de la cocha&ze g est un 
cocycle dont la classe de cohomologie [big] E H3(Q, N, L) ne depend que de la classe 
de congruence de l’extention relative (M, CL). La classe de cohomologie [tc*g] sera 
appelee la “classe caracteristique” de l’extention relative (M, p) et notee ((M, CL). 

Avant de passer a la demonstration de cette proposition nous allons montrer 
un lemme sur l’invariant de MacLane t”“(M, CL) E H3(Q; L) d’une extension 
relative (M, p) (cf. [6, section 121). Cet invariant est la classe de cohomologie 
du 3-cocycle k E C3(Q; L) defini par la formule 

f(x, Y)f(XY, 4 = wx, YY 4 (rl(P) *f(r, 4)f(x, Y-4, x, y, 2 E Q. 

LEMME 2. On a l’egalite’ 8g = v*k dans C3(N, L). 

Demonstration. L’elCment h&g est don& par la formule 

Xg(u, v> &Y(uv, w) = &+4 v, w) X?l(u) * g(v, 4 Mu, VW), u, v, w E N. 

On rCCcrit cette relation en utilisant la definition de hg, i.e., la formule (*), et la 
relation 

(44 - ILWN vW> = t44 (dvn) * Y+‘>)~ n, n’ E N, 

qui est une consequence de la condition (ii). De plus, pour simplifier l’ecriture, 
on pose nrn = T(n) . m, n E N, m E M. On a alors 

“$(v) $qu)f(vu, vv) #(uv)-’ gJ(UV> q”‘““‘~(w>f(v(uv>, VW) $@vw)-l 

= q?(% v, 4 wJ(v> Q”‘“‘IJ(W) f(vv, VW) #(VW)-11 “qqvw) $b(u) f(vu, VW) t/J(uvw)-1. 
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Apres simplification, on remplace Um par #(u) mv(u)m#(U)-l, ce qui est possible 
vues la relation (3) et la condition (ii); soit 

Aprb simplification, on utilise la relation (2) et la condition (ii) pour remplacer 
mv(u)mv(v)+(~) par ~(vu, VV) VV(UV)#(w) f(~z4, ~zI)-l, soit 

f(w vv) ““‘““‘$qW)f(V(UV), VW) 

= XSg(u, v, W)f(VU, vv) e‘v’““‘#J(W)f(VU, vu)-’ q”(“)f(vz$ VW>f(% V(VW>>’ 

D’oh, aprb simplification, on trouve 

f(VU, Vv)f(v(Uv), VW) = XGg(u, a, w) ~“(“)f(vv, VW)f(% v(vw>), 

c’est-a-dire auk = Sg. 1 

Demonstration de la proposition 1. D’apres le lemme 2 la cochaine K*g est 
un cocycle car 8K”g = K*sg = Novak = 0. Les lemmes 3, 4 et 5 ci-dessous 
montrent que [K*g] est independant du choix de f, 4, et y intervenu dans la 
definition de g. 

LEMME 3. &ant dorank y et 4, une modi$cation du choix de f n’affecte pas K*g. 

Demonstration. Soit f’ une application normalisee verifiant (2). 11 existe une 
application h:Q x Q+L telle que f’(-, -) =f(-, -)hh(--, -). Si g’ 
designe la 2-cochaine associee a f ‘, on a la relation g’ = g + v*h, d’oh 

K*g’ = K*g + /c*v*h = K*g. I 

LEMME 4. &ant donnb 9, et f, une modification du choix de # modijie K*g par 
l’addition d’un cobord. 

Demonstration. Soit 4’: N-t M une application normalisee verifiant (3). 
11 existe alors une application 8: N -+ L telle que 4’(-) = I/J-) X0(-). Si g’ 
designe la 2-cochame associee B Z/J’ on verifie aisement que g’ = g + 60 et par 
suite 

K*g’ = lc*g + +*q. 1 

LEMME 5. Toute modi$cation du choix de y peut &tre suivie d’une modification 
du choix de f et de # de telle man&e que la 2-cochaine g reste inchange’e. 

Demonstration. Soit v’: Q -+ N une application normalisee verifiant (1). 

481/54/I-13 
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II existe alors une application Q: Q + J!l telle que I$(-) = pq(-) v( -). On 
pose 

et 

f’(% Y) = 4(x) (7(P) * 4(Y)).% Y) c7(XYF1Y .x, Y E Q, 

VW) = ?w 4”W> ?zEN. 

Notons g’ la 2-cochaine associee a (v’, f’, #I’) et calculons g’(n, n’) en utilisant les 
notations “rn = 7(n) . m, n E N, m E M et li = q”(n), n EN. Par definition on a 

*‘(n> ~‘“(n)ll,‘(n’)f’(wz, vn’) = hg’(n, n’) f(d), soit #(n) ti-l p(fi)wu(n)[#(n’) 7i’-l] X 
2 mY(lWf(vn, vn’) G&-l = Ag’(n, 12’) #(nn’) &‘-l. Aprb simplification on utilise 
la condition (ii): 

#(n) fi-lfii[,y(n)#(n’) m”(n)#-l] li-%? Gv(n)#j(vn, vn’) = hg’(n, n’) +(nn’). 

Soit finalement 

a)(n) ~v(n)~(n’)f(~, vn’) = hg’(n, n’) t)(d), 

d’oh hg’ = hg. 1 

Pour terminer la demonstration de la proposition 1, il nous reste a voir que 
deux extensions relatives congruentes ont m&me classe caracteristique. Soit 
01: M- M’ l’isomorphisme definissant la congruence entre (M, CL) et (M’, p’). 
Si IJJ, f, et # sont les choix faits pour definir la 2-cochaine g, on peut prendre 
v’ = y, f’ = c#, I/’ = a$ pour definir g’. 11 est alors clair que g’ = g. 1 

En conclusion la classe caracteristique definit une application E: &zzt(Q, N,L)+ 

WQ, N; L). 

PROPOSITION 2. L’image de t(M, p) par 6*: H3(Q, N; L) ---f H3(Q; L) est 
l’invariant de Maclane fML(M, p). 

Dkmonstration. Le lemme 2 implique que k est un cocycle. En effet on a 
v*Sk = 6v*k = 6Sg = 0. Un cocycle representant 8*[K*g] est obtenu en relevant 
K*g dans C3(N; L) puis en appliquant (v*)-’ 6. Or en choisissant g comme releve 
on trouve precisement K d’aprlts le lemme 2; d’oh la proposition 2. 1 

2. CLASSIFICATION DES EXTENSIONS RELATIVES 

Aprb avoir CtudiC la fonctorialite de &.zt(Q, N; L) on le munit d’une structure 
de groupe, puis on montre que .zJ est un isomorphisme. On termine par une 
interpretation topologique. 

Soient (M, CL) une extension relative de (Q, N) et vL: L -j L’ un homomor- 
phisme de Q-modules. On construit une extension relative (M’, CL’) de (Q, N) par 
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L’ telle que ~ZJ~*([(M, CL)) = [(M’, p’) d e 1 a manitre suivante. On pose M’ = 
L’ x M/-J oti - est la relation d’equivalence (am, 1) - (0, AZ), I EL. L’action 
de N sur M’ est don&e par q’(n) . (Z’, WZ) = ((VTZ) . Z’, q(n) . m) et on pose 
p’(Z’, m) = p(m). Cette construction definit une application yLz: &A(Q, N; L) + 
&&(Q, N; L’) sur les classes de congruences. Remarquons que I’application 
M + M’, m ++ (0, m) definit un morphisme d’extensions relatives de (M, p) 
dans (M’, p’). 

Soient (M, p) une extension relative de (Q, N) et v,,, , r+~o deux homomor- 
phismes rendant commutatif le diagramme 

N-LQ’ 

‘PN 
1 1 

‘PQ 

NAQ, 

On construit une extension relative (M’, p’) de (Q’, N’) par L telle que 
(yo , vN)* (((M, CL)) = ((M’, CL’) de la maniere suivante. Le groupe M’ est le 
produit fib& de Met Ker V’ au-dessus de Ker v, l’application CL’ est Cvidente. Le 
groupe N’ opere sur lui-mCme ainsi que sur N et M via F~, done il opere sur 
M’. L’extension relative (M’, CL’) a pour noyau L muni de la structure de Q’- 
module deduite de sa structure de Q-module via v. . Cette construction definit 
une application (yo , v,,,)#: rFzt(Q, N, L) --f &zt(Q’, N’; L). 

Soit (M, p) (resp. (M’, EL’)) une extension relative de (Q, N) (resp. (Q’, N’)). 
Dans le diagramme commutatif 

l---+L---+M -+N-Q-1 

‘PL 
/ 

%f 
1 

VN 
1 

PQ 
1 

1 FL’ ---+ A+” - N’ -Q’-1 

les homomorphismes yM et yN sont compatibles avec les actions de Net N’, i.e., 

%&?(4 .4 = l)‘h?v(4) . n4(4, n E N, mEM. 

PROPOSITION 3. On a ~L4KM CL)) = (FW , TO)* (f(M’, CL’)) G ff3(Q, N;L). 

Dhonstration. 11 suffit de remarquer que yLa = (vo , P)N)#. 1 

Soient (MO , pO) et (MI , pr) deux extensions relatives de (Q, N). On definit 
leur somme de Baer (M, p) par (M, p) = sp(dQ , AN)+ (M,, x MI, p,, x pJ oti 
do et A, sont les applications diagonales et s: L x L --f L l’addition. 11 est 
immediat de verifier que la somme de Baer munit &%t(Q, N, L) d’une structure 
de groupe abelien et que 5: J%t(Q, 1c’; L) ---f H3(Q, N; L) est un homomorphisme 
de groupes. 
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Remurque. L’extension relative (AZ, p-c) est triviale, i.e., represente I’ClCment 
neutre de &zt(Q, N; L), si et seulement si I’application &Z + Ker Y admet une 
section N-Cquivariante. 

Dans la suite de la section on notera V = Ker V. 

THBORSME 1. Le groupe e?zt(Q, N, L) d es classes de congruences d’extensions 
relatives de (Q, N) par le Q-module L est isomorphe au groupe de cohomologie rela- 
tive H3(Q, N; L). 

Df?monstration. Nous allons montrer que l’homomorphisme 

5: &xt(Q, N; L) --+ H3(Q, N; L) est injectif et surjectif. 

Montrons tout d’abord l’injectivite. Soit (44, CL) une extension relative et g la 
2-cochaine de N construite dans la section precedente, dont on adopte les nota- 
tions. On suppose ((1M, CL) = 0, c’est-a-dire qu’il existe b E Cr(N; L) et 
a E C2(Q; L) tels que g = 66 + y*a. Posons s(n) = t/(n) hb(n)-l E M pour tout 
n E N. On va montrer que s restreint a I’ est une section N-Cquivariante, d’ou 
(M, p) = 0 dans &&(Q, N, L). Appliquons la formule (*) au couple (v, v’) E V2. 
On trouve 

$qv) #(v’> = WV’) - b@‘) + &)) Qqvv’>, soit s(vv’) = s(v) s(v’). 

Ainsi, la restriction de s a V est un homomorphisme. Appliquons la formule (*) 
au couple (n, v), puis au couple (w, n) oh n E N et z, E I’. On trouve 
(v(n) . s(v)) s(n) = s(nv), puis s(W) s(n) = s(nv). Soit finalement v(n) . s(v) = 
s(%). Ainsi la restriction de s a V est N-Cquivariante. Enfin on a ps IV = id, car 
p(v) = p,b(a) ,&(v)-~ = v. E n d’fi ‘t e m ive on a demontre que la restriction de s 
a V est une section N-Cquivariante. 

Montrons la surjectivite de 8. Soit g E C2(N; L) tel que K*g soit un cocycle. 
Nous allons construire une extension relative (M, p) de (Q, N) par L telle que 
[(M, CL) = [K*g]. L’hypothbe K*g est un cocycle est Cquivalente a l’existence de 
k E C3(Q; L) tel que Sg = v*k. On utilisera cette propriete sous la forme suivante: 
si l’un des elements n, n’, n” de N appartient a V alors (Sg) (n, n’, n”) = 0. 
L’image de g dans C2( V, L) est un 2-cocycle qui definit une extension M de V 
par L. On note (1, v) un Clement de M avec 1 EL, v E V, on a done (1, v) (1’, v’) = 
(1 + 1’ + g(v, v’), WV’) et ~(1, v) = ZI. On definit l’action 7 de N sur M en posant 

v(n) . (1, v) = ((4 . 1 + g(n, v) - g(nv, n), nv). 

LEMME 6. Le couple (M, CL) est une extension relative de (Q, N) par L. 

Dkmonstration. Montrons que q(n) est un homomorphisme de groupes. II 
suffit de verifier que y(n) . (0, v) 7(n) (0, v’) = q(n) (g(v, v’), VU’) ou encore que 
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g(n, v) - g(% n) + g@, 2)‘) - g(nv’, n) + g@,, q = (4 . g(v, 0’) + g(n, VW’) 
- g(“(w’), n). Or ceci resulte de 1’CgalitC 

-(Sg) (n, u, 2)‘) + (Sg) (%, n, 2)‘) - (Sg) pv, “v’, rz) = 0. 

Montrons que l’application n++?(n) est un homomorphisme de groupes. 11 
suffit de verifier que ~(nn’) . (0, w) = y(n) . (I . (0, n)) ou encore que 
g(nn’, 7l) - gyv, nn’) = (vn) . g(n” w) - (vn) . gpv, n’) + g(n, n’v> - 
g(nn’v, nn’). Or ceci ritsulte de 1’CgalitC (Sg) (n, n’, v) - (Sg) (n, “‘v, n’) + 

w P ‘w, n, n’) = 0.11 est trivial que la condition (i) des extensions relatives est 
satisfaite. Pour la condition (ii) il suffit de montrer que (1, v) (I’, v’) = (T(O) . 
(Z’, 2)‘)) (I, v), ou encore que 2 + 2’ + g(v, v’) = I’ + g(v, v’) - g(%‘, v) + I + 
g(W, v), ce qui est evident. a 

Fin de la dtfmotlstration du thio&me 1. Nous allons maintenant montrer que 
l’invariant relatif de (M, CL) est la classe de cohomologie [K*g] dont on est parti. 
Ceci montrera la surjectivite de E. 

Soit v une section ensembliste (normalisee) de Y. Posons #(n) = (g(n, A), nti) E 
M, avec n E N et ti = TV(n)-” et 

f(m, vn’) = (~(nn’) . g(%-l, n-l) + v(nn’) . g(%-lC’-l, titi’G’-l), C-%-W). 

Appelons g’ la 2 cochaine de N definie par v, # et f grace a la formule (*). On 
constate alors que 

(g’ - g) (n, 4 = -(%A (n, n’ff’) + (Sg) ( nn’, fi’, %) + (Sg) (nn’, ti’il, CW-%fi’) 

- (Sg) (“(n’ti’), n, n). 

Puisque Sg = v*k on a K*Sg = tc*v*k = 0 d’oh K*g = K*g’. 1 

Voici une interpretation topologique de la classification des extensions rela- 
tives. Soit p: E -+ B une application continue entre espaces topologiques telle 
que VIE = 0 si i # 1 et rri(B, E) = 0 si i # 2. La longue suite exacte d’homo- 
topie associee Q p se reduit alors a 

b(p): 1 --t rzB + r,(B, E) -+ rl(E) - r,B - 1. 

11 est bien connu [12] que r,E opere sur le groupe d’homotopie relatif T~(B, E) 
et que les conditions (i) et (ii) des extensions relatives sont remplies. La classe 
caracteristique de cette extension relative est alors un Clement [(B(p)) de 
H3(rlB, nlE; nzB). 

L’espace B est l’espace total d’un fib& de base K(r,B, 1) et de fibre K(rzB, 2), 
oh K(G, n) designe un espace d’Eilenberg-MacLane de type (G, n). Ce fib& 
est en fait la dCcomposition de Postnikov de B puisque B n’a que deux groupes 
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d’homotopie non nuls. L’image inverse 2 de ce fib& au-dessus de E est trivia- 
Ii&e grace a I’application p. 

z l B 

f 

/’ 
,/ 

,/’ 
/’ 

7’ 
1’ 

/ 

” 
,,/” 

En rCsumC, on a un fib& au-dessus de K(T~B, I) trivialise au-dessus de K(rlE, I), 
la theorie classique des obstructions classifie une telle situation par un invariant 
f(p) E H3(K(rr,B, I), K(r,E, 1); ?r,B). On a alors la 

hoPOSITION 4. L’isomorphisme canonique 

H3(K(r,B, l), K(mlE, 1); r2B) -=+ H3(rlB, rlE; m2B) 

identifie Z’invariant t(p) 2 la classe caract&ristique ((b(p)). 

COROLLAIRE. L’invariant de Postnikov (k%zvariant) de l’espace B s’identifie 
ir l’invariant de MacLane de l’extension relative S(p). 

Le corollaire a deja CtC demontre par Hill [3] dans le cas oh ~a(@ est exacte- 
ment le centre de 7r2(B, E). La demonstration de la proposition est similaire et 
laissee au lecteur. 1 

3. SUR LES EXTENSIONS RELATIVES CENTRALES UNIVERSELLES 

DEFINITIONS. Une extension relative de (Q, N) par L est dite centrale (on 
dira extension r.c.) si Q opere trivialement sur L. Une extension r.c. de (Q, N) 
est dite universelle s’il existe un et un seul morphisme de celle-ci dans chaque 
extension r.c. de (Q, N). 

Soit G un N-groupe. Notons “g l’action de n E N sur g E G. Le sous-groupe 
Gh des N-commutateurs de G est engendre par les elements ngg)g-lg’-l, n E N, 

g, g’ E G. 

DEFINITION. Le N-groupe G est dit N-parfait si G = G,!, . 
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LEMME 7. Pour tout epimorphisme v: N -+Q de noyau V on a 

H,(Q, N) = H&-V; H,(V)) = V/V;, - 

Demonstration. I1 est clair que 

H,(N; Hl( V)) = h @ Hl( V) = v/v; . 
N 

De la suite spectrale homologique de l’extension 1 --f V + N-t Q + 1 on 
extrait la suite exacte 

H,(N) - H,(Q) - WN; fW9 - f-WY - H,(Q) 

qui s’identifie a la suite exacte d’homologie de (Q, N) en basses dimensions, d’oti 

%(N; f&(V)> = ffdQ, W I 

THBOI&ME 2. II existe une extension r.c. universelle de (Q, N) si et seulement si 
H,(Q), N) = 0, i.e., ssi V est N-parfait. Le noyau de cette extension r.c. universelle 

est WQ, N). 

Le principe de la demonstration est le m&me que dans le cas absolu (cf. [4, 
lemme 21 ou [S, theoreme 5.71). 

Soit G un N-groupe. Soient (X, 9) et (Y, #) deux extensions centrales N-equi- 
variantes de G. On suppose que N opere trivialement sur Ker v et Ker #. 

LEMME 8. Si Y est N-parfait il existe au plus un homomorphisme N-equi- 
variant de Y dans X au-dessus de G. 

DCmonstration. Soient fl et fi deux homomorphismes N-Cquivariants de Y 
dans X au-dessus de G. Alors pour tous y et z dans Y et tout n dans N on peut 
Ccrire 

fi(Y) =fAr) c3 fi(nY) =fi?Y) 6 f&4 =f&) c’, 

oh les elements c et c’ appartiennent au noyau de v et done au centre de X. On en 
deduit 

f,(“yxy-‘x-l) = fz(sxy-‘x-l). 

Puisque Y est engendre par des N-commutateurs ceci montre que fi = fi . 

Soit (M, p) une extension r.c. de (Q, N). 

LEMMIZ 9. Si le groupe M n’est pas N-parfait, alors pour un choix adequate 
d’une extension r.c. (M’, 11’) de (Q, N) 1 i existe au mains deux morphismes d’exten- 
sions r.c. de (M, p) dam (M’, CL’). 
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Dtkzonstration. Soit h la projection de M sur A = M/M;. Le groupe N 
opere trivialement sur A et (M’, p’) = (A x V, (a, w) H u) est une extension 
r.c. triviale de (Q, N). On pose 

Ce sont deux homomorphismes de (M, CL) dans (M’, CL’). Si M n’est pas N-par- 
fait, c’est-a-dire A # 0, ils sont distincts. 1 

Dtkonstration du thbortbne 2. Soit (U, ,%) une extension r.c. universelle de 
(Q, N). D’apres le lemme 9 le groupe U est N-parfait. Puisque ,G: U-t V est 
surjectif et N-tquivariant, V est N-parfait. 

Posons C = Ha(Q, N). Puisque H&Q, N) = 0 on a, par la formule de Kiinneth, 

H3(Q, N; C) = Hom(Hs(Q, N), C) = Hom(C, C). 

D’aprb le theoreme 1 il existe une extension r.c. de (Q, N) par C dont la classe 
caracteristique est id,. Nous allons montrer que cette extension r.c., que nous 
noterons (U, p), est universelle. 

Soit (M, CL> une extension r.c. de (Q, N) parL. L’isomorphisme H3(Q, N; L) z 
Hom(C,L) associe a [(M, p) un homomorphisme Al: C -+ L. L’image de (U, ji) 
par c+: Gzk(Q, N; C) ---f 6”t(Q, N; L) es une extension r.c. qui a pour classe t 
caracteristique +idc = 01. Done c+(U, F) est congruente a (M, p). D’autre part 
on a vu au debut de la Section 2 qu’il y a un morphisme nature1 de (U, p) dans 
c+( U, p). Ainsi on a defini un morphisme de (U, F;) dans (M, CL). Ce morphisme 
est unique d’aprb le lemme 8. 1 

Comme dans [X] on peut construire I’extension r.c. universelle a partir d’une 
presentation (N-Cquivariante) de V. Voici tout d’abord l’analogue du lemme 
5.6 de [8]. 

LEMME 10. Si (X, 9) est une extension centrale N-bquivariante d’un groupe 
N-parfait P, telle que N opkre trivialement sur Ker q~, alors le sousgroupe X> est 
N-parfait et s’envoie surjectivement sur P. 

Dbmonstration. Puisque P est engendre par les N-commutateurs, il est clair 
que XJv s’envoie surjectivement sur P. Ainsi tout Clement x de X peut s’ecrire 
x’c avec x’ E X> et c central. Par consequent tout generateur nxIx,x~lx;l de 
XL est Cgal Q n~~~1~;I~2~~-1~~1~~-1c~1 = nx;x~x;-lx~-l, car N opere trivialement 
sur Ker 9. Ainsi nous avons Xk = (Xk); . 1 

Soit S un sous-ensemble de V = Ker v qui engendre V en tant que N-groupe. 
On note F le groupe libre ayant un generateur (n, s) pour toute paire (n, s) E 
N x 5’. Le groupe N opere sur F par n’(n, s) = (n’n, s). L’epimorphisme 
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p: F + V, p(n, s) = 1z~n-r est N-Cquivariant. On note R = Ker p. Soit [R, FJN,B 
le sous-groupe de F engendre par les elements de la forme 

97-l et Pwf’ff f-Y-1, HEN, TER, f,f’eF. 

C’est un sous-groupe distingue de F, stable par N, dont l’image par p est triviale. 
On note p’ I’homomorphisme compose 

FI[R,Fl,,,-+ V-+N. 
Montrons que (F/[R, F]N,s , p’) est une extension r.c. de (Q, N). Puisque p est 
N-tquivariante et [R, F]N,2, N-stable, l’application p’ est N-tquivariante. La 
condition (i) des extensions relatives est done remplie. 11 en est de m&me de la 
condition (ii) puisque l’on a of’ = ff ‘f-l modulo [R, F]N,l, . Enfin le groupe N 
opere trivialement sur Ker p’, qui est un quotient de R, puisque *I = r modulo 

[R,F]N,, . 
Supposons maintenant que V soit N-parfait et posons U = (F/[R, FIN,& et 

p = restriction de p’ a U. D’apres le lemme 10 I’image de ,Z est Vet le groupe lJ 
est N-parfait. 

Soit (M, CL) une extension r.c. quelconque de (Q, N). Pour tout s E SC V 
on choisit m, E M tel que p(mJ = s. On pose cy: F --f M, a?(n, s) = q(n) . m, . 
Puisque (M, CL) est une extension r.c. on a ol([R,F],,,) = 1. Ainsi (y. induit un 
homomorphisme N-Cquivariant de Fj[R,FlNS9 dans M au-dessus de V. Sa 
restriction a U fournit un morphisme d’extensions r.c. de (U, E-;) dans (J4, CL). 
L’unicite de ce morphisme resulte du lemme 8. On a done montre la 

PROPOSITION 5. L’exte-nsion r.c. ((F/[R, FIN,J;V, ,ii) de (Q, N) est univer- 
selle. 1 

Voici maintenant une caracterisation de l’extension r.c. universelle. 

THBORAME 3. L’extension r.c. (U, F) de (Q, N) es universelle si et seulement si t 
U est N-parfait et toute extension N-kquivariante (K, p’) de U, telle que (K, ,i+) 
soit une extension r.c. de (Q, N), admet une section N4quivariante. 

De’monstration. Supposons que (U, ,k) soit universelle. Alors d’aprks le 
lemme 9 le groupe U est N-parfait. L’universalite de U implique I’existence d’un 
homomorphisme N-Cquivariant 0: U + K au-dessus de N. Le compose 
~0: U-+ U dtfinit un morphisme de (U, F) dans elle-m&me qui ne peut etre 
que l’identite. Done 0 d&nit une section N-Cquivariante de y. 

Demontrons la reciproque. Soit (M, p) une extension r.c. de (Q, N). L’exten- 
sion (K, y) de U est definie par le car& cartesien 

c 
K-M 
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Faisons operer N sur K = U xN M par n(~, m) = (%, %). Ainsi F;T est 
N-Cquivariant. Montrons que la condition (ii) des extensions relatives est aussi 
remplie. On a 

= (uu’u-1, mm’m-1) = (u, m) (II’, m’) (24, m)-1. 

11 reste a voir que N opere trivialement sur Ker iip) = ((u, m) 1 F(U) = 1, 
p(m) = I}. Ceci resulte du fait que N opere trivialement sur Ker TV et sur Ker ii. 
Ainsi (K, ,i&) est une extension r.c. et il existe une section N-Cquivariante 
8: U---f K de y. L’application composee @ definit alors un morphisme d’exten- 
sions r.c. de (U, F;> dans (M, CL). L’unicite de ce morphisme resulte de I’hypo- 
these “U est N-parfait” et du lemme 8. 1 

Nous allons maintenant decrire une situation algebrique qu’on rencontre 
assez souvent en pratique et qui donne naissance a une extension r.c. universelle. 

On considere la don&e de trois homomorphismes 

tels que d,s = 4s = id,,, . 
On note V: N-t Q le conoyau de (d, , dI), c’est-a-dire l’homomorphisme 

universe1 parmi les homomorphismes Cgalisant do et dI . 
Le groupe N opere sur G par 

‘2 = s(n) gs(n)-1, nEN, geG. 

Notons Gi = Ker di , i = 0, 1. Les groupes Gi sont globalement N-Cqui- 
variants. A fortiori il en est de m&me pour [G,, , GJ. On note encore dI la 
restriction de dI a Go . Puisque dI([GO , Gr]) = 1, la restriction de dI ?I G,, passe 
au quotient pour donner 

P: G/F% , ‘%I + N. 

PROPOSITION 6. Lap&e (G&G, , G,], p) t es une extension relative de (Q, N). 
Elle est centrale lorsque [s(N), G,, n GJ = 1. Si, de plus, le groupe G est “super- 
parfait”, i.e., H,(G) = H,(G) = 0, a ors cette extension r.c. est universelle. 1 

Dbmonstration. Puisque v est le conoyau de (do, d,), on a Coker(G,, + N) = 
Q. L’image de [G,, , GJ par dI Ctant triviale, la suite 

G,/[G,Gl-tN+Q+~ 
est exacte. L’application dI , et done aussi p, est N-Cquivariante car 

d#g) = d,(s(n) gs(n)-l) = ml,(g) n-l. 

La condition (i) des extensions relatives est ainsi remplie. 
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Notons - la relation d’equivalence sur G, engendree par la condition (ii) 
des extensions relatives, c’est-a-dire 

dS’/, - ghg-’ pour tout g, h E G,, . 

Nous allons montrer le 

LEMME 11. Le noyau C de G, -+ GO/w est Cgal h [G,, , GJ. 

Dkmonstration. L’application g H 8(g) = g-l sd,(g) definit une bijection de 

G,, sur GI . En effet on a 

D’autre part on verifie aisement que k H sd,,(k) k-l, k E G, , est la bijection 
inverse de 8. 

Le groupe C est engendre par les elements de la forme 

hg-l( @‘h)--l g oh h,gEGo- 

Or on a les identites 

[h, O(g)] = hg-‘s d,(g) h-4 d,(g)-’ g = hg-‘( ‘lsh)--l g, 

et on remarque que [h, 6(g)] E [GO, GJ. P uis q ue 19 est une bijection de G,, sur 
Gr , on a bien C = [G,, , GJ. 1 

Suite de la dkmonstration de la proposition 6. Ainsi, d’apres le lemme prCcC- 
dent, p satisfait a la condition (ii) des extensions relatives; ce qui prouve la 
premiere partie de la proposition. 

La condition [s(N), G,, n GI] = 1 ex p rime que le groupe N opere triviale- 
ment sur G, n Gr . Done N opere trivialement sur Ker p = (G,, n GJIGo , GJ, 
et l’extension relative est centrale. 

Pour prouver l’universalite lorsque G est superparfait nous allons utiliser le 
theoreme 3 qui donne une caracterisation des extensions r.c. universelles. 

LEMME 12. Si G est parfait les groupes G,, et Go/C sont N-parfaits. 

Dt!monstration. Le groupe G est isomorphe (canoniquement) au produit 
semi-direct Go x N. Done tout Clement de G peut s’ecrire g = g,s(n) oh g,, E GO 
et n E N. Puisque G est parfait g est un produit de commutateurs; on en deduit 
que g peut s’ecrire gis(n’) oh gh E (G,,); et n’ E [N, N]. Supposons que g E G, , 
on a alors d,,(g) = 1 soit 

d,(gA) d&n’) = n’ = 1. 

Par consequent g, = gi E (G,JN et on a ainsi prouve que G,, = (G& . 1 
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LEMME 13. Supposons G superparfait. Soit (K, p) une extension N-Lqui- 
variante de GO/C telle que (K, ~91) soit une extension r.c. de (Q, N). Alors (K, 9’) est 
N-s&d&e. 

Dt!monstration. Puisque (K, pp)) est centrale, N opkre trivialement sur 
Ker py et done sur Ker v. D’autre part Ker py appartient au centre de K done 
Ker v aussi. 

Notons (J, IJ) l’extension de G,, obtenue par relkvement de (K, v) au-dessus 
de G, 

J FK 

* 
1 I VJ 

Go - Go/C. 

L’extension (J, #) est centrale et N opkre trivialement sur Ker I+. 11 s’en suit 
que l’extension 

est centrale. Onsait que toute extension centrale d’un groupe superparfait est 
scindke (cf. [4, 81). Soit u une section de Y: 

l-J--+ J >a NPN-----+ 1 

4 51 * 
!l 

+ ol Y 
!l /I 

do 
l-G,------+G------+N- +---- 1. 

Cette section commute aux projections sur N car pu = d,!Po = d,, . Done par 
restriction u d&nit une section 6 de #. Montrons que 0 est N-Cquivariante. Pour 
toutnENetgEGOona 

6(ng) = u(s(n) gs(n)-l) = us(n) u(g) us(n)-l. 

Les ClCments us(n) et (1, n) de J >a N ont m&me image par Y car 

!&s(n) = s(n) = Y(1, n). 

Or l’extension (J >a N, Y) est centrale, done us(n) et (1, n) ont m&me action 
par conjugaison sur J >a N, d’oh 

O(%g) = (1, n) u(g) (1, n)-’ = Y?(g). 

11 nous reste, pour cornpEter la dkmonstration du lemme 13, a montrer que 0 
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induit une section u’: Go/C + K de 9. Dans la figure ci-dessous les fleches 
pleines forment un diagramme commutatif 

v 
K-----t G,/C1L, N. 

On va montrer que l’application composee w0 est triviale sur C. Pour cela 
il suffit de montrer que, pour tout g, A E G, on a 

wq dlgh) = wqgizg-1). 

Posons k = &(g) et k’ = UK?(~). On remarque que 

Par hypothese (K, ~CLP)) est une extension relative de (Q, N), done on a 

Ce qui s’ecrit encore 

um(k)k’ = k&k-l. 

dl(gLG(h) = WI?(g) coo(h) wqg)-‘. 

Puisque ~0 est un homomorphisme de groupes N-Cquivariant, on a bien 

wapgh) = w6(gkg-1). 1 

Suite et fin de la dbmonstration de la proposition 6. Les conditions du thee- 
r&me 3 sont alors remplies et l’extension r.c. (G&G, , G,], CL) est universelle. 

I 

Remarques. (1) Pour tout groupe simplicial I7 on peut poser N = I7,, , 
G = II, . Les operateurs faces et degenerescence en basse dimension fournissent 
d,, , dI et s. 

(2) A partir d’une extension relative (M, p) de (Q, N) on peut poser 
G = M >a N, d,(m, n) = n, d,(m, n) = ,u(m) n et s(n) = (1, n). On a alors 
C = 1 et (G/C, p) = (M, CL). La proposition 6 nous dit alors qu’une condition 
suffisante pour que I’extension r.c. (M, CL) soit universelle est que M x N soit 
superparfait. 

EXEMPLES. Soit N-t Q un Cpimorphisme entre groupes superparfaits. Le 
produit fib& N x o N est parfait, mais pas forcement superparfait. Par contre 

son extension centrale G = N x o N est un groupe superparfait. Les composi- 
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tions de G -+ N x o N avec les deux projections sur N foumissent d, et 4 . 
L’application diagonale d: IV--+ N x o N se relkve de man&e unique en 
s: IV--+ G. On est alors dans les conditions de la Proposition 6, ce qui permet de 
construire explicitement l’extension r.c. universelle de (Q, N). 

Dans le case oh Q est superparfait (i.e., HI(Q) = H,(Q) = 0) et :‘V libre, on 
n’a plus Hs(Q, N) = 0. NCanmoins Conrad [l] a montre qu’il existait alors une 
extension relative “universelle a homotopie p&s.” Deux morphismes d’exten- 
sions r.c. (f), (g): (M, CL) + (AI’, p’) sont dits homotopes s’il existe un homo- 
morphisme h: N + Ker p’ tel que f(m) = g(m) h(p(m)) pour tout m E M. Cette 
extension r.c. universelle a homotopie prb a pour classe caracteristique l’image 
de idH3co) par les isomorphismes Hom(H,(Q), Ha(Q)) 4 H3(Q, HJQ)) 4 

fJ3(Q,N;%(QD La P ro osi ion suivante donne un critere pour reconnaitre P t 
cette extension r.c. universelle a homotopie p&s. 

PROPOSITION 7. Soit V: N -+ Q un t@morphisme avec N libre et Q super- 
parfait. L’extension r.c (M, p) de (Q, N) est universelle C? homotopie pr2s si Ker TV C 
MJ,, et toute extension N-bquivariante (K, v) de M, telle que (K, py) soit une exten- 
sion r.c. de (Q, N), admet me section N4quivariante. 

D&rzonstration. Soit (U, ,x%) l’extension r.c. de classe caracteristique idHa . 
La classe caracteristique ((M, p) E Hom(H,(Q), Ker p) permet de construire un 
morphisme f de (Ii, p) dans (M, p). D’autre part l’hypothbe permet d’affirmer 
l’existence d’un morphisme g de (M, CL) dans (U, ,2), voir demonstration 
du theoreme 3. L’homomorphisme compose gf est homotope B l’identite de 
(17, $ et est done un isomorphisme. Alors f est un monomorphisme, ainsi que sa 
restriction f ‘: Ker i; --f Ker CL. Or, d’apres [I, theoreme 51, l’hypothese Ker /J C 
n/l;, implique que f’ est un Cpimorphisme. Ainsi f ‘, et done f, est un isomor- 
phisme. On conclut en remarquant que toute extension r.c. isomorphe a une 
extension r.c. universelle a homotopie pres est elle m&me universelle a homotopie 
pres. 1 

4. APPLICATION A LA K-TH~ORIE ALG~BRIQUE 

Soit /‘I un anneau. On note GL(d) son groupe gCnCra1 linkaire et St(A) son 
groupe de Steinberg. Ce dernier est engendrk par les ClCments xij, i et j entiers 
>0 distincts, X E 13, soumis aux relations 

A A’ A+A’ xijxij = Xii , (1) 

A A' -A _ A' 
XijXklXij - xkl 7 j # k, i # 4 (2) 

A A' -A AA' A' 

xijxj,&j = .%$k xjk , i # k. (3) 



COHOMOLOGIE ET GROUPE DE STEINBERG 197 

Notons que la relation (3) est Cquivalente a la relation 

A A’ -A -A’/3 A’ 0XijXkiXij = Xkj Xki ) j # k. (3’) 

L’application v,: ,St(/l) - GL(d) envoie le generateur x:~ sur la matrice 
Clementaire eij . L’image de vn est note E(A). Les groupes de K-theorie de /I 
sont 

&(4 = f&(GW))t &(4 = mww? K,(A) = H,(St(A)). 

D’apres [4] (cf. aussi [S]) on a K,(A) = Coker yn et J&(n) = Ker yn. 
Soit f: (1 ---t/l’ un homomorphisme surjectif d’anneaux, dont on note ‘II le 

noyau. Soit Y l’ensemble (y; / i et j entiers >0 distincts, u E ‘QI}. Le groupe 
libre (&(A) x Y) construit sur I’ensemble St(A) x Y est un St(A)-groupe par 
z’ (a, y) = (z’s, y), z’ E B(A), (a, y) E (St(A) X Y). On notera simplement 
ys le generateur correspondant a 1’ClCment (1, y:J et done (z, yZ> = z . yz . 

DEFINITION. Le groupe de Steinberg relatif de f, note St(f), est le quotient 
du groupe libre (St(A) x Y) par le plus petit sous-groupe distingue St(A)- 

Cquivariant contenant les relations 

A ?I 2 
sij ' yij = -Vij 9 WI 

xA. . y& = y& E3 j#k ifl, 032) 

x;j * yi”k = y$y& , i # k, (B3) 

A 2’ -VA 21 
%j * Yki = Ykj Yki P 1’ f k, (B3’) 

xyj * t = yyityGU, f E (St(A) x I’), CC) 

013 Xefl et u,vE%. 
Remarquons qu’il suffit que la relation (C) soit verifiee pour t = z . y& , 

z E St(A), u E ‘8. Posons GL(f) = Ker(GL(fl) + GL((I’)) et dtfinissons alors 
yr: St(f) --+ GL(f) par ~~(z . y$) = ~~(,a) e&~,(z)-~. I1 est clair que vf est un 
homomorphisme de groupes. 

DEFINITION. On pose K,(f) = Ker yf et ICI(f) = Coker ‘p, . 

THBOR&ME 4. On a une suite exacte de groupes abt%ens 

&(A) + K&l’) - K,(f) - K&l) - K&l’) - K(f) - K(J --+ &(O 

Avant de passer a la demonstration du theoreme 4 nous allons rappeler 
quelques resultats et notations de [8, section 6]. Le produit fib& rl xn' /1 
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est note D. Les projections p, et pa de D sur rl sont scindees par la diagonale 
d: fl --f D. Les applications induites sur les groupes de Steinberg sont not&es 
pi,: St(D) + St(A) et d *: st(/l) -+ St(D). On pose St(%) = Kerp,, et CW = 
[Ker p,, , Ker pa,]. L’application CL: St(‘%)/CXI + st(/l) est induite par la 
restriction de p,, a 5’t(%). 

Le lemme 6.1 de [8] affirme que la suite 

St(ru) -+ St(A) + St(A’) + 1 

est exacte, done le conoyau de (pl, , pa,) est st(/l’). On applique alors la proposi- 
tion 6 a la situation suivante: G = St(D), N = St(A), Q = St(A’), d, = p,, , 
dl =p,, et s = A,. On a alors G, = St(Z) et [G, , Gr] = C2L 

PROPOSITION 8. La paire (St(2l)/CW, CL) est l’extension r.c. universelle de 
(wq, wq). 

Dt%nonstration. Puisque le groupe G = St(D) est superparfait (cf. [4, S]) 
il suffit de verifier que St(A) opere trivialement sur Ker p,, n Ker p,, . En fait 
on va montrer que Kerpr, n Kerp,, appartient au centre de St(D). Puisque 
le groupe GL(D) est isomorphe au produit fib& GL(fl) xGL(A’~ GL(d), tout 
Clement de GL(D), dont les deux projections sur GL(A) sont nulles, est nul. 
Par suite Ker p,, n Ker pa, appartient au noyau de vD . Or ce noyau est precise- 
ment le centre de St(D) (cf. [8, 5.11). A insi St(A) opere trivialement sur Ker p. 
La proposition 8 est alors un cas particulier de la proposition 6. [ 

Le noyau de la premiere projection GL(D) = GL(A) x cL(n’) GL(/I) + GL(A) 
est note GL(9I). L’homomorphisme qo induit alors ~a: St(‘8) -+ GL(‘9I). On 
pose K,(%) = Ker 9% et K,(a) = Coker ~a. On remarque que C?I C K,(%). 

LEMME 14. On a Zes isomorphismes St(f) = St(2I)/C‘%, K,(f) = K2(rU)/C21 
et JG(f> = WV 

Dhonstration. Les relations suivantes du groupe St(j) 

[YZ 7 Ya = 11 j # k, i # 1, 642) 

[YE 7 y;t1 = Y6 > i # k, 643) 

sont consequences des relations (B2) et (C) d’une part, (B3) et (C) d’autre part. 
Dans [ll, Lemme 7.8],l Swan a montre que le groupe St(‘%), qu’il noterait 
St’(D, Kerp,), admet la presentation suivante en tant que St(d)-groupe 

- generateurs: les yC , 

- relations: Al, A2, A3, Bl, B2, B3, B3’. 

1 La formule (6) de ce lemme contient une coquille et doit &tre he X,,(T) * x,~(x) = 

.%(4 %(X). 
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Le generateur z * y: E St(2I) correspond a A *(.z) A$ A *(z)-’ E St(o). 
On constate ainsi que le groupe St(f) est le quotient du groupe St(2L) par la 

relation (C). Or cette relation est precisement la condition (ii) des extensions 
relatives, done d’aprts le lemme 11 on a St(f) = St(%)/C21. 

Le diagramme ci-dessous est commutatif 

1 - K#I) - St(2I) - GL(2I) --+ K,(2I) - 1 

1 4 1 
r 

1 

1 - K,(f) - Wf) ----+ G-W) __f Kdf) - 1 

et l’image de C2I dans GL(2l) est triviale. 11 en resulte que K,(f) = K,(%)/C2I et 

KI(f> = WQ I 

Dkmonstvation du tht%orkme 4. Dans le diagramme commutatif ci-dessous 
toutes les lignes et toutes le colonnes sont exactes 

1 

1 - mw - St(2I) ----+ GL(2I) - K,pI) - 1 

- K2W ---+ St(A) ---+ GL(A) - K,(A) - 1 

1 1 1 1 

1 - K&l’) - St(A’) d G&4’) - U’U - 1. 

1 

Puisque l’image de 0X C K&!l) est nulle dans K,(A) on peut, en utilisant le 
lemme 14, remplacer dans le diagramme ci-dessus % parf. Le lemme du serpent 
nous fournit alors la suite exacte 

0 -+ Ker p -+ K,(f) -+ K,(A) + K,(fl’) + KLf) -+ K,(A) -+ KI(~‘) (*I 

car 

Ker(p: St(f) --+ St(A)) = Ker(K,(f) + K,(A)). 

En basses dimensions la suite exacte de cohomologie de la paire (St(A’), St(A)) 
s’ecrit 

H,(St(A)) - H,(St(A’)) --f H3(St(A’), St(A)) -+ 0. 

D’aprb la proposition 8 l’extension r.c. (St(9I)/C%, CL) est universelle, done son 

481/54/I-14 
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noyau Ker p est isomorphe a Hs(St(/I’), St(/l)) par le theoreme 2. Ainsi la suite 
exacte precedente s’ecrit 

K&l) -+ K&l’) -+ Ker p -+ 0. (**I 

Le recollement des suites exactes (*) et (**) nous donne le theoreme 4. 1 

Remarque. Swan [ll] a montre que le groupe &(‘$I) ne peut pas Ctre le 
groupe de K-theorie relative en produisant un contre-exemple pour Z[X] --f Z, 
x I-+ 0. En effet, l’element [XT;%, X”,i’] E &&!I) C St(D) n’est pas nul alors qu’il 
doit I’Ctre dans le groupe de K-theorie relative. On verifie immediatement que 
cet element est dans C2I = [Kerp,, , Kerp,,].2 Ceci montre que le groupe C2l 
peut &tre non trivial. 

Quillen [9] a defini les groupes K,(A) pour 12 3 1 en posant &@I) = 
a,(BGL(d)+). L’espace BGL(A)+ est construit a partir de l’espace classifiant 
BGL(/l) en lui attachant des 2 et 3-cellules de man&e a en faire un H-espace. 
(Voir [5, section 1] pour plus de details.) Cette definition coincide avec la 
definition algebrique donnee ici pour n = 1,2, 3 (cf. [2, 4, 91 ou [5, ch. I]). 

Pour tout homomorphisme f: (1 -+ fl’ il est alors possible de definir les 
groupes de K-theorie de f comme les groupes d’homotopie de la fibre homo- 
topique 9 de l’application continue BGL(fl)+- --f BGL(d’)+. Nous allons 
montrer le 

THBORBME 5. La suite exacte du thkor&ne 4 s’ident$ie canoniquement h la 
suite exacte d’homotopie (en basses dimensions) de la jibration homotopique 3 -+ 
BGL(A)+ + BGL(fl’)+. En particulier v,9 = Ker v, et ~~9 = Coker q+ . 

Dkmonstration. Abregeons les notations en posant S = St(A), S’ = St(A’), 
G = GL(d), G’ = GL(d’), M = St(j), L = H,(St(A’), St(A)). Ainsi 13 L --+ 
M + S -+ S’ -+ 1 est une extension r-c. universelle. 

Soit L l’image de idL par l’homomorphisme compose Hom(L, L) % H3(BS’, 
BS; L) % H3(BS’+, BS; L) --f H3(BS’+, .L). L’ClCment L permet de construire 
un fib& %‘- BS’+ de fibre l’espace d’Eilenberg-MacLane K(L, 2). Dans le 
diagramme ci-dessous les espaces Y et 2 sont definis par produit fib& 

BS - BS’ -----+ BS’+. 

L’ClCment id= definit une trivilisation de Z -+ BS, d’oh par composition un 
relevement BS -+ Y de BS -+ BS’. D’apres la proposition 4 la suite exacte 

a Ceci explique le titre initial de cet article “Du c&d de chez Swan.” 



COHOMOLOGIE ET GROUPE DE STEINBERG 201 

d’homotopie de la fibration BS--+ Y s’identifie a l’extension r.c. universelle de 
(S’, S). En particulier la fibre est BM. 

Les applications composees Y + BS’ ---f BG’ et g -+ BS’+ + BG’+ servent 
B construire les diagrammes ci-dessous, dans lesquels toutes les lignes et toutes 
les colonnes sont des fibrations homotopiques: 

La construction “+” induit des fleches du premier diagramme dans le second 
(noter que g = Y+). La fibration du haut du premier diagramme s’envoie dans 
son homologue du second diagramme. Au niveau des groupes d’homotopie, 
on en deduit un morphisme de suites exactes (en commencant 5 T,(X) = 0) 

0-L - Keryf----+ Ker vn - Ker y)n’ --+ 

1 
1 

i 
E 

1 1 
2 

1 
E 

0 - Coker Bf :----+ rrzP --+ rrzBG +--+ TT~BG I+---+ 

Coker vf --+ Coker pn - Coker vn’ 

i 
1 

r I= 

~~9 - mlBG+ - alBG’+ 

La premiere ligne est la suite exacte (*) utilisee lors de la demonstration du 
theoreme 4. La seconde ligne provient de la suite exacte d’homotopie de la 
fibration % + BG+ --f BG’+. Ce diagramme se calcule en utilisant les fibra- 
tions construites precedemment. A titre d’exemple nous allons calculer n&F’. 
L’espace BS’+ est 2-connexe, done rr3BS’+ % H3(BS’+) % Ha(S). Puisque 
l’on a des isomorphismes analogues pour S on en deduit 

Coker(waBS+ -+ TUBS’+) = r3(BS’+, BS+) 3 H,(S’, S) = L. 

La fibration K(L, 2) --f g -+ BS’+ donne alors naissance a la suite exacte 

6* 0 --+ n39Y -+ m3BS’f - n3(BS’+, BS’) --f vr2g -+ 0. 

Ainsi ws’% = 0 et nag = Ker S, = Im(?r,BS+ ---f vr3BS’+). Or d’apres [2] on a 
rr3BS+ % n,BGf et rr,BS’+ 3 ?r3BG’+, done rra4y = Im(Bf z: rr3BG+ -+ rr,BG’+). 
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La fibration X’ -+ gY -+ BG’+ nous donne alors la suite exacte Im Bf i 4 
r,BG’+ + nzX’ -+ 0. On en dCduit rr,?X = Coker Bf i . De plus on remarque 
que L = m3(BS’+, BSf) = Coker(rr&S+ + n,BS’+) 2 Coker Bf $ 

On termine la dkmonstration en utilisant le lemme des cinq. 1 
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