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Résumé. On montre que la famille des modules de chaines des simplexes standards peut étre munie
d’une structure d’opérade. De méme la famille des modules de cochaines des polytopes de
Stasheff peut étre munie d’'une structure d’'opérade. On montre que, d’'une part, ces deux
opérades sont duales 'une de l'autre, et, d’autre part, que ce sont des opérades de Koszul.
Les algébres sur I'opérade des simplexes standards, appellées trigébres associatives, sont
déterminées par 3 opérations et 11 relations. Les algebres sur I'opérade des polytopes de
Stasheff, appellées trigébres dendriformes, sont déterminées par 3 opérations et 7 relations.
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A duality between standard simplices and Stasheff polytopes

Abstract. We show that the family of chain modules over the standard simplices can be equipped with
an operad structure. Smilarly, the family of cochain modules of the Sasheff polytopes can
be equipped with an operad structure. e first show that these operads are Koszul dual to
each other, and second that they are both Koszul operads.

The algebras over the standard simplices operad, called associative trialgebraare defined
by 3 operations and 11 relations. The algebras over the Stasheff polytopes operad, called
dendriform trialgebrasare defined by 3 operations and 7 relations. 0 2001 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let A" be the the standard simplex of dimension We show that the chain modulBa(n) :=
C.(A™ 1), n > 1, can be equipped with a structure of nBreperad ¢f. [7]). Let K™ be the Stasheff
polytope of dimensiom. We show that the cochain moduR (n) := C*(K"~1), n > 1, can be equipped
with a structure of nork-operad. Both operads are quadratic and we show that they are dual to each oth
in the operadic sensef([2]). Our main result is to show that both operads are Koszul operads, that is: th
associated Koszul complexes are acyclic.

Note présentée par Jean-Louis KOSz UL.
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Both operads are binary, generated by three operations, one for each cell of the itntervl'. Hence
the algebras ovePA are determined by two operations of degree 0 and one of degree 1, and by 11 relatio
(one for each of the cells of the pentag6f). They are calle@ssociativetrialgebras, since all the relations
are of the associativity type, cf. 2. The algebras d®€rare determined by two operations of degree 0 and
one of degree 1, and by 7 relations (one for each of the cells of the triatyl@ hey are calledendriform
trialgebras, because the cells of the Stasheff polytope can be parametrized by the planar trees, cf. 3.

CONVENTION. — On travaille sur un corpK et le produit tensoriel au-dessusBeest notéz. Le produit
tensoriel den copies de I'espace vectorigl est notél/ 7,

1. L'opérade des simplexes standards
Le simplexe standard™ est par définition le polytope

A”::{(xo7...,x,L)€R”+1 |0<xi<1andxo+~-~+mn:1}:

3
1 1 2 lAZ
[ J *——o
A° Al A2

Le sommet a toutes ses coordonnées nulles sayf la 1)-iéme qui vaut 1. Une face de dimensiénle
A"~1 est complétement déterminée par ses sommets, c’est & dire par un sous-ensembédéments de
[n]:={L,...,n}. Le complexe de chaines d&"~" est notéC, (A" ') = @, -, Ca(A"""). On prendra
pour base d&;(A" 1) les sous-ensemblesda+ 1 éléments dén|, car chacun de ces sous-ensembles
détermine une cellule de dimensidrle A"~ 1.

On définit une structure d’opérade sur g (n) := C,(A"~1) de la maniére suivante. L'application de
compositiony : Pa(n) @ Pa(i1) ® - -+ @ Pal(in) — Pal(iy + - - + i) €St complétement déterminée par
sa valeur sur les vecteurs de baseBg$k). Notonsbij : [i1] U -« - U [in] — [i1 + - - - + iy,] la bijection qui
envoiek € [i;] suriy + -+ +14;—1 + k. Soit X = {j1,...,jx} C [n]; X1 C [i1],..., X, C [in] des vecteurs
de base. On pose -

V(X5 X0, ., Xp) =bij(X;, U UX,,) Clin+ - +in)

PROPOSITION 1.1. —La composition ~ définie ci-dessus munit les Pa(n), n > 1, d'une structure
d’ opérade (non symétrique).

Rappelons que 'on travaille dans le cadre des opérades non symétriques, donc le fBrct¥act —
Vect est donné paPa (V) = @,,>, Pa(n) @ Ve

2. Lestrigebresassociatives
Par définition unérigébre associative est la donnée d’'un espace vectoriebt de trois opérations :
4:A® A— A (opération gauche)
F:A® A— A (opération droite)

1:A® A— A (opération milieu)
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satisfaisant aux 11 relations suivantes :

(xdy)dz=2(y2), (xdy)dz=z4(yLlz),
(xdy)dz=2(yrz2), (xly)dz=zl(y-dz),
(zhy)dz=aH(yz), (zdy)Llz=zLl(ytz),
(zdy)Fz=akH(yFz), (zty)lz=zH(yLlz),
(zhy)Fz=a2F@ykz2), (xlykz=ak(ykz),
(xly)lz=al(ylz).

THEOREME 2.1. —L'opérade (non symétrique) P des simplexes standards est binaire et quadratique.
Une algeébre sur P est une trigébre associative. En particulier, la trigébre associative libre sur un
genérateur Pa (K) sidentifiea D, , C.(A™1) muni des opérationsinduites par

XHY =bij(X), XFY=bij(Y), XLY =bij(XUY).

Ici X C [p] (resp.Y C [¢]) est considéré comme un sous-ensemble [¢], et X 1Y, XFY, X 1Y
comme des sous-ensemblegglé ¢]. Sil'on oublie I'opérationl, alorsA est tout simplement une digebre
associative au sens de [3,4]. Les algébres associatives sont des exemples particuliers de trigébre assoc
enprenanti=F= 1.

Comme l'opéradéP est quadratique, elle admet une opérade duale au sens de la dualité de Kos:
des opérades dle a Ginzburg et Kapranov [2]. Son calcul, et en particulier son lien avec les polytopes
Stasheff, est I'objet des paragraphes suivants.

Trigebres associatives différentielles. — Une trigebre associativé est dite différentielle graduée, sil'on
aA= @n>1 A, etune application linéairé: A — A de degré-1 et de carré nul, vérifiant de surcroit :

dz—y) =dz-y, dxty)=D)erdy, d@Lly)=dzly+(-1)"lzLdy.

La somme de complexes de chaiis .., C.(A" ') forme un trigébre associative différentielle graduée.

3. Lestrigébresdendriformes

Par définition unerigébre dendriforme est la donnée d'un espace vectorikkt de trois opérations :
<:D® D — D (opération gauche)
=:D®D— D (opération droite)
-:D® D — D (opération milieu)
satisfaisant aux 7 relations suivantes :
(z<y)<z=x=<(y*2), (x-y)-z=z=(y-2),
(z-y)<z=2x>(y=<2z2), (x<y) z=z-(y>=2),

(xxy)=-z=a>(y=2), (x-y)<z=x-(y<z2),

(x-y) z=w-(y-2),

olzxy:=x<y+z=y+ax-y.
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THEOREME 3.1. —L’opérade des trigébres dendriformes est duale, au sens de la dualité de Koszul des
opérades, de I’ opérade des trigébres associatives.

L'opéradeP, est engendrée par les trois opératiohst, L, donc 'opérade dualé®!, est aussi
engendrée par 3 opérations que I'on nete-, -. La dimension de I'espace des opérations que I'on peut
faire avec 3 variables egtx 32 = 18. L'espace des relations d&} est I'orthogonal, pour une certaine
forme quadratique non dégénérée, de I'espace des relatighs .déest donc de dimensior8 — 11 = 7.

On vérifie qu'il est bien engendré par les relations de définition des trigébres dendriformes.

Si l'opération- est triviale, alors la trigebre dendrifornigest une digébre dendriforme au sens de [3,4].

On remarque aisément, en ajoutant toutes les relations, que le produimme des trois produits
=<, =, -, munit D d'une structure d’algébre associative. Ainsi toute trigébre dendriforme détermine un
algébre associative. Ce foncteur est dual du foncteur qui va des algébres associatives dans les trigé
associatives (rappellons que I'opérade des algebres associatives est auto-duale).

L’ opérade des polytopes de Stasheff. — Le polytope de Stasheff”, appelé parfoisissociaédre, est un
polytope simple de dimension, homéomorphe a la boule unité et dont les sommets sont en bijection ave
les parenthésages associatifs d’'un mat-& 2 lettres,cf. [9]. De maniére équivalente on peut identifier
ces mots parenthésés aux (classes d'isotopie d’) arbres binaires planaite8 teuilles (et doner + 1
sommets internes). Les faces de dimensiae X sont en bijection avec les arbres planaires & 2
feuilles etn + 1 — d sommets internes. On not& (") = @, C*(K") le module de cochaines d&’

et on prend pour base d&(K") les arbres planairesra+ 2 feuilles etn + 1 — d sommets internes :

. :j\V
K° Kt \>>/IC2
Rappelons que tout arbre planaired+ 1 feuilles = est le greffé d'un certain nombre d’arbres =

M v...vaz®) aveck > 2siz #|.

THEOREME 3.2. —L’opérade binaire quadratique (non symétrique) PX des trigébres dendriformes
est telle que PX(n) = C* (K"~ 1).

En particulier, la trigébre dendriforme libre sur un générateur P*(K) sidentifiea @, -, C* (K" 1)
muni des opérationsinduites par -

z=<y=aMv...v (a2 xy),
z=y=(zxyD)v...vy®,
zoy=zWv...v (l,(k) *yu)) Ve vy,
oty =yMv...vy®,
Dans ces formules récursives I'arjrgans sommet interne est élément neutre pour I'opération

Remarques 3.3. — Il est bien connu que les complexes de chaih¢&™) forment une opérade (régissant
les A-algébres)¢f. [9]. Mais dans ce ca€'.(K™) est en degré + 2 alors que dans notre contexte il est
en degré + 1. On a donc a faire a une tout autre opérade.

Les espaces vectoriel8*(n) = C*(K"~!) sont filtrés par la dimension des cellules. La structure
d’'opérade est compatible avec cette filtration. L'opérade graduée associée est celle construite par Chap
dans [1].
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La digebre (resp. trigébre) dendriforme libre est naturellement munie d’'une comultiplication dont I'étuc
est faite dans [8] (resp. dans une publication ultérieure).

4. Opéradesde Koszul

A toute opérade quadratiqd® ou peut associer un complexe de Kosail [2]). Lorsque celui-ci est
acyclique on dit que I'opérade est de Koszul. L'une des conséquences de cette propriété est I'existence «
« petit» complexe explicite, construit & partir de I'opérade d@l@our calculer ’homologie de Quillen
d’uneP-algébreA. On noteC” (A) ce complexe eff” (A) son homologie.

THEOREME 4.1. —Le complexe de chaines d' une trigebre dendriforme A est donné par

1=n—1
cPi (A =C. (AT ) @ A%, d=— (—1)id;,

=1
avecd;(X;aq,...,a,) = (di(X);a1,...,a;0% aji1,...,a,),00d;(X) est|'imagede X par I’ application
d; : [n] — [n — 1] donnée par

r—1 si<r—1,
d,'(r):{ﬁ Si>r

et ol o:X est donné par
- dieXandi+1€eX,
X < si¢Xandi+1eX,
= sieXandi+1¢X,
si¢Xandi+1¢ X.
THEOREME 4.2. —Le complexe de chaines d' une trigébre associative A est donné par

*

i=n—1
CPa(A)=C (KM@ A%, d=- > (-1)d;
=1
avec d;(t;aq,...,an) = (di(t);a1,...,a; ot ait1,...,a,), U d;(t) est I'arbre obtenu a partir de ¢ en
supprimant la i-ieme feuille, et oli o est donné par

F s lai-emefeuilledet est orientée versla droite,

{4 s lai-emefeuille det est orientée versla gauche,

t

0. —

7

1 s lai-emefeuilledet est I’ une des feuilles du milieu.

THEOREME 4.3. —Les deux opérades P et P sont des opérades de Koszul.

Puisqu’elles sont duales I'une de I'autre il suffit de montrer fueest de Koszul. On sait, d’aprées [2],
gu'il est équivalent de montrer que 'homologie deRaalgébre libreP (V') est triviale, plus précisément
queHT (P(V))=V etH? (P(V))=0 pourn > 1.

En fait il suffit de regarder le cal§ = K. On montre alors que le complex&’> (Pa(K)) est somme
directe (indexée par les cellules des simplexes standards) de complexes de chaines augmentés de ce
ensembles simpliciaux. On acheve la preuve en montrant que ces ensembles simpliciaux sont contract

Sbries génératrices. — Lorsqu’une opérade quadratique non symétriuest de Koszul, d’'opérade
dualeP', sa série génératrigt’ () := > ns1(—1)" dimP(n)z" verifie la propriété suivantef. [2] :

P (P (2) =

On peut affiner ce résultat dans le cas des opérades quadratiques a valeurs dans les espaces vectoriels
en remplacandim P(n) par le polynome de Poincagén,t) = Zi2opi(n)ti, oup;(n) est la dimension
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de I'espacel“P(n)/F'~'P(n). On obtient alors la série génératrigg () := > -, (—1)"p(n,t)z".
LorsqueP est de Koszul les sérig§” etff! sont encore inverses I'une de l'autre.
PourPa on obtientp(n,t) = +((1+t)" — 1) et donc

A Z
Tr)=— .
S =~ AT a0
En conséquence du théoréme 4X(x) est la série génératrice inverse. On obtient

) = —(1+ 2+ t)z) + /14224 t)x + 1222
P 2(1+t)x '
On a ainsi obtenu, comme sous-produit, la série génératrice des arbres planaires. On vérifie immédiater

que fX est la série génératrice des nombres de Cataldif ¢4 série génératrice des super nombres de
Catalan.

5. Opérades cubiques

Une dualité similaire existe pour la famille de polytodé&s c’est a dire les hypercubes. Les complexes
de modules de chaineBy(n) := C.(I"~!) s'assemblent pour donner une opérade. L'opérade duale
est donnée paP®(n) := C*(I"'). Les algébres associées sont tegeébres cubiques définies par 3
opérations et 9 relations. Ces deux opérades sont de Koszul et leur série génératrice commune
fl (@) = — 1025z - On vérifie immédiatement que Fon & (f/ (z)) = x.
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