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Exercice 1

Les deux composantes de I'application f sont de classe C*°, donc ’applica-
tion f est aussi de classe C*.

On a
et 0
Jf<l‘0ay0): ( 1 _1) .

Premiére solution. Pour tout point (xq,yo) de R?, le déterminant de la
matrice jacobienne J¢(zo,yo) de f en (xo,y0) est égal a —e™. Puisque,
pour tout nombre réel xg, on a —e®® # 0, le théoreme d’inversion locale
implique que 'application f est un C*°-difféomorphisme local en tout point
de R2. Par conséquent, I'image de f est un ouvert de R2.

Deuzieme solution. L’application x +— e” est une bijection entre R et R+,
ot Ryg = {x € R: 2 > 0}. De plus, pour tous nombres réels a et x, il
existe un nombre réel y tel que x —y = a. Donc, 'image de f coincide avec
R~ x R. Il reste & remarquer que R-¢ x R est un ouvert de R2.

Nous avons déja montré que ’application f est un C°°-difféomorphisme local
en tout point de R2. Pour démontrer que f est un C*°-difféomorphisme de
R? sur son image, il reste & montrer que f est injective. Si (z1,y1) et
(72, y2) sont des points de R? tels que f(z1,y1) = f(x2,y2), alors e™t = 2
et w1 —y1 = T2 — Y2, d'ou 1 = 72 et y1 = yo.

Exercice 2

Considérons un point (¢, o) de R? et supposons que ce point est différent
du point (0,0). On a

dg 1

5 (70, %0) = 10 ((3zgyo — o) (5 + v5) — 20 (Yo — Toys)),
0 0

dg 1 3 2\/..2 2 3 3

8—y(ﬂ30790) = 7(1,2 T y2)2 (@5 — 3woys) (@5 + ¥o) — 2y0(oYo — ToYp))-
0 0

Donc, % et g—z existent en tout point (zg,70) de R? tel que (zg,%0) #

(0,0). De plus, % et g—z sont continues en tout point (zg,yo) de R? tel que

(0, 90) # (0,0).
Montrons que 22 et g—g existent en (0,0) et sont continues en (0,0). On

ox
lim g(t70) B g(0,0) —0 et lim g(ovt) _ g(0,0)

t—0 t t—0 t

a
=0.




0 99 o
Donc, 3 et 5% existent en (0,0) et

dg _0Og B
%(O,O) =3y (0,0) = 0.

De plus, pour tout point (xg, o) de R? tel que (zg,%0) # (0,0), on a

2 0s0)| < | s (oo = 8)(a3 + 48) — 2an(on — aon)|
< 19ol1328 — 3|, 2x8lyoll=5 — y5
zg + Y5 (2§ +yp)?
<l (s My B B <
g +ys g tys (a5 +ve)? (2g +vp)?

De facgon similaire,

§;8Lt0L

0
‘8_5(%’ yo)

Ceci implique que % et g—z sont continues en (0,0). Donc, % et g—g existent
en tout point de R? et sont continues en tout point de R?. Par conséquent,
I’application g est de classe C*.

(b) On a
94(0,t) — 29(0,0 —¢3
fim 2201 — 50 )—lim—t——l,
t—0 t—0 t3
o 5e(t,0) - 540,00 43
lim =lim - =1
t—0 t—0 3

2 2
Donc, 29 et 8‘996—98?! existent en (0,0) et

) JyOx
dg? dg?
——(0,0) = -1 et 0,0) =1.
Oyé?x( ) ¢ 8x8y( )
(c) Puisque 8%%2 (0,0) aaxg;y (0,0), le théoreme de Schwarz implique que

I'application g n’est pas de classe C2.

Exercice 3

(a) Onal1?+(-1)2-13=1et1-(=1)-1+2-1=1. Dong, le point (1,—1,1)

est une solution de du systeme

{x2+y2—z3 -1
ryz + 2z =1.

(b) Considérons 'application f : R3 — R? définie par

f(z,y,2) = (filz,y, 2), fo(z,y,2) = (2% +y? — 2% — 1, xyz + 22 — 1).



Les deux composantes f; et fo de 'application f sont de classe C!, donc f
est aussi de classe C. Pour tout point (zg, %0, 20) de R?, on a

0 0

a—J;l(Ioayo,Zo) = 2wy, %(xo,yo,zo) = 327,
0 5,
%(5’50790, Zo) = Yozo0 + 2, %(l’oyyo, 20) = ToYo-

Si (zo,Yo0,20) = (1,—1,1), le déterminant de la matrice

( 279 —3z3>
Yozo +2  ToYo

est égal au déterminant de la matrice

=

et est différefent de 0. Donc, d’apres le théoreme des fonctions implicites, il
existe un nombre strictement positif € et des applications ¢ :|—1—¢, —1+¢[—
Rety:]—1—e,—1+¢e[— R de classe C! tels que p(—1) = (-1) = 1
et, pour tout y €] —1 —¢,—1+¢[, on ait f(¢(y),y,¥(y)) = 0 (c’est-a-dire,
(¢(y),y,%(y)) est une solution du systeme).

(c) Puisque f(o(y),y,¥(y)) =0 pour tout y €] — 1 — ¢, —1 + €[, on obtient

O (1,-1,1) - ¢/ (-1) + L1, -1, 1) + 3L (1,-1,1) - ¢/ (-1) =0
{3f2(1 —1,1) -/ (=) + F2 (1, -1, 1) + B2(1,-1,1) -y (-1) =0,

d’on
31//( ) =2
V(-1 =1
Par conséquent, ¢ ( =—5et ¢/ (—1) = —4.

Exercice 4

Soit (zg,yo) un point de E x F. Alors, pour tout (hy,hs) € E X F, on a
B(zo + h1,y0 + h2) — B(zo,y0) = B(xo, h2) + B(h1,y0) + B(h1, ha).
Remarquons que ’application

L:ExF—Q@G,
(h1, h) — B(xo, h2) + B(h1,y0)

est linéaire. De plus, il existe un nombre réel strictement positif M tel que
|1B(h1, ha)l|le < M||h1||sl|hz]|F
pour tout (hi, hs) € E x F. Donc,

|B(h1,h2)l||la
[[(h1,h2)||Ex F—0 H(hlahZ)HExF

=0,



ou ||(h1,h2)||Exr = max{||hi||g,||h2||r}. Par conséquent, lapplication B est
différentiable en (xg, o) et

B'(xg,40)(h1, h2) = B(xo, h2) + B(h1, o)
pour tout (hy,he) € E X F.

Exercice 5

(a) Montrons que {(z1,72) € R? : |z1] # |72|} est ensemble des points ot H
est différentiable.
Tout d’abord, H n’est pas différentiable en (0,0). En effet, choisissons
un vecteur non nul (hy, hy) dans R?. Si H était différentiable en (0, 0), alors
on aurait

H(thy, ths) — H(0,0)
t

1t
t

H'(0,0)(h1, hs) = lim = lim ={[(h1, ho) oo

La derniére limite n’existe pas, donc H n’est pas différentiable en (0,0).
Considérons maintenant un point (z1,72) de R? tel que |z1| = |z2] et

(z1,22) # (0,0). Pour tout h; dans R tel que |h;| soit suffisamment petit,

o1 a

hal. sisign(hy) = si |
H($1+h17$2)—H(l‘1,$2):{| 1, sisign(hy) = sign(x1)

0, sinon.
Donc,
lim H(xy + hy,22) — H(x1,22)
h1—0 hl

n’existe pas, ce qui signifie que H n’est pas différentiable en (1, x2).
Considérons finalement un point (z1,x2) de R? tel que |z1| # |z2| (sup-

posons que |x1| > |z2]). Pour tout (hy, hs) dans R? tel que ||(h1, ha)|| soit

suffisamment petit, on a |21 4+ h1| > |z2 + ho| et |hi| < |z1], d’on

H(z1+ hy, 29 + ho) — H(xq,22) = sign(zy) - (x1 + h1) — sign(zy) - x4
= sign(z1) - hy.

Donc, H est différentiable en (z1,x2).
(b) Montrons que

{(x1,...,2,) € R" : il existe i tel que |z;| > |z;| pour tout j =1,... ,n, j # i}

est ’ensemble des points ou H,, est différentiable.

Tout d’abord, H,, n’est pas différentiable en (0,... ,0). En effet, choisis-
sons un vecteur non nul (hy, ..., h,) dans R™. Si H,, était différentiable en
(0,...,0), alors on aurait

n NI 1y 5sMlpn s p

t
:limH

fim 1A o)



La derniere limite n’existe pas, donc H,, n’est pas différentiable en (0, ... ,0).

Considérons maintenant un point (z1,...,z,) de R™ tel que, pour cer-
tains i et j, on ait |z;| = |z}, |z;| > 0 et |x;| > |zx| pour tout k =1, ...,
n. Pour tout h; dans R tel que |h;| soit suffisamment petit, on a

Hn(-rla ey Li—1, T4 + hi7xi+17 oo 7In) - Hn(x17 e 3y Li—1, Ly L1y - - - 7'rn)
| |hil, si sign(hi) = sign(x;),
0, sinon.
Donc,
lim Hn(x]J cee L1, T4 F hiaxi-‘rl? s 7'%.%) - Hn(x17 s 5 L1, Ty i1 - - - 7-77n)

n’existe pas, ce qui signifie que H,, n’est pas différentiable en (z1,... ,z,).

Considérons finalement un point (x1,... ,z,) de R™ pour lequel il existe i
tel que |z;| > |z;| pour tout j =1, ..., n, j # i. Pour tout (hy,... ,h,) dans
R™ tel que ||(h1, ... , hn)||co soit suffisamment petit, on a |x;+h;| > |z;+hy]
pour tout j =1, ..., n, j #1, et |h;| < |z;], dou

Hy(x1 + h1,y... ,xp 4+ hy) — Hy(z1, ... yx0) = sign(x;) - (x; + hy) — sign(z;) - x;
= sign(z;) - h;.

Donce, H,, est différentiable en (z1,...,x,).



