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��� �� 	�����������
� 
� 	� �.�
 
��� S3

) �� 	����
��
���� �!��
������� ��� ������ 
���
�� �� ����
��� 
� 
���
��� 
� ,������ ;���
�� ��� �������
������� �� �.�
 � ��� 	���
�	�� �� �������� ����� � ����"��

� �� ��
���� �!��
�������� ������ ������ ) �� ���� ����� ��������� �������
�
2��
����3 
� �.�
 ��� ����!� ��
 �� ��������� 
� �� ������ �������
��� ��
�
�
��� 
��� ��
� T2

��
 ��� 
��� 

���� IR+� ��������� ���������� ���
�
��������� �
������ 2�� ���� ���
� �
�	�����3 ������ ����< ���� ��
� �� ������ �
�� �� ����
����
 �
�� 
���
����� 
��� ��� 
��$ 
�
�	����� ��������� 
� ��
�� ��

��	 �
�
��
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�� ��
��������� ��������
�� �� ������� ��
�� �����
 
� �.�

����� � ����"���



�� �� ����	
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4� �
������� ����� ������ ���%�
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� �&�� �� 	�����������
� 
� n �.�
�

��'����� 
��� S3

� �� ������� 
� %�*�� 	�������� ��� ��
���� �!��
������� 
�
������ "�� �����
��� n �������� 
��� 	��	��� 
��������� �� �
�	����� ��� ��� 
	������� 
�����
 ����
����
 	���� �����
 
��� �.�
 ����� � ����"���
5���� 	����
�
����� ��� ��� �
����
� ���������� ���
 ������
����
 ��$ ��
�����
�!��
��������� 1�� ���
�� ���� ������������ ��� ��� �� ��� ���
������ ��! 	�� 
��
�� 
� %�*�� ��9������� �
��
���� ���
 ��
����
� �� ��
��	����
 �� 	��	��
��!��������� 
� ��� ��
���������� �� 
�9	���� 
� 	� ���
� 
� 	��	�� ��� ����
���� �
��
� ���
 �� ��� ���
������ ��� ���
 ��� 
�������� 
� %��� 
� �� ����
�

���
������� 
� ���� �� ���������� ���	 �� �
��
���� 
� ,�
-�� 
�� 
��������
2��� �����"� �������� ����� ��	��� ���
��� �� ��� %��
��� 	����������� 
� ����
� 
���
��	�3�

#� $��� !������"	� ��� �������� �%�������"	��

1�� ��
���� �!��
������� ��� ��� ��
���� 
����������� 
� 	��
��
� ��	 
��������� 	�������� ����� � −1� 5���� ��	�����
����� �� �������� 
� ������	� �! 
��
������� 
��� IHd+1 ��
 �� ���� �
���� 
��	
�� 
�������
��� 2
���� 
� ,T����3�
;��� �� ��
��� 
� 
��� ����	� 
� :���	�
� � IHd+1 ≡ IRd × IR∗

+ � �� ���
����
��� 
����� �� ���� ����� 
�������
� y ∈ IR∗

+ ��
 �� ���
���� ��	��
����� 
��� 
��� ��
 �� %�	���
 y � (|dx|2 + dy2)/y2 � ��� ���
������� ���� ��� 
��� 

�����
��
��	���� �� ��� 
��� 	�
	��� 	���
�� ��
 IRd ≡ IRd × {0} � ��� ������
��� 
�
,T���� 	���������� �� ���� �
���� 
� �
���� �����

� ��
 ��� ��������
�� �� 
	��
������ 	����
���� �� 
��� ����	� �� ��� ����
����� 
� �0�� ��
 IRd � � �����

�� ���� �
���� 
�� ������
��� 	����
���� ���
���������� 4���� �������� ����� ��

�� ��

 IRd ∪ {∞} 2��� ��� ����� � 
�����	� ��"��� 
� ���� ����� 
� ������	�3�
�� ���� 
���
������ ��
 ���
 �	���� ��
 �� ��

� ;��� �� 	�� d = 1 
� ����
�!��
�������� 	� ���� ��� �����
������� ����� ���� ���
 	���� ��� ��������

� �
���� PSL2(IR)�

��� ����	
������ ��������� �� ��
	�� ���

N��� ��������� ��� �
�� �
��
 Ph 2��	������ � ������
� h3 
���� ������


����� P 
���� ��
���� �!��
������� M ����� �������
��� � Tk × IRd−k ×
IR+ � ���
 �� �����
 k ∈ {1, .., d} ����� 
��� 
� P � ���� ! 
�������� 
� 	��
 

������ x1, ..xd, y 
��� ���������� �� ���
���� �
��
 �� %�
�� 	� 
������ �� 
��	

��� ���������� �� ����
� 
� ������ µ ��� �
���
��������� � y−d−1dx1..dxddy �
A� ���� ��� �� �� ������ 
� M ��� "�� ���
� ��	�����
����� �� ������ P 
���
&�
� 
� 
��� ��$���� d� ���
����� 
�� �� ��	���� 
� Ph �
������������� �
���$� ��
��	�� Oy 
��� &�
� 	����	�� 2�� 
��	 �� ��
� Td

3� A� ���� ����� ���
��� %�
��� ���������
�� 
���
�������� dxj � ��� ��� ��� ��
�� �� 	����� �����
(x, y) �
���
��������� � y� ���� ������ ���

∫
Ph

|dxj |2dµ ��
∫ ∞
1 y1−ddy ���� " 

���� �� �&�� ������ :�
 	��������� �� ������ "�� �� ���
 d > 2 �� ��! �
��� 
���
�������� ����������� ��������
 
� �
������ 
� M � ������� ������
��� %�
��� ��
�������� ���� ���
� 
� 	�

� �����
����� �� 
��	 �� ���� 
�������

���
�������� �
������ ����������� ��
 ��� ��
���� �!��
������� 
� 
���� 
���� > 3 �� 
� ������ "�� ��� �� ����
��� 	���
�� ������� 
�'� ���������� 4�

����	��� �� 
�������� �
��� 2d = 23 ��� %�
��� 
���
�������� �
�� 
�� �������
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 ����
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��� �����
��� ����� � ����"�� � �� 	����
�
� ��� �$	�
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����< �
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� 	�� �$	�
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A� ������� ����� �� 
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������ ���
������	
 ����
#
 �������
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�*
�	�
 ��� V 
� �
 ���
����� �
	# �	 ������ $����� B �
 ��	

�
�� ���%��
�
�
 M �  ��� ω 	�
 )*"���
 ��+��
���
��
 �
 �����
 C2 �	� M � "
���
 ���� �
�
n �����
� �
 M � &���� �����	
 t → ∞ ,

)� -� ���
����� .� �� ��� �

1
t

∫
B[0,t]

ω ���

��
 

�� �� ���

�
 ��	��� �
 ��������


n∑
j=1

|ρj |/V ,

�� ρj ������
 �
 �����	 �
 ω ���� �
 �� �����
 Pj �

.� -� ���
����� /� �� ��� �

1√

t log t

∫
B[0,t]

ω ���
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n∑
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Qj(ρj , ρ
′
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�� Qj 
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 �	�������	
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 ��
�����
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 �� �
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����� �!��
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	� 
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�
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�"��� �� ��� ��
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��� �� "�
� ������
�
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 	��� �� 	���$ 	��������� ���
��� �� ����
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� ��������� ��
 �� "�
� ������
� ������� � �
�'���� ��
 �� ��
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� ����� 	���� ���������� �� ����
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� ������� �� �� 
����� 
� 	����� �����

� �� ��
���� 
� ����� 	���� �� ����
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�� ��
 ���!��
����
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� ������ ���

�
�	����� ��������� ���������� A� 
�����
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� %��� �� 
������� ��������
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 �  ��� M 	�
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������	
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��	�
 ����  ��� ω 	�
 )*
"���
 ��+��
���
��
 �
 �����
 C2 �	� M � $����� (θt , t ∈ IR+) �
 1�� ��������	

��	� �
 ���� 	������
 ����
�� T 1M��
&���� �
 �������
�
�� ����������	
 �����	
 t → ∞ �
 �� ��� �


∫
θ[0,t]

ω ��	�
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�	�
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 ���	
���
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 T 1M ����������
 ��	� 
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 ������������ 
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�
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 �2�
 �	
 �
�	� �


∫
B[0,t] ω ��	� �� ��� �	 ���%��
� �
 M ,

)�  � ω 
�� �
 ����� ���������
 �	� M ��
 �	� 
�� ��	(�	�� �
 ��� �� ��

���
����� �
 M 
�� > 3� ����� �� ��� �

1√
t

∫
θ[0,t]

ω ���

��
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����
�

.�  � �� ���
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�� / 
� �� ω 
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���
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� 
� ��
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��� �
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1√

t log t

∫
θ[0,t]

ω ���
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�
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�� . 
� �� ω 
�� "
���
 ���� �
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� ��
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��� �
 ����� ���������
 �	� M � ����� �� ��� �

1
t

∫
θ[0,t]

ω ���
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 ���

�
 ��	����

3��� ����	
 ���� �
 ��������
 ��� ������� ��*�
��	� �
 �� ��� �����
 
�� �

�2�
 �	
 ��	� ����������
 ���%��
��
 ����
��������
�

�� �����
� ���
 �
����
 ��� �� 	����
������ ���
������ ��� ��!������ 
������� �� �&�� ��� �� 	����
������ �
������ � ��� �������� ��
 K� �� U���
���
 �� 	�� (1) 	� 
������ :��
 	���
��

� 
��? ���� �
�����
 ���$�	����
� 
� ��
	����
����� ��!��������� ���
� ��� �
�'�	���
�� ���
������� �� ��� �
�'�	���
��
�
���������� ������������ ������ ��	������� ���������� 
������������� �� %���

������
 
��� �� 
��&������ �����
��� 
� �� ��
���� �!��
������� M � 	���� � 

�
� 
��� ������	� �!��
������� 
� �&�� 
��������� ��� ���� �
����"��� ���	
�� ��
��� 
� 
��� ����	� 
� :���	�
� � IHd+1 ≡ IRd × IR∗

+�
A� ���� %��
� �� �������� 	������������� ;����

� �� ��������� �
������ �! 
��
������� � 
��� �� 
��� ����	� ��� �&��� �
�'�	���
�� ��� �� ���������
�
������ ��	��
���� ���% �������� �� ���� ��� ��
	��
��� 
� �� �&�� %�*�� )
����� ������� �� ��
��	����
 �� ����� ��"�� ���
 ������

� �� ��

 2��� ��� �����
� ��� 
�����	� �!��
������� ��"���3� ���� ����� ! ��
�������� ���'��
� � ��
���
������ �� ��������� �
������ 
��� �� ���
��� 
����
 ���'��
� 
��� IR+ ) �� ��
��� 
� �&�� ���
 �� ��� ���
������� 4������ 2��
 M 	���� ��
 IHd+13 ��
����
� 
� ��������� ��� ����
����� ���
 �� ��� ���
������ 	���� �� ����
� 
�
������ ����� ���
 �� ��������� �
������� 	� ��� �����"� ���� ��
���� � ���������
0 ���� �� ����
� 
� ��������� 2�
�'���� ��
 �� ���� 
��� �� 	�� �
������3� �� !
��� ���'��
� � 	����� ������� t� ;� ����� ��
���� 
��� ����� 
���� 
� IHd+1� ��
����
� ��
������� 
��

���� ��
 ����� �!��
����
� �!��
������� 	���
�� �� 	�
����� ��� �� ����
� ���%�
�� ���
 ��� 
��$ �
�	����� 2�� ��� 
� ��� ���
������
����� 
����� ��
 �� ����
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� ���������3� ;��	 �� �� %��� ���

� �� 
�!�� 
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� ��

�
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������� %�	������� ��"����
�
�� 
� ��
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�'�	���
��� 5��� �� %��� ��
��!�� 
��� 	��������� 
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���� ��
�� �� 
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