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Résumé. L’objet de ce travail est de faire apparaitre le lien entre ’enroulement
brownien et I’opération de subordination, et de montrer que ce lien peut étre étendu
a des groupes de Lie non abéliens.

1 Introduction

Le résultat de Spitzer [?], sur enroulement du mouvement brownien plan
autour de l'origine, a suscité de multiples travaux (cf. par exemple [?, 7, ?]).
Notre propos est d’une part, par 'emploi d’une échelle de temps adéquate
permettant d’obtenir des résultats non asymptotiques, de faire apparaitre
clairement le lien entre ce type de théoreme et I'opération de subordination,
d’autre part de montrer qu’il est susceptible d’étre étendu a des groupes de Lie
non abéliens. Dans les deux premieres sections, sont respectivement étudiées
lopération de subordination pour un mouvement brownien dans un groupe
de Lie, et son application au processus d’enroulement. Des exemples sont
présentés dans la troisieme section, notamment celui de ’enroulement dans
des pointes hyperboliques complexes, qui conduit a un processus de Lévy sur
le groupe d’Heisenberg.

2 Subordination d’un mouvement brownien sur un
groupe de Lie

Soit (X;) un mouvement brownien gauche sur un groupe de Lie G, défini
par ’équation
X, = 1d, (o dXy) X, = dW,,
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ou (W;) est un mouvement brownien sur 'algebre de Lie G ; de sorte que les
accroissements a gauche X, +1Xt; L 0<tyg<...<ty, sont indépendants et
homogenes.

Soit (1) le semi-groupe de convolution sur G donnant la loi de (X¢).

Considérons un subordinateur (A;) sans dérive de mesure de Lévy 74,
indépendant de X. Le processus (s, AA;) est un processus de Poisson ponctuel
sur Ry x Ry d’intensité dz ® 74 (dy).

Posons F; 1= 0(As, s < t) Vo(Ws, s < At), et introduisons le processus
(Y: := X4,), qui est (F;)-adapté.

Introduisons une métrique sur G et notons d la distance sur G qui lui est
associée. Soit p > 0 tel que exp|g(o,p) soit injective. L’image de B(0, p) par
I’exponentielle est une boule de G centrée en 'identité et de rayon p.

Nous pouvons alors exprimer le générateur de (Y;) comme suit, ce qui
précise dans notre contexte la formule de Lévy—Khintchine sur le groupe G
établie dans [?] (Theorem 5.1) : la mesure de Lévy du processus (Y;) est égale

a [, vs(dg) ma(ds).

Proposition 1. Soit f une fonction de G dans R, de classe C? a support
compact. Alors

) - / ' / (F(Yug) — (V) — (AF(Y), Y exp™ (9)) ] atia.o)<ny)
0JGXRy

vs(dg) ma(ds) du
est une (Fi)-martingale.
Démonstration. Remarquons d’abord que f(Y;) — f(Id) = OAt d(f o X)u, et

découpons cette intégrale suivant les sauts de A de taille supérieure a € > 0.
Pour cela introduisons :

— Tt = le n'*™° temps de saut de A de taille supérieure i €.

— Nf :=Sup{n € N|T¢ <t}

(N7) est un processus de Poisson sur Ry d’intensité m.(1), ou 7. (dz) :=
1{x25} WA(dx).

Nous avons f(Y:) — f(Id) = AS + B¢, avec

Af = / d(f o X),
[07At]\U{n<Nt€}[AT7€,,—’ATfL]

et
B =" (f(Vr:) — f(Yrs-)).

n<N7

Le processus (Af) tend vers 0 dans L. En effet la semi-martingale f o X
se décompose en une martingale M/ et un processus & variation bornée A'.
f ayant ses dérivées bornées, d(M7, M), /dt et dA{ /dt sont bornées par des
constantes, et donc
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BIA5D) < O(1) X E| [ 100Uy trg (0) ]

quantité qui tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0, par convergence dominée.
Ensuite Bf = C; + Dy, avec

Ci = 3 (F(Yrs) = f(Viso) — B (Ves) — F(Yrs) | Fre))

n<N§
et
Dj = Y E[f(Yrs) = f(Yre-) | Fre—].
n<N§
11 apparait que (C§) est une martingale. En effet C¢ s’écrit sous la forme
Cts = Zan{n<N§} = Zan{qu}’

neN neN

ou

Ly = f(YTfL) - f(YT5—> - ]E[f(YTg) - f(YT;f—) ‘]:T,f—]

vérifie E[Z,, | Fr-_] = 0. Le processus (Cf) est donc une somme dénombrable
de martingales, qui converge dans L' (on vérifie en effet que le reste de la
somme des moments d’ordre 1 des variables ajoutées se majore par une con-
stante fois le reste de la série des P{NF > n}, qui est convergente puisque N
est une variable de Poisson).

Quant a Dy, il s’écrit :

e (ds)
me(1)

=Y / + /G (f(Yrs—g) — F(Ve_)) vs(dg)

n<N§

Si on pose Hf := fo]RJf(f(Y;ffg) — f(Y:_)) vs(dg) me(ds)/me(1), alors Df =
fot H: dN{ se décompose par la formule de compensation relative aux proces-
sus de Poisson composés en la somme d’une (F;)-martingale et de

B = //G (F(Yu_g) — F(Yi)) va(dg) 7-(ds) du
- / / (F(Yag) — £(¥a)) vs(dg) 7 (ds) du.
0JGxR4

Pour faire tendre € vers 0, il convient d’ajouter un contre-terme.

Notons que [ (df(Yu_),Yu_ exp™(9))1{a1d,9)<p} Vs(dg) est nul, car vq
est invariant par g — g~ ! et exp~!(g7!) = —exp~!(g). Donc

B[] (09 FY) ~ @), Ve 9) Laga <)
0JGxR4
vs(dg) me(ds) du.
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Or
|f(Yug) — f(Ya) — (df(Ya),Yuexp~'(g))] < Cste x d(Id, g)*

et

|F(Yag) = F(Ya) = (df (Ya), Yuexp™(9)) 1{d(t.0)<p} |
< Cste x min{d(Id, g)?, 1},

et
/ min{d(Id, g)?, 1} vs(dg) = E[min{d(X,,1d)? 1}] < Cste x min{s, 1};
G
donc

/G (F(Vag) = £V = (@), Vexp™ (6) L) 14(d9)

est dans L'(P(dw) ® ma(ds) ® 1j(u)du). Le théoréme de convergence
dominée donne alors la convergence dans L' de E vers

L 000 = 100~ @), Vo™ @) Laga <)
vs(dg) ma(ds) du.

Donc les martingales (f(Y;) — f(Id) — Af — Ef) convergent dans L!. O

3 Processus d’enroulement dans un groupe

Fixons un groupe de Lie G d’algebre de Lie G, un sous-groupe fermé I’
de G, une variété riemannienne M, et un ouvert U de M tel que U soit
différent de M et difféomorphe a (I'\G) x Ry. Notons (z(z),y(z)) € (I'\G) x
R les coordonnées de z € U.

Considérons une diffusion récurrente (Z;) sur M, de générateur £ (au
sens des problémes de martingales). Lorsque (Z;) est récurrente positive, nous
noterons 4 sa mesure invariante normalisée. Notons (F) la filtration cano-
nique de (Z;).

Faisons ’hypothese que dans U le générateur £ se décompose en produit
semi-direct : il existe une fonction mesurable g de Ry dans R* , un générateur
Ly, sur Ry, et un générateur Lg sur G tels que L =L, 4+ goy x L dans U.
Précisément, £, s’écrit L,h(y) = a(y)h”(y) +b(y)R'(y), pour a, b boréliennes
bornées sur R, Lg s’écrit Lo = Z;Zl Yf pour certains champs de vecteurs
lisses et invariants a gauche Y7,..., Y, sur G, et enfin pour toutes fonctions
de classe C?, f sur Ry et F sur I'\G, nous avons dans U :

L((Fox)x (foy)) = (Fox)x ((Lyf)oy)+ ((gf)oy) x (LcF)ox).
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L’enroulement dans G associé au passage de la diffusion (Z;) dans U est
naturellement défini comme la solution (6;) de I’équation différentielle stochas-
tique :

t
df; =0, 0dV;, o Vtzz/ 1 (Zs) 2(Zs) ' o da(Z,).
0

Posons a; := fot 1v(Zs) g(y(Zs)) ds, et soit 74 := inf{s > 0|as = t} son
inverse a droite.

Le processus y,, := y(Z;,) est alors une diffusion sur R,. Notons L; son
temps local en 0, d’inverse a droite A;. C’est un subordinateur dont I’exposant
caractéristique sera noté 1. Le processus L} = L,, est un temps local de OU
pour la diffusion Z; ; son inverse & droite est évidemment A? := 7,,. Notons
X; = 0,, Penroulement dans l'échelle de temps 7¢, et ¢, = 6 a0 = Xy,
I'enroulement dans 1’échelle de temps AY.

Proposition 2. La semi-martingale (X;) est un (Fr,)-mouvement brownien
gauche indépendant de (A;), a valeurs dans G, de générateur Lg.

Démonstration. Les processus (V7,) et (yr,) sont des diffusions indépendantes :
(yr,) est une diffusion sur R, de générateur (1/g(y))L, réfléchie en 0, et (V)
est un mouvement brownien sur G de générateur 23:1(Dyi)2 ou y; := Y;(Id).
Or, du fait que (V;) est constant 1a ot (a;) Uest, il est clair que dX; = X;odV,,.
Le processus (X;) est donc indépendant de (y,,), et donc de (A;). O

Proposition 3. Notons P désigne la mesure d’Ité des excursions dans U
du processus (Z;) (ou dans Ry du processus (y: := y(Z:))), et notons ¢
le temps de retour en 0 de (y:) et la durée de vie d’une excursion. Fizons la
normalisation de la mesure P (et done du temps local) de sorte que E(C) = 1.
Nous avons alors pour tout o € Ry -

¢
v@=-c ol mlen(-a [Taas)]
dn n=0 0
1 -1
avec C:= o{%a o ()
en notant q
o) = — E, (e™“¢).
¢0( ) d'f] =0 f]( )

Nota Bene. Le nombre 1g(«) est 'exposant caractéristique du subordina-
teur inverse du temps local en zéro de la diffusion (y,,) ou o := inf{s >
0, [5 lu(Zs)ds > t}.

Démonstration. La formule exponentielle pour le processus ponctuel de Pois-
son des excursions entraine aussitot (voir par exemple ([?], proposition 9.1)) :
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vie) = B[ - e[~ Cg(yads)]

Notant 77 le temps d’atteinte de 7, nous avons (voir par exemple ([?],
VL.48.1))

B[1— e = lm B1{ o) By [1 - ™)
= %i{%f?{T" < oo} x (1-E, [e_"q)
d

. —1 _ —a( _ -1 >
Tin (€)™ < (1= Eyem¢]) = —C7F -

E, [e—aC]’
n=0

pour une certaine constante C' dépendant de la normalisation de P, et de

E[1 - eXp(—a /ch(ys)ds)} =_C! din » E, {exp(—a /ch(ys)ds)].

Enfin, le théoréeme de convergence monotone donne

A a1 —ema¢ . _, d
1_E[C}_5¢%E[a]__llm(ca) —

n=0

Remarque 1. La relation E [fot 1z.evy ds] = E[LY] x E[(] précise la norma-
lisation du temps local résultant de celle fixée pour P dans la proposition 77
ci-dessus, (L?) étant I'inverse de (AY) & droite, c’est & dire le temtps local cor-
respondant & la mesure d’excursions P : nous avons E[L)] = E [Jo 1u(Zs) ds].
En particulier, nous avons dans le cas ergodique : tlg(r)lo L? /t = p(U) presque
stirement.

Notons 74 la mesure de Lévy du subordinateur (A;), de sorte que, selon
la formule de Lévy—Khintchine pour les subordinateurs (voir [?], II1.1), dans
le cas de sauts purs, nous avons pour tout r € Ry

P(r) = /]R (1—e")ma(du), et A min{1,u} 74 (du) < co.

La théorie de Krein (voir [?], corollaire 9.7]) fournit une unique mesure
my sur Ry telle que

ma(ds) = </OOO e v? mA(du)> ds et /000 m < 00.

Le résultat qui suit est maintenant une conséquence des propositions 77 et
?7 .
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Théoréme 1. Le processus (p;) est un processus de Lévy, dont la mesure de
Lévy est :

[ wiagmatas) = [ Rutag)mataw)
R, 0

ot (1) et (Ry) désignent respectivement le semi-groupe et la résolvante du
générateur Lg.

4 Exemples

4.1 Le plan

La variété M est ici le plan privé de 0, U est la boule ouverte (pointée)
de centre 0 et de rayon R, de sorte que G =R, I' =Z, I'\G = S".

Prenons pour (Z;) le mouvement brownien de R?, i.e. pour £ le demi-
laplacien %A de R?. En coordonnées polaires

0? 92 10
A=L, +r 72—, ol Lr=——+—-—.
rt 002 " or? + r Or
Changeant Ry en |0, R], nous sommes dans le cadre envisagé dans cet
article, avec g(r) = r—2.
D’apres la section 7?7, (¢;) est le processus de Lévy a valeurs dans R qui
a pour exposant caractéristique X — 1)(A\?%/2).

Proposition 4. Nous avons pour «, R € Ry (I, désignant la fonction de
Bessel usuelle) :

() =R! \/ﬁm et la) =R *V2a.

Démonstration. Nous nous ramenons au cadre de la section précédente par le
changement de variable y = log(R/r), et nous appliquons la proposition ?7?
avec ¢ = inf{t > 0|r; = R} :

Wio)= -1 <

dn Epe—n[e™"¢],

n=0

¢
1=t ] e ol [ )]
dTl n=0 o Ts

Pour a > 0, cherchons f lisse sur ]0, +00[, bornée pres de 0, telle que

¢
M = f(r) % exp(a/ r;2 ds)
0

et
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soit une martingale. Or nous avons dr; = dbs + i ds, pour un brownien réel
(bs), et donc la formule d’It6 montre aussitot que (M;) est une martingale
locale ssi

F10) + 1) = 2 () =0,

On trouve ainsi f(r) = r‘/ﬂ, et en appliquant le théoreme d’arrét :

inf{t>0|r,=R} ds f(Re*”)
Ep.— — — — o V20r
e ’[e"p< ) sinwsﬂ JR) "

De méme, pour le calcul de 9° () nous voulons h lisse sur |0, co[ et bornée
pres de 0 telle que h(r;)e™ ! soit une martingale, et donc telle que h”(r) +
R (r)/r —2ah(r) = 0. Les solutions bornées prés de 0 sont proportionnelles
a h(r) = Ip(rv2a), Iy désignant la fonction de Bessel usuelle, de sorte que le
théoreme d’arrét nous donne :

Ege-n[exp(—a inf{t > 0|r, = R})]| = mv

et donc

d

_ —ad] —
d77 - ERe*" [e } R\/ﬁ

Finalement nous avons C = R?, d’ott le résultat. a
On en déduit :

Corollaire 1. Le processus (i) est un processus de Cauchy (de paramétre
R~2 avec notre normalisation, voir la proposition 77?).

4.2 La sphere

La variété M est ici la sphere S? (de rayon 1) privée d'un point o, U est la
boule ouverte (pointée) de centre o et de rayon ¢ € ]0, 7|, de sorte que G = R,
I'=17,I'\G=S

Prenons pour (Z;) le mouvement brownien de S2?, i.e. pour £ le demi-
laplacien %A de S2.

Introduisons les coordonnées polaires de pole o sur S? C R? : (cos¢p x
o, sin ), ot o déerit St et ¢ décrit [0, 7] et représente la distance riemannienne
a 0. Dans ces coordonnées A = L, + (sinp) ™2 9*/do?, ou L, est Popérateur
de Legendre L, = 9%/0¢* + cotg 0 9/dep.

Changeant R4 en ]0,¢], nous sommes dans le cadre envisagé dans cet
article, avec g(p) = (sinp) 2.

D’apres la section ??, (¢;) est le processus de Lévy & valeurs dans R qui
a pour exposant caractéristique X — 1)(A%/2).
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Proposition 5. Nous avons pour tous € € |0, 7] et o € Ry :

V2a

Y = o)

de sorte que (p;) est un processus de Cauchy (de paramétre (2sin(e/2)) >
dans la normalisation de la proposition 7).

Démonstration. Nous nous ramenons au cadre de la section précédente par le
changement de variable y = log(¢/y), et nous appliquons la proposition 77
avec ¢ =inf{t > 0|y, =€} :

d
W)= -0 | E e,
(a) an), o [em¢]
et .
Y(a) = _i E.en {exp (—a/ : d25 >}
dn =0 o sin” g

Pour « > 0, cherchons f lisse sur ]0, 7[, bornée pres de 0, telle que

t
M := f(pr) X exp (a/ sin™2 ¢, ds>
0

soit une martingale. Or nous avons dp; = dbs —&—% cotg s ds, pour un brownien
réel (bs), et donc la formule d’Tt6 montre aussitdt que M; est une martingale
locale ssi

F" (@) + cotg o x f'(p) — 2a(sing) 2 x f(p) =0.

Le changement de variable f(p) = H(tg(¢/2)) donne t2H"(t) + tH'(t) —
2aH (t) = 0, et donc les solutions bornées prés de 0 sont proportionnelles a

f() = (t8(p/2)) V2.

Le théoreme d’arrét nous donne ensuite :

inf{t>0]ps=c} ds f(€ e*”)
E —n — = s
oo | an)) =

V2

et donc

Pla) =

Csine

De méme, pour le calcul de 1" () nous voulons h lisse sur ]0, [ et bornée
pres de 0 telle que h(yp;) et soit une martingale, et donc telle que

() + cotg  x I'(p) — 2ah(p) = 0.

Classiquement, h doit étre proportionnelle & G(cos ¢), avec G = P2 fonction
de Legendre solution de (1 — u?)G" (u) — 2uG’(u) — 2aG(u) = 0 et v tel que
v(v + 1) + 2a = 0. Nous avons donc (avec [?] page 171)
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1 d h(ee™™) eh/(e) e (sine) (PY)’(cose)

0 = —C_ = = —
vi{a) dn|,_, W) Chie) C P9(cose)
_ (cose) P)(cose) — P)_(cose)
e C (sine) PY(cose)
Puisque

(cose) PY(cose) — P% (cose)  2e ; (E)
= g
2

BT i =100 N =
1_E[§]_i1\moa Yie) = —2¢ C (sine) P (cose) e

nous obtenons C = 2e tg(e/2), d’out le résultat. Nous avons en outre

PY(cose) — PY_(cose)
0 — t (COS E) v v—1 ) 0
Yia) = veotge x 2 (sine) PY(cose)

Lemme 1 ([?], lemme 8). Si (¢:) est un processus de Cauchy de paramétre
p et si (A;) est un processus tel que A/t converge en probabilité vers une
constante c, alors les lois marginales de dimension finie de (va.,/t, s = 0)
convergent vers celles d’un processus de Cauchy de paramétre pc.

On en déduit le théoreme de Spitzer relatif & la sphere (voir par exemple [?],
ou aussi [?]).

Corollaire 2. La loi de 0;/t converge lorsque t — oo vers la loi de Cauchy
de paramétre 1/4 (indépendamment de ¢). Il en est de méme pour les lois
marginales de dimension finie de (0st/t, s > 0), et conjointement pour les
enroulements autour d’un nombre fini de points de la sphére, qui sont asymp-
totiquement indépendants.

Démonstration. Prenant o = A\?/2t2, nous avons pour tout A € R :

ooV 3o | <o (i)

Pour revenir a ’échelle de temps usuelle, utilisons la remarque 7?7 : nous
avons par ergodicité convergence presque siire de LY/t vers u(U) = sin®(g/2),
de sorte que selon le lemme 77 ci-dessus le comportement asymptotique de
I'enroulement 6; est celui de ¢y gin2(c/2)- Donc pour tout s € Ry

tlirgloE{exp<r ?%)] = exp(—|\| s/4).

Pour l'indépendance asymptotique des enroulements 6/ autour d’un nom-
bre fini de points o1, ..., 0} de la sphere, il suffit de noter que les processus de
Cauchy correspondants (¢} ) sont indépendants conditionnellement aux temps
locaux (LY7), conditionnement qui disparait & la limite. O
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4.3 Pointes hyperboliques réelles

La variété M est ici une variété hyperbolique réelle de dimension d + 1 et
de volume fini, (Z;) est son mouvement brownien, u est la mesure de volume
normalisée, G est le groupe R?, que nous identifions avec son algebre de Lie,
le sous-groupe parabolique I' est un réseau de R?, et U est un voisinage
horocyclique d’une pointe P de M. Choisissons pour modele le demi-espace
de Poincaré, de fagon que la pointe P soit en oo, et notons h la hauteur (> 0
suffisamment grande) & laquelle se trouve la section U dans le modele choisi.
L’opérateur L est le demi-laplacien hyperbolique, et donc L est le demi-
laplacien euclidien de R%, g(y) = v, et £, = y*/20%/0y?> + (1 — d)y/20/dy,
de sorte que lors de chaque excursion dans [h, 0o, y; = he®t=4*/2 ot (w,)
désigne un mouvement brownien réel issu de 0. Le processus (X;) est un
brownien de R? issu de 0, indépendant de (y;), et 0; = fg ys AWy, lors de
chaque excursion.

Nota Bene. Par rapport aux notations générales introduites dans la section
??, nous avons changé R, en [h, oo|, afin de respecter les notations usuelles
du demi-espace de Poincaré.

Exposants caractéristiques, mesures de Lévy et de Krein

Nous pouvons encore dans le cas présent calculer les exposants caractéris-
tiques ¥° et 1.

Proposition 6. Nous avons pour tout o € Ry -

(] @ d\d dh2a  Kgpoi(hv2a)
wo(a) = ( 200+ Z - 2) 5 et 1/}(0[) = 2 X Kd/2 (h\/ﬁ) .

La mesure de Krein my du subordinateur (A:) est donnée par

8d 1
ma(ds) = 3 ((Jd2/2 + Yd2/2) (%\/E)) ds.
Remargue. Le rapport 1(a/(2h?))/(ad) est la transformée de Laplace d’un
dernier temps de passage et d'un premier temps de passage de processus de
Bessel ; voir [?, § 9, p. 339].

Démonstration. Changeons y en y — h, et appliquons la proposition 7?7, ¢
désignant le temps d’atteinte de h par le processus (y;) (issu de h + 7).
0 -1 d —al
Po(a) = -C an Enn(e™"°),
Mn=0

et
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Epty {eXP (—04 Ag(ys)Q dS)] .

Puisque ys = (h +n) ew:=55 lors de chaque excursion partant du niveau
(h + 1), la formule de Cameron—Martin donne :

d

v =-c gl

Egin[e7*¢] =E[exp( — a inf{s > 0w, — 45 < logh —log(h +n)})]

- (1+ %)d/QE[exp(—(a + d/8) inf{s > 0| w, < —log(1 +n/h)})]

(1 n)d/Z*\/QOterZ/ﬁl
T

d'ou () = (v/2a + d?/4 — d/2) /(hC), et par suite C = 2/hd.

D’ autre part cherchons une fonction reguliére f bornée pres de +oo et telle

o M, = exp(—a / ()? du) < 1(5)

définisse une martingale. Nous avons

)

M = f(yo) + martingale

+%/ efafor(yu)zdu (f//(yr) + 1-
0 T

a f'yr) —2a f(.%«)) x (y,)? dr.

Nous devons donc avoir f"”(y) + (1 — d) f'(y)/y — 2a f(y) = 0. Posant
H(y) := y~%? f(y), nous obtenons H"(y) + H'(y)/y — 2a H(y) = 0. Par
conséquent H est une fonction de Bessel modifiée, bornée pres de +oo. Donc
fly) = cy??K,/2(y V2 ). Finalement nous obtenons

. ¢ 2 _ f(h+n) a/2 Kd/2<(h+77)m)
E“*’”F“’( o w0 ds)]‘ e )

La valeur de 9 en découle, étant donné que %Kd/g(y) +yKé/2(y)+yKd/2,1(y)

=0:
Kajo 1 (h/23)

Y(a) = C7'V2a x

Kd/2 (h\/ 2a)
Selon Ismail [?], nous avons
Kapa([A) 16 [ IA[*dt

N R~ 7 o twmt)u;/z YZ2,) (Vi)

B —IA2 s/8) e=5t dsd
- // (a2 + Vi) (VE) t

_ / / \)\|25/2) —st ds dt
(i +Yin) (3vE)
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e "5)e s ds d
/ / (T2 + d/z)(lx/i)t’

et donc la mesure de Lévy 74 est donnée par

8d [° e stdt
ds) = [ = d
e = (33 (J§/2+Yf/2)(’5ﬂ)) >

d’ou le résultat. O

Ainsi

Remarque. Un calcul un peu plus sophistiqué donne la loi conjointe de ¢ et
de foc(ys)2 ds :

K fmn((h+m)v2e)

E(h1n) [eXp(—PC—Oé /Og(ys)z dsﬂ = (L+n/h) "2 x K\/m(h\/%)

Du fait que L est le laplacien euclidien de R, nous déduisons par simple
composition la premiere partie de la proposition suivante.

Proposition 7. (i) Le processus des enroulements (p;) du brownien (Z;)
dans un voisinage horocyclique U d’une pointe de la variété hyperbolique réelle

M (sectionnée & la hauteur h) est le processus de Lévy a valeurs dans R?
Kasz2—1(h|A])

Ka/2(hA]) -

(ii) La mesure de Lévy v du processus de Lévy (¢;) est donnée par :

v(dz _ 16d )~ 4/2 * By 1 (lalt) ¢ 2% da,
(dr) = 2t 2m) (/( e a

T +Yin) (57

ayant pour exposant caractéristique R? 3 \ — ghw X

ou Jqo et Yqo désignent les fonctions de Bessel usuelles.

Démonstration de (ii). D’apres le Théoreme 1, la mesure de Lévy du processus
des enroulements (¢;) est donnée par

y(dz) = 24 ( / / e d/j)ﬁ(S)\/di/)Q ds dt> da

H\/*(

oo 2l Vo d/2 e s
:;Sftl(/ <(|¢2~|7) / <27rs>d/2+ )d>(«f§/2 (}i»(’;ﬁ))dx

:@ = T 7d/2 M 17d/2 €T dt X
= </0 (e () s oV) sy )

o Ka_y(jzft)t¥?
= @(QW)_WQ (/ ( ~1(lat) ) dt) |x|1_§ dz. a
0

& Jd/2 Yd2/2)(2f
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Remarque 2. Lorsque d = 1,

1 hv?2
—_———— = LZ7 Kgjo_1(x) = e_m\/7, et donc v(dz) = \Cdx :
(J1/2 + Yl/z)(z) 2 2x TT

nous retrouvons la mesure de Lévy d’un processus de Cauchy.

Résultat asymptotique

Particularisons suivant la dimension, et utilisons la remarque 77?.

Notons que dans les coordonnées (1, . .., x4, y) du demi-espace de Poincaré
la mesure de volume est proportionnelle & 3~ 'dydz; ...dzg, et que U est
isométrique & (I"\R?) x [h, oo|, h représentant la hauteur & laquelle on a sec-
tionné la pointe P pour obtenir le voisinage horocyclique U. De sorte que

tlim L/t = u(U) = /i/ y 1y =k h™Yd,

k étant une constante dépendant du volume global de la variété M.
Le comportement asymptotique de l’enroulement (6;) produit par (Z;)
dans U est donc (en loi) celui de (¢, p—d¢/q)-

Si d = 1, étant donné que Kg4/5_1/Kq/2 = 1, nous voyons que le proces-
sus des enroulements (;) est un processus de Cauchy de parametre h/2. Nous
retrouvons ainsi via le lemme 77 que tlggo exp(V=1At7"0;) = exp(—|A|x 5/2),I
et donc que t~! 8, converge au sens des marginales de dimension finie vers
un processus de Cauchy de parametre /2. Nous retrouvons le résultat donné
dans [?], et appliqué au flot géodésique.

Ceci n’est plus vrai en dimension supérieure.
Sid=2:
Ka/o-1 1 y . V=T ALt —|AI2h2d s /4
—L—(y) =ylog| — |+O(y), dou thm E{e Wlogf} =e .
Y —o0

Nous retrouvons le résultat [?] de convergence (au sens des marginales de di-
mension finie) de I’enroulement normalisé (¢ logt)~'/26;, vers un mouvement
brownien plan isotrope de variance x/4, indépendant de la hauteur h.

Sid>3:

Ka/o-1 Y
y) ~ , et donc lim ]E{e
Kd/Q (d — 2) t—o0

st A2R2d s
v—l /\'TZ} — e 2@ .

De sorte que I’enroulement normalisé t—1/26,, converge (au sens des marginales
de dimension finie) vers un mouvement brownien isotrope (de R?) de variance
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kh?=1/(d — 2); ce qui correspond & des enroulements de variance asympto-
tique proportionnelle & h2~?, logiquement dépendants de la hauteur h, étant
donné que nous sommes ici dans le cas d’'un théoreme central limite.

Par ailleurs nous avons K, /K, ~ 1 en +oco pour tout (a,b), et donc pour

tout d € N*:
lim E em”’fl”")} PSINFT%Y
h,/ o0

Ainsi, la loi asymptotique lorsque h — oo du processus d’enroulements
normalisés (h~! ;) est toujours celle du processus de Cauchy isotrope de
parametre d/2.

4.4 Pointes hyperboliques complexes

Nous supposons ici que H = HZ est l'espace hyperbolique complexe de
dimension (complexe) d, avec d > 2. Nos références sont surtout [?], [?], [?].
Les deux modeles les plus classiques sont celui de Siegel et le projectif :

HE = {(w,2) € C*! x C| 2Re(z) > |w|*}
= {P(w,wl,wo) e pc? ‘ Q(w, wy,wp) < 0},

ot Q(w,wy,wp) = |w|* — w Wy — wew1, pour (w,wy,wy) € CI1 x C x C.
Le bord de HZ est

OHE = {(w,z) € C*! x C | 2Re(z) = |w|*} U {oo}.

Les coordonnées horosphériques de (w, z) € ]HT%\{OO} sont (¢,v,y) € CI~1 x
R x R, définies par : ( = w, v = —2Im(z), y = 2Re(z) — |w|?>. (Donc
2z = (y + [¢|*> — iv)/2). La norme de Cygan est définie par : [|(¢,v,y)| =

Viy+ ¢ —ivl.

Le groupe de Heisenberg H4 est C4~! x R muni de la loi :
(Gv) (¢ 0") = (C+ ¢, v+ v +2Im(¢()).
On lidentifie & OHZ\{oc} via (¢,v) = (¢,v,0). Il conserve oo et agit sur
HZ\{co} par translation & gauche sur chaque horocycle basé en oo :
(G v)- (¢ ) = (C+ ¢ v+ 0"+ 2Im(C0), y).

Repassant aux coordonnées (w, z) de Siegel, cela donne :

(Gv) = (¢, (I¢]* = i)/2)

et
(¢v) - (w,2) := (w+(,z+w§+ (¢ —iv)/2).

Le groupe unitaire U(d—1) conserve oo et agit sur HL\{oco} par rotation de
la coordonnée (. Le produit semi-direct H(d) des deux groupes Hq et U(d—1)
constitue le groupe des isométries de H(‘é qui conservent l'orientation, oo, et
chaque horosphere {y = yo}.
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Fixons le systeme de coordonnées usuel sur C4~1 :

¢=(C1,-,Ca-1), avec (j = x; ++v/—1y; pour 1 <j <d.
La mesure de volume de H est proportionnelle a
yid*1 dydvdzy...dzg—1dyy ... dyg—1-

L’algebre de Lie de H4 est engendrée par 0/dxy, 0/0y1, ..., 0/0x4-1,
0/0yq—1, 0/0v, avec pour seuls crochets non triviaux [0/dz;, 0/0y;] = 20/dv.

Pour tout s > 0 notons Hg I’homothétie complexe définie par :

HCon = (2= 2. Y)

C’est une isométrie, qui vérifie Hs((¢,v) - (¢',v")) = Hs(¢,v) - Hs(¢',v).
Donnons-nous 2d mouvements browniens réels standard indépendants :
i""’xgilﬂ y;""’y571) wS? /BS‘

Le mouvement brownien sur le groupe d’Heisenberg est la diffusion dégénérée
de générateur % A, ou

oy
o2 [0 0 \2
Z((a“yﬂ‘a@) +(ayj‘2%‘av))
2 o2 o2 g P
Z(a "o T as00 ~ Y By,00 +4($j+yi)av2>

étant le laplacien de Kohn sur Hg, et b > 0 étant un parametre arbitraire.
Nous retrouvons les notations de la section 77, en prenant

0? 0
A::yzﬁJr(lfd)y—eryAK,
d—1
AR = 9
J=
7j=1
1 y2 82 1_d 6 b K

2 Oy? 2 oy’

Lors de chaque excursion dans [h, co[ nous avons ys = hexp (ws — % s)
Soit

Bs = (Csa 2./45)

d—1 s
= (xi+\/—1y;,...7xgl_l—i—\/—lyg_l, QZ/ (yidxt —xtdyt))
j=1"0

le mouvement brownien du groupe G = Hy, ou A, = Zd ! Al et
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. s . . . .
A= [ o] = ).
0
Rappelons la formule d’aire de Paul Lévy : pour tous g, z, y € Ret s > 0

2 2
— . . . 0S8 e +y 0S8
E[exp(vV-ToA) | v =y =)= sh(ps) X exp( 25 [1 B th(gs)])'

La formule d’It6 montre directement que

o= (e (o[ )} )

est le mouvement brownien (d’Heisenberg) de H, en coordonnées horocy-
cliques.

Excursions prés d’une pointe de H¢

La variété M est ici une variété hyperbolique complexe de dimension 2d et
de volume fini, (Z;) est son mouvement brownien, u est la mesure de volume
normalisée, G est le groupe de Heisenberg Hy, d’algebre de Lie G = R?%1, et
U est un voisinage horocyclique d’une pointe P de M, que nous plagons en
{y = oo}. Le voisinage U est isométrique a (I"'\H4) X [h, 00|, h représentant
la hauteur a laquelle on a sectionné la pointe pour obtenir le voisinage horo-
cyclique U. Comme dans le cas hyperbolique réel, nous avons changé R en
[h, 00|, pour respecter les notations usuelles du demi-espace de Siegel. Nous
avons encore p(U) = k' h=%d, pour la méme raison que dans le cas réel (voir
la section ?77).

Nous pouvons de nouveau calculer les exposants caractéristiques 1° et 1.

inf{s|y,=h}
Lemme 2. La loi de O = yr dt est donnée par : pour tous n,

0
a >0, nous avons ( Ky étant lusuelle fonction de Bessel modifiée) :

Ka(2y/2a(h+1n))
Ka(2v2ah)

Démonstration. Pour «, y réels positifs, soient ¢ := inf{s > 0|ys = h} et

fly) =E, [@m(—a /OC n dt)}

La fonction f est une fonction positive décroissante sur [h, +oo[, égale & 1 en
h, et qui est harmonique par rapport au semi-groupe de la diffusion (ys) avec
potentiel —ald; elle doit donc vérifier :

() + %d % f'(y) - %‘“ x f(y) = 0.

E(hin) [exp(—a0')] = (1 +n/h)¥? x
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Effectuons le changement : f(y) := y%/? H(2y/2ay). Cela donne :
2 H"(t)+tH'(t) — (£ + d*) H(t) = 0.

C’est une équation de Bessel, dont une solution positive décroissante sur R’
est K4. Le résultat s’ensuit aussitot. O

Proposition 8. Nous avons pour tous h >0, a >0 :

0/ N _ > d\d _dv2ah Kd_1(2\/M)
P (a) = <\/2a—|—4 —2>2 et Y(a) = 5 X Kal2 Tozh) .

Remarque. Comme dans la proposition 6, on voit intervenir la transformée de
Laplace de temps de passage de processus de Bessel ; voir [?, § 9, p. 339].

Démonstration. De méme que dans la preuve de la proposition 7?7, changeons
y en y — h et appliquons la proposition ?7?. Cela donne d’abord

= (V2a+d¥4—d/2)/(hC et C =2/hd,

comme dans la proposition ??, puisque le processus (ys) a la méme expression
exactement dans les cas réel et complexe, et ensuite, en utilisant le lemme 77
ci-dessus :

o) = — 4 d /2 Kd(2 2a(h+n))
o0 = =07 L] (e RO

VI Kaa(2vEaE)
hC " Ka(2vaah)

Corollaire 3. La mesure de Lévy ma du subordinateur (A;) (autrement dit
la loi de ©' sous la mesure d’excursion P) a pour densité sur RY. :

O

4d/ —stdt

S — e EE—————

™o (Ji+Y7)(Vht)

ou Jg et Yy désignent les fonctions de Bessel usuelles. Donc la mesure de
Krein my du subordinateur (A;) est donnée par

my(ds) = %((Jg +Y7) (\/E))_l ds.

Démonstration. Nous avons en effet d’apres la proposition 7?7 et d’apres Ismail
[?], pour tout ¢ >0 :

ad [ odt (1—e7e%)e " dsdt
V(o) = 7T2/0 Q+t)(J2+Y2) N / / J2+Y2)(\/h>)

T :
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Résultat asymptotique

Lemme 3. Nous avons pour tout a réel :

Q ahd
lim ¢(2) = 22
A () = g1
ce qui signifie que A/t converge en probabilité lorsque t — oo vers hd/(d—1).

Démonstration. Nous déduisons aussitot de la proposition 77, pour tout d >
2:

Kq_1(2/2ah]t)

Kq(2y/20h/t)

(V2ah/t)' ™" x (d-2)!  ahd
(V2ah/t) ™ x(@-1r A1

Corollaire 4. La variable Hy(p:) des enroulements normalisés dans Hg con-
verge en loi lorsque t — oo vers

w(%) - g 2aht x

2acht %

(JECM : 2bAM) = Hys (BM) = Hui(B)).
d—1 d—1 d—1 bhd
Donce le processus normalisé (Hi(0s:)) des enroulements dans Hg produits
par les excursions du brownien (Z) dans la pointe U (sectionnée a la hau-
teur h) converge en loi (au sens des distributions marginales de dimension
finie) lorsque t — oo vers le brownien de Heisenberg (H(d,l)hdq (BS)).
bk

Démonstration. La proposition ?? assure que ¢; = Hy-1(By,), avec les nota-

tions de la section 77, le brownien B et le subordinateur A étant indépendants.

Par conséquent Hy(yp;) = Hy/p(Ba,) ala méme loi que Hy/(4,)(B1), qui selon

le lemme ?? converge vers H I (B1). Enfin nous savons que H;(fs;) se com-

porte asymptotiquement comme Hy(@,p-ds/q), €t donc converge en loi vers

H , 1yna—1 (By), i.e. vers H<d,?hd71 (Bs).- O
br’s w’

Ce résultat signifie qu’il n’y a pas pour Hfé de résultat d’enroulements
singuliers (analogue au théoréme classique de Spitzer), quelque soit d > 2,
mais seulement un théoréeme central limite, expliquant la dépendance en h du
processus limite.

Appendice : une extension au cas du Brownien hyperbolique
complexe non dégénéré

Etendons ce qui précede au cas ot notre Brownien sur le groupe d’Heisen-
berg est non dégénéré, par ajout d’une excitation indépendante sur la com-
posante centrale v.
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Fixons la métrique de type Bergmann : d¢? := y~2dy? + dﬁi, ou

d—1 d—1 2
ez = -1 Z (da? + dy3) + (ky)~> (dv +2 Z(xjdyj — yjdxj)> ,
Jj=1

j=1
avec b>0et k> 0.
La mesure de volume riemannien associée & d¢? est proportionnelle &

yid*l dydvdxy...drg_1dy;...dyq_1 -

L’opérateur de Laplace—Beltrami associé est

2 ) 82
y287y2+(17d)y87y+AH, avec Ay = (ky) 52 eryAK

AX étant toujours le laplacien de Kohn sur Hg.
La formule d’It6 montre directement que

o= (e (5 ) e1(o ([ 0)). )

est le mouvement brownien de H, en coordonnées horocycliques et relative-
ment & la métrique d¢2.

Ce mouvement brownien ne se met plus sous la forme d’un produit semi-
direct comme dans la section 77, mais cependant nous pouvons le considérer
de fagon assez analogue.

Le lemme ?7? et la proposition 7?7 doivent étre modifiés comme suit.

inf{s|ys=h} inf{s|ys=h}
Lemme 4. La loi de (91 = / y dt, 0% = / y? dt) est
0 0

donnée par : pour tous n, 0 2 0, 0 > 0, notant a : d+1 + 2
E () [exp(—0 0" — 0* 6%/2)]
o e—2¢7(h+n)s o1 (1 + S)d—a ds

— (1 h d_—on X fO —
(L+n/h)%e o em20hs g1 (14 s)d-a ds

o-!

Démonstration. Pour g, o, y réels positifs, soient ¢ := inf{s > 0|ys = h} et

¢ 2 rC
f(y) ZZEy[eXp(_Q/O ytdt—%/o yfdtﬂ-

La fonction f est une fonction positive décroissante sur [1,+oo], égale & 1 en
h, et qui est harmonique par rapport au semi-groupe de la diffusion y, avec
potentiel —pId — 0’21d2/ 2 elle doit donc vérifier :

o+ (S0 x s - (2ot <=
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Effectuons le changement : f(y) := e~ 7Y H(20y). Cela donne :

tH%n+(1dwﬂqw+(d;19>H@y—o

g

C’est une équation différentielle confluente hypergéométrique (de Kum-
mer), dont une solution positive sur R* est

~ d+1
H(t) = td/ e ts gl 1+ )dia ds, avec a:= % + e .
0 o

Ceci se vérifie en observant que
t 872 + (1 —d—- t) g + (d _ a) (tde—tssa—l(l + s)d—a)
ot? ot

9 d, —ts .a d—a
+$(tets(1+s) ty=o.

De plus nous avons
H(t) = td*“/ e * s (14 s/t) 2 ds
0
= I(a)t¥™ + tdfa/ e s (1 +s/t)* —1)ds
0

= I(a)t" 4+ ¢t /Oo e * s O((s/t)(1+ S/t)(d,a,1)+) ds
0
= I(a)t? x (1+O(1/t)).

Une solution de I’équation de Kummer non colinéaire a H est

xS it = K o)

ce qui fait que seule (& une constante pres) H correspond a une fonction f
bornée en +oo. Donc nous avons f(y) = ce 7Y H(20y), et

Eni[exp(—2©" — 026%/2)] = f(h +n)/f(h). 0

Corollaire 5. Nous avons pour tous h > 0, o > 0, ¢ > 0, notant a =
(d+1)/2+0/o :

2
E{exp(—g@l - % @2) — 1}

hd (d fO 72z7hs @ 1+S)d ads >
= X|——0—20x%
2 h fO —20hs 50— 1 (1 + S)d—a ds
En particulier
B o] < 120 Kl
2 Kd/Q(hU)
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Démonstration. De méme que dans la preuve du corollaire 77, nous avons

2 P 1 o’ 2 _ 0 1 o’ 2

n=0
oo e—20(h+n)s se—1(1 +s d—a ds
{(1 +1n/h)%e 7" x Jo ( ) ]

577 =0 fooo e—20hs ga—1 (1 T S)d—a ds
d fooo e—20h5 s (1 + s)d—a ds
=—-—0—20 X =55
h fO e—20hs ga—1 (1 + S)dfa ds
d U'(a,d+1; 20h)
= - — 2
h 0T e dt1; 20h)

oo

ot ¥(a,d+ 1;z) := I'(a)™ [T e s (1 + s)*ds est la fonction hy-
pergéométrique confluente (solution de z¥” + (d + 1 — z)¥’ — a¥? = 0) de
Tricomi. Lorsque ¢ = 0, nous retombons exactement sur le cas de la proposi-
tion ?7. O

Les définitions de la section 77 et la proposition ?? admettent un analogue :

0
At

= Hbl[B(/OA?ytdt)} +k(0,ﬁ(/0 yfdt))

= Hys (Ba) + (0, Bg) = (VBGa 20 + b )

A7 A
o (Af, A7) = </0 yy dt /0 y? dt). Rappelons que ({;, 3;) est le brow-

nien standard de C?~! x R, que A; est I'aire de Lévy associée & (;, et que
(¢, B¢) est indépendant de (A}, A?). En outre la version bidimensionnelle de
la formule exponentielle utilisée précédemment (voir la proposition ?? et sa
preuve) est

1
U(p,a) = 7 log(]E [exp(—g/ltl - a/lf)})
= E[l — exp(—g@l — 04@2)}.
La mesure de Lévy associée est w4 telle que

7 (0,0) = / (1= e~ 1 (du, do).
(R4)?

Le lemme ?? est modifié comme suit.

Lemme 5. Nous avons pour tous o, o réels :

2
. o O - ohd
tlgng(t ’ 2t2> a1

ce qui signifie que (t71A}, t=2A2) converge en probabilité lorsque t — oo vers

(hd/(d—1),0).



Enroulements et subordination 23

Démonstration. Nous déduisons du corollaire ??, pour o # 0 :

2 o? d Cem20hs ga (41 4 g)d-ads
hd”~ tw(% ﬁ) ot B 2he X fO{g e—20hs 5‘1—1((t_1 —|—?9)d—a ds
oy é+2tax (20h)=41d! + (20h) =4 (d — 1)! (d — a) /t + O(t?)
h (20h)=¢(d — 1) + (20h)1 =4 (d — 2)! (d — a) /t + O(t~2log t)
d t d+20h(d—a)/t+ Ot ?)
=t T 2oh (d—1)"Y(d —a)/t + O(t—21ogt)
=0 —20(d—a)/(d—1)+ Ot " logt) =20/(d—1) + Ot *logt). O

Le corollaire 77 et la fin de la section 77 restent enfin valables tels quels.
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