SUITES DE FONCTIONS.

Analyse MI4 2005

1 Suites de fonctions.

1.1 Convergence simple, uniforme

1.1.1 Etudier la convergence des suites de fonctions :
1

(1) far]0,+o00[—R T T
(2)  fa]0,+o00[—R T—ze T
(3)  fa]0,+o00[—R a:—>1_imc
(4)  fuR-R e e
(5) fuR—=Rz— fon e~ (1298 gy
6) Ful0l]oR  fale) =12

Pour chacune de ces suites, on étudiera la convergence simple, la convergence uniforme, et le
cas échéant la convergence uniforme sur tout intervalle compact contenu dans l'intervalle de défi-
nition. On fera une esquisse de leurs graphes.

o .1 .
1.1.2  On définit f,:[0,1] = R par f(0) =0, fu(z)==(sin _)*"siz#0

Dessiner le graphe de f, Montrer que f, converge simplement vers une fonction f*, mais que
cette convergence n’est pas uniforme.

1.1.3 Soit 2 une partie de R, f,, g, deux suites de fonctions convergeant uniformément vers
f, g. Montrer que si f, g sont bornées la convergence de f,g, vers fg est uniforme.

Etudier le cas ou f, = g, est définie par f,(z)=x+1/n

1.2 Interversion d’une limite et d’une intégrale.

1.2.1 Pour les fonctions suivantes, a-t-on fab lim,,— oo fn(t)dtzlimn%oofab fa(®)dt

fa(z)=2",0=0,b=1
fu(z) =nz2e """ a=0,b=1

1.2.2 Soit f,: [0,+ 0o[ = R fn(z) = %e_?. Montrer que f, converge uniformément vers la fonc-
tion constante nulle mais que f0+°° fa(t)dt =1 pour tout n

1.2.3 Construire une suite de fonctions continues, positives f,: [0, 1] — R telles que f, con-
verge simplement vers 0, mais telle que fol fn(t)dt converge vers + oo. Plus généralement, a,

étant une suite donnée, montrer qu’il existe une suite de fonctions continues, positives f,: [0,
1] = R telles que f, converge simplement vers 0, mais telle que fol falt)dt=a,.

1.2.4 On considére la suite de fonctions f,: [0, + oo[ = R définie par f,(z) = e~*". Montrer
que f, converge simplement vers une fonction f que I’on précisera.
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Montrer que, si a > 1,sur [a, + oo| la suite de fonctions g,(r) = z?f, converge uniformément
vers 0, et en déduire que f;oo fu(t)dt — 0.

+ oo

Montrer que o

fn(t) dt converge.

1.3 Interversion d’une limite et d’une dérivée.

1.3.1 On pose F,,[—1,1] > R F,(x) = /2% + % Montrer que F;, converge uniformément vers
|z|. Etudier le comportement de F,.

1.3.2 Soit (cn)nez une suite de nombres complexes telle que |c,| < % Soit Sp(z) =X _n<kgn
cnexp (inz). Montrer, en utilisant le critére de Cauchy, que pour tout x, la suite S,(z) con-
verge. On note S(z) sa limite. Montrer que |S — S,|(z) <23.F>°

1 P
: nt1 o3 cten déduire que S,, con-
verge uniformément vers S.

On suppose que |c,| < % Montrer que S est dérivable et calculer sa dérivée.

1

On suppose que |c,| < —7%- Montrer que S est k fois dérivable.

1.3.3 Soit fn(xz) = Arctg % Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions

fnet fo.

1.3.4 Soit fn(x) = Jm
mais que la suite de fonctions f, converge simplement vers une fonction h # 0

Montrer que cette suite de fonctions converge uniformément vers 0

1.4 Approximation d’une fonction par une suite spéciale.

1.4.1 Soit f une fonction continue de [a, b] - C. On sait que f est uniformément continue,
c’est & dire que pour tout £ > 0 il existe une « tel que si |z — y| < a alors |f(z) — f(y)| <e. En
spécialisant ¢ = 1/n montrer que f est limite uniforme de fonctions continues affines par mor-
ceaux.

2 Séries de fonctions.

2.1 Série géométrique, série exponentielle.

2.1.1 Sommer les séries de terme général z™ cos(a + nf), z™ sin(a + nB), les séries de terme
général e="* cos(a +ng), z" e~ " sin(a + nB)

2.1.2 Trouver la somme de la série de t.g. (;;p)p cos (2px)

—na?
2.1.3 Trouver la somme de la série de t.g. W, de la série MM)

2.2 Convergence simple, convergence uniforme, convergence absolue,
convergence normale.

2.2.1 Etudier la convergence des séries de fonctions.

Pour chacune de ces séries, on étudiera la convergence simple, la convergence absolue, la conver-
gence uniforme, la convergence normale et, le cas échéant, la convergence uniforme ou normale
sur tout intervalle compact contenu dans l'intervalle de définition.
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(1) surR ful@)=302 (- 1)]9%
N Y
(2) sur[0,1] (@) =370y 2k+1  2k+2
n z?
(3) sur R fa(®)=3%2_, Log(1+17)
4 sur R fu(z) = Z:l i;::;
5 sur R fn(x) = Z:l 'rLﬁW

n kzx
) k=1 T+ k%22
21k
)=Yho (-1

(4)

(5)

(6) sur[0,m],  falzx)=3,_, cos*z.sinz
(7)  sur[0,+ 00, falz

(8) (

8)* sur R fn(z

2.3 Exemples bizarres

a) Soit H(z) la fonction qui vaut 1 si >0, 0 si <0, et soit a, une suite de nombres réels.

On considére la série de t.g. u,(z) = W

Montrer que la série converge uniformément vers une fonction croissante, bornée, continue en
tout point de R \{an,n € N} et discontinue en tout point de la suite a,.

b) Soit D(z) =x — E(x), ou E(x) désigne la partie entiére de x, c’est a dire le plus grand
nombre entier inférieur ou égal a x.
Montrer que la série de t.g D(;Z) converge uniformément sur R
Etudier la continuité de la somme de cette série au voisinage d’un point de @ et d’un point

de R\Q.

2.4 Intégration terme a terme de la somme d’une série.

2.4.1 Montrer que la série de t.g. ne”™® converge uniformément sur [h, + oo pour tout h > 0.
. b
Soit f sa somme, calculer fa f@)de

. 1
2.4.2 Soit fn(x) = m.
Montrer que la série converge normalement sur [0, + oo].

Montrer que l'intégrale impropre f0+°° fn(x) dx converge vers une valeur u, que 'on calcu-
lera.

Montrer que la série de t.g. u, est convergente, et que ’on peut intervertir les sommes :

f0+°° 2T fo(x)dz = 2T ®u,.

2.5 Dérivation terme a terme de la somme d’une série.

2.5.1 Etudier la convergence et la dérivabilité des séries de fonctions.

(1) fal@)=Yp, (-1
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nx

Q) f@)=%i (-
B fule)=3p, 25

2.5.2 Dans chaque exemple, montrer que la série de t.g. wu, converge vers une fonction f de
classe C*.

(1)  sur]0,+ oo, Un(x) :e_“"31n(2n)

(2)  sur ]0,+ ocf, Un(T) = m

(3) sur]—1,+00] un(z )—ln(1+ )—% Trouver f'(1)

(4) sur]—1,4+1] unp(x) = Tsm (nz). Calculer f’ et en déduire f. Montrer que

cette série converge aussi uniformément sur [ —1,1]

2.6 La fonction (.
Pour z > 1 on définit {(z)

1

(1) Montrer, en comparant la série et une intégrale que ((x) ~;_1 —

(2) Montrer que, si a > 1, la série converge normalement sur [a, + oo[ et montrer que
lim, o ((z)=1
(3) Montrer que ¢ est de classe C° et exprimer (I*] comme somme d’une série.
(=n"
por

(4) Soit g(z) la somme de la série de t.g. . Montrer que g est continue sur ]0, oo|.

(5) Montrer que g(z) = ¢{(z)(1— 211—_1) pour z > 1 et calculer g(1).
—+ oo o0
(6) Montrer que [," ({(z) —1)dr= r !

n2lnn’

(7) Montrer que ((k+1)= (_k,l) 0 (ln_t) dt pour k> 1.

3 Séries entiéres.

3.1 Développer en série entiére.

3.1.1 Développer en série entiére les fonctions suivantes et, si possible, déterminer le rayon de
convergence de la série obtenue:

(1 f(2) :m
(2)  f(z)=sinz?+1/4cosz®+chzsinx
(3)  f(z)= arcsinz

(@) @)= 15t

(5)  fl@)=Iny/3E5

11—z
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(1) f(z)=In(1+2?%

3.1.2 Faire un DSE de :

(1) /x au voisinage de z =3 ; rayon de convergence de la série obtenue ?
(2) In(z) au voisinage de =7 ; rayon de convergence de la série obtenue ?
(3) Vz?  au voisinage de z =5 ; rayon de convergence de la série obtenue ?
(4) shz au voisinage de x = — 3 ; rayon de convergence de la série obtenue 7
(5) z“ au voisinage de x=4 ; rayon de convergence de la série obtenue ?

3.1.3 Soit f une fonction développable en série entiére au voisinage de 0, et soit R le rayon de
convergence de cette série.
_ f(=@)

a) Montrer que si f est impaire, la fonction g(x) .

vergence de la série.

est DSE, et calculer le rayon de con-

b) Montrer que si f est paire, il existe une fonction g DSE avec le méme rayon de conver-
gence et telle que f(x)= g(x?)

c) Montrer qu'’il existe une fonction DSE de rayon de convergence infini g telle que thw =

g(x?).

d) Soient f, g deux fonctions développables en série entiére au voisinage de 0. On suppose
que la limite lim,_,o ) existe. Montrer que 5
0 et que le rayon de convergence de la série est supérieur ou égal au minimum des deux rayons

de convergence des séries entiére de f et g.

est developpable en série entiére au voisinage de

3.1.4 Développer en série entiére la fonction f(x) = % au voisinage de 0. Quel est le rayon
de convergence de la série obtenue ?

3.2 Etudier une fonction DSE
3.2.1 On donne les séries entiéres.

9 p3n+1 p3n+2

4 5 )+(7_?)‘“+ 3n+1 3n+2 +..

B(z)=1—-x+a3—z*+. .. +23" — 23"+ 4 .

a) Chercher le rayon de convergence R de ces deux séries, et déterminer le comportement
aux bornes de lintervalle | — R, R].

b) Démontrer que la somme de B est une fraction rationnelle et en déduire une expression
A(z) =k Arctg f(z), ou f est une fonction que 'on calculera.
. ()}‘2 1‘4 IS
c) Soit Ao =(z— =)+ (= —
] - Ra O]

9 g3n+1 g3n+2

x
5T 3n+1 3n+2°

N
+
S8,

Majorer A — Ag,, sur [0, B[ et

d) En déduire que A converge uniformément sur [ — R, R] et calculer A(— R) et A(R)

f(n) 2

3.2.2 Soit f(u)=au?+bu+c un polynéme de degré < 2. On pose u,(z)= Oy
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a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de t.g. u.,.

b) Montrer qu’il existe deux polynoémes h(zx), k(z) de degré <2 tels que sur | — 1, 1] on ait :

Eg-oou”(m) — h(z)In (1 —z)+ k(z)

3

3.3 Sommation d’une série entiére

3.3.1 Rayon de convergence et somme des séries entiére de t.g.

2% 2" o o nS42n4+1 _,
FhaEth T F

n3z", o
3.3.2 On considére I’équation différentielle :
2zy"+y'—y=0

a) chercher une solution de cette équation qui soit developpable en série entiére , y(z) =1+

>0 apa™

b) Calculer le rayon de convergence de cette série. Sommer la série.

4 Séries de Fourier

4.1 Développements en série de Fourier.
4.1.1 Développer les fonctions suivantes en série de Fourier, et étudier la convergence de la
série trigonométrique obtenue.

(1) fil-m,7—»R  f(z)=|sina|

(2) fi]-m,,71]=>R f(z) =|cos z|
3) fi[-m,,71=R f@)=1siz>0,et f(x)=0siz <0

(4) f:[_ﬂ-aaﬂ-]%R f(x):x2

acosne

(5)  f:[0,27r] =R f(x)=e€*". En déduire les sommes des séries »_ e

(6)  f(x) est impaire 2 périodique et f(x)=z(1—=z) si # €[0,1]. En déduire ) ° (2(7:)1)3

4.2 Etude d’une fonction définie par sa série de Fourier.
4.2.1 Soit f(x) la somme de la série de t.g Smn—?'z montrer que f est continue sur R, 27 pério-
dique mais que f n’est pas de classe C'. Quels sont les coefficients de Fourier de f

4.2.2  Soit e,(z) =exp (inx). Montrer que X7 (x) =exp(inz) > (iiz;?iz)tlim) -1

En utilisant la régle d’Abel, que 'on rappellera, en déduire que si a,, est une suite de nombre
réels, décroissante et qui tend vers 0, la série X¢ay exp(ik ) converge sur |0, 27| vers une fonc-
tion, et que cette convergence est uniforme sur tout compact [a, b] contenu dans cet intervalle.
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Montrer que si a, et b, sont deux suites décroissantes et qui tendent vers 0 la série de t.g. a,
cos nx + by, sin nx converge pour = # 2km et que cette convergence est uniforme sur tout inter-
valle |2k, 2(k + 1)7].

4.3 Formule de Parseval

4.3.1 Montrer qu’il n’existe pas de fonction 27 périodique, continue par morceaux, t.q. sa
série de Fourier soit {° =222
1 Vn

4.3.2 Soit f une fonction de classe C! 27 — périodique, et telle que 027r f(t)dt =0. Montrer
que ( Ozﬁ f(t)? ;—;)1/2 < 02” f'()? ;—;)1/2, et qu’il y a égalité si et seulement si f(¢) = C exp 2im
t+C'exp — 2int

4.4 * Polynoémes de Bernoulli.

Montrer qu’il existe une unique suite de polynémes B,, tels que
Bo(t)=1
(x) Bji=nBp_1

Jy Ba(t)dt=0sin>1

Calculer By, Bs.

Vérifier que B; est un polyndéme de degré i
On pose b; = B;(0) Montrer que

Bp(x) = Zg ( f:b )bmxp_m
By(1-xz)=(—1)"By(x)

b; € Q

On consideére la fonction 1 — périodique B, = B,(z — E(z)). ~
En utilisant lla formule ( *), montrer que le n-iéme coefficient de Fourier de B, est
cn(p):—(;ﬁ sip#0, et co(p)=0sip>1

En déduire que Bgy(z) = (ZDF*2(2k)! noess 2rne

n2k+1

(2m)2k n2k
_ (=1)k+12(2k 4+ 1)! «+ocosin 2rnz
B2k+1(x) = (2m)2E+1 Z:1

s 1k sFel= 11@)
2k 2k : st
Montrer que les nombres —#— et ——*— sont des nombres rationnels, et les expliciter.




