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Introduction

Ces notes sont celles de deux cours de D.E.A. de 20 heures chacun, donnés
a I'Université Louis Pasteur en 1999/2000. Je me suis inspiré des ouvrages [H],
[Ha], [M], [P] et [S], mon but étant de donner une idée des résultats et concepts
de base de la géométrie des variétés algébriques quasi-projectives sur un corps k
algébriquement clos. A part les définitions de base, nous avons admis les résultats
suivants d’algebre commutative :

e Nullstellenstaz : soit I un idéal de k[X,...,X,]; on a I(V(I)) = V1.

e Hauptidealsatz : soient A une k-algebre intégre de type fini, f un élément

non nul de A et p un idéal premier minimal contenant f. On a

deg.tr K(A/p) = deg.tr., K(A) — 1.
e Factorialité des anneaux réguliers : toute k-algebre locale de type fini A

dont I'idéal maximal peut étre engendré par dim A éléments est un anneau
factoriel.






CHAPITRE 1

Variétés affines

On fixe un corps k et un entier n. On note A 'anneau k[T, ...,T),] des po-
lynomes a n indéterminées a coeflicients dans k.

1.1. Sous-variétés affines

Si F(T1,...,T,) est un élément de A, on dit qu'un point = (z1,...,z,) de
k™ est un 2éro de F si F(xy,...,2,) =0.

DEFINITION 1.1. Soit S une partie de l’anneau de polynémes A. On note V(S)
le sous-ensemble de k™ formé des zéros communs a tous les éléments de S. Les
sous-ensembles de K™ de ce type sont les sous-variétés affines de k™.

EXEMPLES 1.2. 1) On a V(1) = @ et V(@) = V(0) = k™ : le vide et l'espace
tout entier sont des sous-variétés affines de k™.

2) Un point de k™ est une sous-variété affine, puisque V(T —x1,..., T, —x,) =
{(J}l, ey Z‘n)}

3) Dans k2, on a V(T?) = V(T) : c’est Paxe des y. Des parties différentes
peuvent donner la méme sous-variété affine.

4) Tout sous-espace affine de k™ est une sous-variété affine.

Remarquons que S’ C S entraine V(S) C V(S’) (les inclusions changent de
sens). D’autre part, si (S) est l'idéal engendré par S (c’est-a-dire ensemble des
sommes finies Y F;G;, avec F; dans S, et G; quelconque dans A), on a V(S) =
V((S)). L’anneau A étant noethérien, 'idéal (S) est engendré par un nombre fini
de polynoémes Fi, ..., F,., de sorte que

V(S) = V((S)) = V(Fy,.... F}).

En d’autres termes, toute sous-variété affine de k™ peut étre définie par un nombre
fini d’équations.

PROPOSITION 1.3. a) Toute intersection de sous-variétés affines de k™ est une
sous-variété affine.
b) Toute réunion finie de sous-variétés affines de k™ est une sous-variété affine.

DEMONSTRATION. Pour a), il suffit de remarquer que (), V(S.) = V(U,, Sa)-
Pour b), il suffit de remarquer que la réunion V(S1) UV (Sz2) est égale a V(51.52),
ou 515, désigne I’ensemble des produits d’un élément de S; avec un élément de Sy
(sixz ¢ V(S1)UV(S2), il existe Fy dans Sy et Fy dans Sy avec Fy(z) et Fz(x) non
nuls, de sorte que Fy Fo(x) est non nul, et © ¢ V(51.52)). O

En particulier, tout sous-ensemble fini de k™ est une sous-variété affine.
La proposition permet de définir une topologie, dite de Zariski, sur ’ensemble
k™, en prenant comme fermés les sous-variétés affines. C’est une topologie tres
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4 1. VARIETES AFFINES

différente des topologies usuelles; en particulier, elle n’est pas séparée. Pire : si k
est infini, deux ouverts non vides quelconques se rencontrent (cf. cor. 1.9; si k est
fini, la topologie de Zariski est la topologie discréte et ne présente aucun intérét).
En gros, les ouverts sont tres gros, et les fermés tres petits. Par exemple, dans k,
les fermés sont @, k, et les sous-ensembles finis.

On munit toute sous-variété affine de k™ de la topologie induite par la topologie
de Zariski de k™.

1.2. Idéal d’une sous-variété affine

On a vu qu’'une méme sous-variété affine V' pouvait étre définie par des par-
ties différentes de A (en d’autres termes, par des équations différentes). Il existe
cependant un moyen naturel d’associer un idéal de A a V.

DEFINITION 1.4. Soit V' un sous-ensemble de K™ ; on appelle idéal de V', et l’on
note I(V'), lensemble des polynéomes nuls sur V.

On a les propriétés suivantes :

1) V. C V(I(V)), avec égalité si et seulement si V est affine. En fait, V/(I(V))
est Padhérence de V' (pour la topologie de Zariski).

2) S C I(V(S)), mais il n’y a en général pas égalité, méme lorsque S est un
idéal ; par exemple I(V((T?)) = (T). La relation entre I et I(V (1)) est 'objet
du Nullstellensatz, que nous verrons plus bas.

1.5. On peut traduire le fait que anneau A est noethérien de fagon géométrique :
toute suite décroissante de sous-variétés affines est stationnaire. En effet, si (V;)
est une telle suite, la suite d’idéaux (I(V;)) est croissante, donc stationnaire. Il en
est de méme de la suite (V;) par la propriété 1) ci-dessus. En particulier, toute
sous-variété affine est quasi-compacte.

1.3. Irréductibilité

La sous-variété affine de k? définie par 7Ty = 0 se décompose en la réunion
des axes de coordonnées, qui sont eux-mémes affines, mais qu’on ne peut, si k est
infini, décomposer a leur tour en une réunion finie d’affines propres. C’est cette
remarque que l'on veut généraliser.

DEFINITION 1.6. On dit qu’un espace topologique E est irréductible sl n’est
pas vide et qu’il n’est pas réunion de deux fermés distincts de E.

On vérifie facilement que si F est non vide, E est irréductible si et seulement
si deux ouverts non vides quelconques se rencontrent, c¢’est-a-dire si et seulement si
tout ouvert non vide est dense.

Le théoreme suivant fournit une traduction en termes algébriques de l'irréducti-
bilité d’une sous-variété affine.

THEOREME 1.7. Pour qu’une sous-variété affine soit irréductible, il faut et il
suffit que son idéal soit premier.

DEMONSTRATION. Soit V' une sous-variété affine irréductible ; considérons des
polyndmes F et G tels que FG s’annule sur V. Ona V C V(FG) =V (F)UV(G),
de sorte que V est la réunion des fermés VNV (F) et V NV (G). Comme V est
irréductible, I'un d’eux est égal a V', de sorte que soit F', soit G s’annule sur V.
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Supposons I(V') premier, et supposons V réunion de deux fermés propres V; et
V5. Comme V; & V), il existe un polynome F; nul sur V; mais pas sur V, de sorte
que F; ¢ 1(V), mais Fy Fy € I(V), ce qui contredit le fait que I(V') est premier. O

1.8. On peut aussi exprimer la condition du théoreme en demandant que 1’algebre
quotient A(V) = A/I(V), dite algébre de V', soit intégre.

COROLLAIRE 1.9. Si k est infini, k™ est irréductible.

DEMONSTRATION. Puisque k est infini, tout polynéme nul sur k™ est nul, de
sorte que I(k™) = (0), qui est premier. O

THEOREME 1.10. Toute sous-variété affine non vide se décompose de facon uni-
que (& permutation prés) en une réunion finie de sous-variétés affines irréductibles,
non contenues l'une dans l'autre.

DEMONSTRATION. Existence : supposons qu'il existe une sous-variété V non
vide qui ne se décompose pas en une réunion finie d’irréductibles; d’apres (1.5),
I’ensemble de ces sous-variétés admet un élément minimal V', qui est forcément
réductible. On écrit V = V; U V5, avec V; fermé non vide distinct de V. Par mini-
malité, V; est réunion finie d’irréductibles, d’ou la contradiction. L unicité est laissée
au lecteur en exercice. (I

Les sous-variétés irréductibles Vi,...,V, apparaissant dans la décomposition
du théoreme sont appelées les composantes irréductibles de la sous-variété affine

V.Ona I(V) =, 1(V;), et les idéaux I(V;) sont premiers. C’est un exemple de
décomposition primaire d’'un idéal de A.

1.4. Le Nullstellensatz

C’est un premier résultat fondamental. Je réfere par exemple & [H] pour diverses
démonstrations. Si I est un idéal de A, I'idéal
VI={FecA|ImeN" F"el}

est appelé radical de I. Les sous-variétés V(I) et V(v/I) coincident. On dit qu'un
idéal T est radical s'il est égal & v/I. Un idéal premier est radical. Un idéal I de A
est radical si et seulement si le seul élément nilotent de A/ est 0. L’idéal d’une
sous-variété affine est radical. En particulier, on a

VI c I(V(D)).
Le Nullstellensatz précise cette relation.

THEOREME 1.11 (Nullstellensatz). On suppose k algébriquement clos. Pour
tout idéal I de A, on a I(V(I)) = V1.

En particulier, V(I) est vide si et seulement si I = A.

COROLLAIRE 1.12. L’application V +— I(V') réalise une bijection décroissante,
de réciproque I — V(I) entre

a) les sous-variétés affines de k™ et les idéaux radicauzr de A ;

b) les sous-variétés affines irréductibles de K™ et les idéaux premiers de A ;

¢) les points de K™ et les idéaur mazimaux de A.

Un cas particulier important est le suivant.
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DEFINITION 1.13. On appelle hypersurface de kK™ toute sous-variété affine dé-
finie par un polynéme non constant.

Ce sont donc les sous-variétés du type V(F), avec F € A. Si F est irré-
ductible, 'idéal (F') est premier, et le Nullstellensatz entraine que lorsque k est
algébriquement clos, V (F) est irréductible (comparer avec I’exercice 1.6.8)b)). Comme
A est factoriel, on peut décomposer F' de facon unique en un produit F' =[], F;",
avec F; irréductible. En particulier, les V' (F;) sont les composantes irréductibles de
V(F).

On peut étendre la correspondance du corollaire aux sous-variétés d’une sous-
variété affine quelconque. Pour cela, considérons des sous-variétés affines W et V'
avec W C V. On a I(V) C I(W), de sorte que I(W) est I'image inverse par la
surjection m: A — A(V) d’un idéal de A(V'), que on note Iy (W).

THEOREME 1.14. On suppose k algébriquement clos. Soit V une variété affine.
L’application W — Iy, (W) réalise une bijection décroissante, de réciproque I +—
V(r=Y(I)) entre

a) les sous-variétés affines de V' et les idéauz radicavx de A(V) ;

b) les sous-variétés affines irréductibles de V' et les idéaux premiers de A(V') ;

¢) les points de V et les idéaur mazimaux de A(V).

DEMONSTRATION. Soit z un point de V; I'idéal Iy (z) (souvent noté m,) des
polynoémes nuls en x est maximal dans A(V) : ¢’est le noyau du morphisme A(V) —
k qui & [F] associe F(x). Cela démontre une partie de ¢). Pour le reste, il suffit de
remarquer qu'un idéal I de A(V) est radical (resp. premier) (resp. maximal) si et
seulement si 7~1(I) I'est, puisque ces propriétés se lisent sur le quotient A(V)/I,
qui est isomorphe & A/7 (). O

1.15. En particulier, les composantes irréductibles de V' correspondent aux idéaux
premiers minimaux de A(V), et celles de W aux idéaux premiers minimaux de A(V)
contenant Iy (W).

Mentionnons un exemple important d’application du Nullstellensatz. C’est I’ana-
logue des partitions de 1'unité en analyse.

PROPOSITION 1.16. On suppose k algébriquement clos. Soient V' une sous-va-
riété affine et f1,..., fr des éléments de A(V) sans zéro commun. Il existe des
éléments g1,...,g. de A(V) tels que Y, figi =1 (dans A(V)).

DEMONSTRATION. En d’autres termes, des éléments de A(V) sans zéro com-
mun engendrent A(V). Soient Fi.11, ..., Fy des générateurs de I(V'). Les polynomes
Fi,...,F., Fryqq,..., Fs (ou Fj est un polynéme de classe f; pour j <) n’ont pas
de zéro commun dans k™ ; le Nullstellensatz entraine que le radical de I'idéal qu’ils
engendrent est A, donc contient 1. Il existe donc des polynémes G1, ..., G, tels que
Yoi_, FiG; = 1. 11 suffit de considérer cette égalité modulo I(V). O

1.5. Applications réguliéres

Comme nous avons défini une topologie sur les sous-variétés affines, celle de Za-
riski, on pourrait croire que les applications continues pour cette topologie jouent
un role important. Il n’en est rien : comme il y a « trop peu » d’ouverts, il y a beau-
coup trop d’applications continues. Par exemple, les fermés de Zariski propres de k
étant les sous-ensembles finis, toute bijection de k dans k est un homéomorphisme !

Les applications qui nous intéressent sont les suivantes.
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DEFINITION 1.17. Soient V' C k™ et W C k™ des sous-variétés affines; une
application V. — W est dite réguliere si c’est la restriction a V d’une application
k™ — K™ dont les composantes sont des fonctions polynomiales.

On en déduit immédiatement que 'algebre A(V), définie en (1.8), s’identifie a
I’ensemble des fonctions régulieres de V' dans k. Si u : V' — W est une application
réguliere, on lui associe un morphisme de k-algebres u* : A(W) — A(V) par la
regle f— fou.

EXEMPLES 1.18. 1) Toute application affine est réguliere.

2) Toute application réguliere est continue pour la topologie de Zariski.

3) Supposons k infini. Soit C' I'hypersurface plane d’équation ¥ = X?: on
vérifie que le polynome X2 — Y est irréductible, ce qui entraine I(C) = (X2 —Y)
(utiliser exercice 1.6.8)b), ou le Nullstellensatz lorsque k est algébriquement clos).
L’application f : C' — k définie par f(x,y) = x est réguliére et bijective. Son inverse
x +— (z,22) est aussi réguliere : on dit que f est un isomorphisme. Le morphisme
f* k[T — k[X,Y]/(X? = Y) est défini par f*(T) = X.

4) Supposons toujours k infini. Soit C' I'’hypersurface plane d’équation X2 = Y3
(c’est une cubique & point de rebroussement); application v : k — C définie
par u(t) = (t3,1?) est réguliere bijective, mais on verra plus loin que ce n’est pas
un isomorphisme. On vérifie que I'idéal de C est (X2 — Y3) (exerc. 1.6.7)a)); le
morphisme u* : k[X,Y]/(X? — Y?3) — K[T] est défini par u*(X) = T2 et u*(Y) =
T2,

5) On suppose k algébriquement clos de caractéristique p > 0. L’application
u : k — k définie par u(z) = zP (dite « de Frobenius ») est réguliere bijective,
mais n’est pas un isomorphisme, comme on le verra plus loin. Le morphisme de
k-algebres u* : k[T — K[T] est défini par v*(T) = TP.

PROPOSITION 1.19. Soient V' et W des sous-variétés affines; l'application u —
u* réalise une bijection entre l’ensemble des applications réquliéres de V' dans W
et l’ensemble des morphismes de k-algébres de A(W) dans A(V'). En particulier,
pour que V et W soient isomorphes, il faut et il suffit que les k-algébres A(V) et
A(W) le soient.

DEMONSTRATION. Supposons V' C k™ et W C k™. On peut reconstruire u

a partir de u* de la fagon suivante : si yi,...,y, sont les fonctions coordonnées
sur k™, on a u = (u*(y1),...,u"(Ym)). Cela montre que application u +— u* est
injective.

On peut faire cette construction en partant de n’importe quel morphisme de k-
algebres ¢ : A(W) — A(V). On obtient ainsi une application réguliére u : V' — k™,
dont on vérifie qu’elle est a valeurs dans W : pour tout polynéme F' nul sur W, on
a

Fu(z)) = F(e(y1)(2), - (ym)(x)) = @(F(y1, ..., ym))(z) = 0
puisque F' est nul dans A(W). Cela montre que I'application u — u* est surjective.
O

Dans I'exemple 1.18.3), f* est bien un isomorphisme, d’inverse donné par X
T et Y +— T?. En revanche, dans les exemples 4) et 5), u* n’est pas surjectif, puisque
T n’est pas atteint, et u n’est pas un isomorphisme.

L’anneau A(V') est donc un invariant & isomorphisme pres de la variété V. On
a vu dans le théoreme 1.14 qu’il existe une bijection entre les idéaux maximaux de
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A(V) et les points de V' ; la donnée de A(V') permet donc de reconstruire I’ensemble
V', mais il manque encore sa topologie.

Pour terminer, on peut lire certaines des propriétés de ’application u sur le
morphisme u*.

DEFINITION 1.20. Une application réguliere u : V — W est dite dominante si
son image est dense.

PROPOSITION 1.21. a) Pour qu’une application réguliére v : V. — W soit do-
minante, il faut et il suffit que u* soit injectif.
b) Si u* est surjectif, u est injective.

DEMONSTRATION. Si u est dominante et f dans le noyau de u*, alors f ou est
nulle, de sorte que f s’annule sur u(V'), donc sur son adhérence W. Réciproquement,
si u n’est pas dominante, le fermé m est distinct de W ; il existe donc une fonc-
tion réguliere f : W — k nulle sur «(V') mais pas sur W. Elle est donc dans le
noyau de u*, ce qui prouve a).

Soient x et y des points distincts de V'; il existe une fonction réguliere f : V — k
nulle en x mais pas en y (prendre par exemple une fonction coordonnée). Si u* est
surjective, il existe une fonction réguliere g : W — k telle que f = u*(g) = gowu;
elle ne prend pas les mémes valeurs en u(z) et u(y), qui sont donc distincts. O

Il s’ensuit que si u : V' — W est une application réguliere dominante et que
V est irréductible, W est irréductible, puisque A(W) s’identifie & une sous-algebre
de l’algebre integre A(V) donc est integre (cela peut aussi se voir directement ; cf.
exerc. 1.6.3)).

REMARQUES 1.22. Dans a), u n’est pas nécéssairement surjective (considérer
par exemple la projection de 'hyperbole XY = 1 sur l'axe des z).

Dans b), la réciproque est fausse (considérer 'exemple 1.18.4). En fait, on peut
montrer que u* est surjective si et seulement si (V') est une sous-variété fermée de
W et u induit un isomorphisme de V' sur u(V).

1.6. Exercices

1) Montrer que le sous-ensemble {(t,et) | t € C} de C2 n’est pas affine.
2) Calculer Iidéal de {(0,0), (0,1)} dans k2.

3)a) Soient E un espace topologique et V une partie de E. Montrer que V (munie de la topologie
induite) est irréductible si et seulement si V 1’est.

b) Soient E et F' des espaces topologiques et u : E — F une application continue dominante.
Si E est irréductible, montrer que F' ’est aussi.

4) Soit E un espace topologique; on suppose que E est recouvert par un nombre fini d’ouverts
irréductibles qui se rencontrent deux & deux. Montrer que E est irréductible.

5) Soit k un corps infini. Montrer que la sous-variété affine de k? définie par les équations X2 = Y Z
et XZ = X a 3 composantes irréductibles.

6) Soit k un corps infini; montrer que tout ensemble fini dans k? peut étre défini par deux
équations.

7) Soient k un corps infini et C la courbe plane d’équation X? = Y3.

a) Montrer que C est irréductible et déterminer ’idéal de C.

b) Montrer que C n’est pas isomorphe a k (Indication : il suffit de montrer que ’anneau
A(C) n’est pas isomorphe & k[T]; remarquer par exemple qu’il n’est pas principal).
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8) Soient F' et G des éléments de k[X, Y] sans facteur commun non constant.

a) Montrer que V(F)NV (G) est fini (Indication : utiliser le théoréme de Bézout dans ’anneau
principal k(X)[Y] pour montrer I'existence de polynoémes A(X,Y), B(X,Y) et D(X), avec D non
nul, tels que D = AF + BGQG).

b) En déduire que si F est irréductible et V(F) infini, on a I(V(F)) = (F) et V(F) est
irréductible. Montrer par un exemple que V(F) peut étre réductible, méme si F' est irréductible.

9) Soient X une sous-variété affine de A™ et f une fonction réguliere sur X. Montrer que 'ouvert
Xy ={x € X | f(z) # 0} est isomorphe & une sous-variété affine de A1 (c’est donc une variété
affine), et que Panneau A(Xy) est isomorphe au localisé A(X)y.






CHAPITRE 2
Variétés projectives

On garde notre corps k et lentier n. On note R l'anneau k[Tp,...,T,]. On
notera maintenant A" ’espace affine k™.

2.1. L’espace projectif

Considérons la relation d’équivalence suivante sur k"™ -{0} : des vecteurs non
nuls x et y sont équivalents s’ils sont colinéaires, c’est-a-dire s’il existe A € k* avec
y = Az.

DEFINITION 2.1. On appelle espace projectif de dimension n, et l’on note P™,
l’ensemble des classes d’équivalence de cette relation.

En d’autres termes, P™ est I’ensemble des droites vectorielles de k™*1.

Un point x de ’espace projectif correspond & un vecteur non nul (zg, ..., z,);
on appelle ses coordonnées les coordonnées homogénes de x, bien qu’elles ne soient
définies qu’a multiplication par un scalaire non nul prés. On trouve parfois la no-
tation (g : - : xy).

Si E est un k-espace vectoriel non nul, on définit de la méme fagon ’espace
projectif associé PE. Si F est un sous-espace vectoriel non nul de E, I'inclusion
F-{0} c E-{0} induit une inclusion PF' C PE. On appelle les sous-ensembles de
PFE ainsi obtenus les sous-espaces linéaires de PE.

2.2. Pour chaque i = 0,...,n, on définit un sous-ensemble U; de P" par
« ’équation » z; # 0. Chacun de ces sous-ensembles est isomorphe a ’espace af-
fine A", en envoyant (zg,...,T,) sur (xo/z;,...,Tn/x;), et ils recouvrent P™. Le

complémentaire de U; est I’espace linéaire PH;, ou H; est ’hyperplan d’équation
x; = 0 dans k"*!. On peut donc voir 'espace projectif P” comme obtenu & partir
de A" en adjoignant un « hyperplan a l'infini ». Par exemple, la droite projective
P! est obtenue en adjoignant & k un unique « point & I'infini ». Plus généralement,
le complémentaire dans P™ de n’importe quel hyperplan projectif s’identifie natu-
rellement a A™.

Considérons maintenant un sous-espace affine de A", par exemple un hyperplan
d’équation ag + a1x1 + - - - + apx, = 0. L’isomorphisme de A™ avec Uy 'identifie
a une partie A de P™; on vérifie que le plus petit sous-espace linéaire qui contient
A est I’hyperplan projectif d’équation homogene agxg + a1z1 + -+ - + apx, = 0. On
Iappelle la « cloture projective » de A.

PROPOSITION 2.3. Fizons un hyperplan (« a Uinfini ») H dans P™. On obtient
une correspondance bijective entre les sous-espaces affines de A" et les sous-espaces
linéaires de P™ non contenus dans H en associant a A sa cléture projective A. Cette
correspondance respecte les dimensions. Son inverse est donné par A — A—H.

11
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La notation A n’est pas innocente : c’est ’adhérence de A pour la topologie de
Zariski sur P" (que l'on définira plus bas).

2.4. On dit que des points de P™ sont linéairement indépendants si les droites
de k™! qu’ils représentent sont en somme directe. En général, d points de P™
sont contenus dans un sous-espace linéaire de dimension au plus d — 1 ; pour qu’ils
soient linéairement indépendants, il faut et il suffit qu’ils ne soient pas contenus
dans un sous-espace linéaire de dimension d — 2. On dit que des points de P"
sont en position générale si, pour tout m < n + 1, m quelconques d’entre eux sont
linéairement indépendants.

Lorsque k est R ou C, on peut munir P™ de la topologie quotient de celle
de k"1 {0} (c’est-a-dire qu'un sous-ensemble de P" est fermé, ou ouvert, si et
seulement si son image inverse par la projection k"1 ={0} — P™ T'est). On vérifie
alors que P™ est compact.

La proposition suivante illustre une des propriétés fondamentales de ’espace
projectif : il n’y a plus de sous-espaces paralleles, ils se rencontrent maintenant « a
Iinfini ».

PROPOSITION 2.5. Sotent A et A’ des sous-espaces linéaires de P", de dimen-
sion v et v vérifiant r + 1’ > n. Llintersection AN A’ est un sous-espace linéaire
de dimension > r + 1’ —n; il est en particulier non vide.

DEMONSTRATION. Ecrivons A = PF, A’ = PF' et P" = PE, avecdim F = r+
1,dim F/ =7'+1 et dim F = n+ 1. Comme dim F +dim F’ > dim F, I'intersection
F N F' est de dimension > r + 7' +1—n > 0; elle est donc non nulle, et ANA' =
P(FNF). O

EXEMPLE 2.6. Considérons dans A? les droites affines paralleles 2 = 1 et
x = 2. Plongeons A2 dans P2 comme en 2.2. Les droites projectives associées sont
d’équations z = z et = 2z (on note (x, v, 2) les coordonnées homogenes dans P?) ;
elles se coupent en le point « a linfini » (0, 1,0).

2.2. Variétés projectives

On veut une définition analogue a celle des variétés affines. Le probleme est
que les coordonnées (homogenes) (z1,...,2) d'un point n’étant pas uniquement
définies, on ne peut parler de la valeur d’un polynéme en un point. En fait, seuls
les zéros des polynomes nous intéressent. Ceux-ci seront définis pour une certaine
catégorie de polynomes.

DEFINITION 2.7. Un élément F de R est dit homogene de degré d si, pour tout
élément A € k, on a

F(\Ty, ..., \T},) = MF(Ty, ..., T,).
Une conséquence immédiate est que, si F' est homogene, on a, pour A non nul,
F(zy,...,20) =0 — F(Axg, ..., zy) =0.

On reconnait facilement un polynéme homogene de degré d : tous ses monomes
non nuls sont de méme degré d. Il est clair que tout polynome se décompose de
fagon unique en somme de polynomes homogenes.

On peut donc définir le lieu des zéros dans P™ d’un polynéme homogene.
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DEFINITION 2.8. Soit S une partie de R formée de polynémes homogénes. On
note V(S) le sous-ensemble de P™ formé des zéros communs a tous les éléments de
S. Les sous-ensembles de P™ de ce type sont les sous-variétés projectives.

EXEMPLES 2.9. 1) Le lieu des zéros d’un seul polynéme homogene F en n + 1
variables est une sous-variété projective de P™ que l'on appelle une hypersurface.
Son degré est celui de F. Une hypersurface de degré 2 est une quadrique; une
hypersurface de degré 3 une cubique; une hypersurface de degré 4 une quartique,
etc. Toute sous-variété projective est par définition intersection d’hypersurfaces.

2) L’image de Papplication u : P* — P3 définie par

u(ﬂﬁo,ﬂh) = (xg,xﬁxl,xox?,xi’)

est intersection des 3 quadriques d’équations TyTs = Ty Ty, 17 = ToTs et T3 = Ty T3
(¢f. exerc. 2.10.12)). On appelle une cubique gauche.

Si l'on veut étendre au cadre projectif la correspondance algebre/géométrie du
cas affine, le premier probleme que I'on rencontre est qu'un idéal non nul de R
contient toujours des polynémes inhomogenes. En fait, on n’étend la construction
qu’a un certain type d’idéaux.

DEFINITION 2.10. On dit qu’un idéal I de R est homogene s’il est engendré
par des polynémes homogénes. On définit alors V(I) comme le sous-ensemble de
P formé des zéros communs a tous les éléments homogenes de I.

Pour qu’un idéal I de R soit homogene, il faut et il suffit que pour toute
décomposition P = Y P; d’un élément P de I en somme de polynémes homogenes,
on ait P; € I pour tout i.

On retrouve beaucoup de résultats du chapitre I (mais pas tous!) : 'application
S +— V(5) est décroissante pour I'inclusion ; si S est formé de polynémes homogenes,
l’idéal engendré (S) est homogene, et V(S) = V((S)). L’anneau R étant noethérien,
on vérifie que 'idéal (S) est engendré par un nombre fini de polynémes homogénes
Fi,...,F., desorte que V(S) = V((S)) = V(F1,..., F,). En d’autres termes, toute
variété projective dans P™ peut étre définie par un nombre fini d’équations.

PROPOSITION 2.11. a) Toute intersection de sous-variétés projectives de P™
est une sous-variété projective.

b) Toute réunion finie de sous-variétés projectives de P™ est une sous-variété
projective.

La proposition permet de définir la topologie de Zariski sur P™, en prenant
comme fermés les variétés projectives.

2.3. Idéal d’une variété projective

DEFINITION 2.12. Soit V un sous-ensemble de P™ ; on appelle idéal de V, et

lon note I(V'), l'idéal (homogéne) engendré par les polynémes homogenes nuls sur
V.

De nouveau, V(I(V)) est 'adhérence de V. On en déduit que toute suite
décroissante de variétés projectives est stationnaire. En particulier, toute variété
projective est quasi-compacte (toute suite décroissante de fermés est stationnaire,
ou encore, de tout recouvrement ouvert, on peut extraire un recouvrement fini).
De plus, tous les résultats sur la décomposition d’une variété affine en composantes
irréductibles se transportent tels quels au cadre projectif.
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On montre aussi (exerc. 2.10.2)) que, pour tout choix d’un hyperplan « a I'in-
fini » H dans P”, qui permet d’identifier I'espace affine A™ a 'ouvert de Zarisiki
U = P" - H, la topologie induite sur U par la topologie de Zariski sur P" s’identifie
a la topologie de Zariski sur A" définie au chapitre précédent.

EXEMPLE 2.13. La sous-variété affine C' de A? définie par I’équation XY = 1
est la trace sur Pouvert Us de la sous-variété projective C' de P? d’équation XY =
Z?% (on a « homogénéisé » I'équation). On obtient C' & partir de C en ajoutant les
points « & l'infini » (1,0,0) et (0,1,0).

2.4. Le Nullstellensatz projectif

La différence fondamentale avec le cas affine est que si I est un idéal de R, la
variété V (I) peut étre vide, sans que I soit égal & R, méme si k est algébriquement
clos : notons R* T'idéal (maximal) (Tp,...,T),) de R. Il est clair que V(R™) est
vide; en particulier, si I est un idéal contenant une puissance de R™, I’ensemble
V(I) est aussi vide. Le Nullstellensatz est une réciproque.

THEOREME 2.14. On suppose k algébriquement clos. Soit I un idéal homogéne
de R.
a) Pour que V(I) soit vide, il faut et il suffit que I contienne une puissance de
RT.
b) Si V(I) nest pas vide, on a I(V(I)) = /1.

DEMONSTRATION. Pour tout idéal homogene I de R, nous noterons provisoi-
rement ¥ (I) la sous-variété affine de A"™! définie par I et & (¥ (1)) l'idéal de
cette variété dans R. La remarque essentielle est que ¥ (I) coincide avec le cone sur
V(I) en dehors de l'origine O. Si V(1) est vide, cela signifie que #/(I) est contenu
dans {O}. Le Nullstellensatz affine entraine que le radical de I contient Rt. Pour
tout i = 0,...,n, il existe donc un entier m; tel que T;" € I; on en déduit que
(RT)mot+mn gt contenu dans I. Ceci montre a).

Si V(I) n’est pas vide, ¥'(I) est le cone sur V' (I), et un polynéme homogene est
nul sur V(I) si et seulement s’il est nul sur ¥'(I), de sorte que I(V(I)) C Z (¥ (I));
le point b) résulte alors du Nullstellensatz affine. (]

COROLLAIRE 2.15. L’application V +— I(V') réalise une bijection décroissante,
de réciproque I — V(I), entre les sous-variétés projectives de P™ et les idéauz
radicauz homogénes de R distincts de R™.

DEMONSTRATION. Cela découle du Nullstellensatz projectif : il suffit de remar-
quer que si un idéal radical contient une puissance de R*, il contient RT. (]

Comme dans le cas affine, on peut définir une algebre homogene S(V) =
R/I(V); c’est une k-algebre graduée.

EXEMPLE 2.16. Soit F un polynéme homogene définissant ’hypersurface V (F')
dans P™. Comme dans le cas affine, le Nullstellensatz entraine que lorsque k est
algébriquement clos, V(F') est irréductible si et seulement si F' l’est (comparer
avec ’exercice 1.6.8)). Si 'on décompose F' en un produit F' = [[, F/"*, avec F;
irréductible, les F; sont homogenes, les V(F;) sont les composantes irréductibles de
V(F), et I(V(F)) = (F1,...,F).
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2.5. Applications réguliéres

Il est impossible de copier la définition des fonctions réguliéres donnée dans
le cadre affine, parce qu'un polynéme ne définit pas une fonction P™ — k. L’idée
est de se ramener au cas affine en remarquant que toute variété projective est
réunion de variétés affines : si U; est 'ouvert de Zariski de P™ défini par T; # 0,
les ouverts Uy, ..., U, recouvrent P". Si X est une sous-variété projective de P™,
elle est recouverte par les X NU;, qui par l'exercice 2.10.2) sont des variétés affines.
On pourrait définir une fonction réguliere sur X en demandant que sa restriction
a chaque X N U; soit réguliere. Le probleme est que cette notion dépend a priori
du recouvrement choisi de P™ par des ouverts affines : on résoud cette difficulté en
adoptant une définition locale, par opposition a la définition globale du chapitre 1.

DEFINITION 2.17. On appelle variété quasi-projective tout ouvert (de Zariski)
d’une variété projective.

Toute variété affine est quasi-projective (cf. exerc. 2.10.2)). Notons que toute
variété quasi-projective est quasi-compacte.

Lorsque nous dirons que X est une wvariété, il sera toujours sous-entendu que
X est quasi-projective; en revanche, lorsque nous dirons que Y est une sous-variété
de X, il sera toujours sous-entendu, sauf mention du contraire, que Y est fermée
dans X.

L’idée de base est que si un polynéme, méme homogene, ne définit pas de
fonction sur P, le quotient G/H de polyndémes homogenes de méme degré définit
une fonction sur 'ouvert o H ne s’annule pas.

DEFINITION 2.18. Soient X une sous-variété quasi-projective de P™ et x un
point de X . Une fonction f : X — k est dite réguliere en x s’il existe des polynémes
homogénes G et H de méme degré avec H(x) # 0 et f = G/H dans un voisinage
de x dans X. On dit que [ est réguliére sur X si elle est réguliére en tout point de
X. On note A(X) la k-algébre des fonctions réguliéres sur X .

Par définition, étre régulier est une propriété locale.

Notons qu’une fonction réguliere f : X — k est continue pour la topologie de
Zariski : il suffit de vérifier que f~!(a) est fermé pour tout a € k; si x € X, on
peut écrire f = G/H sur un voisinage U de x; sur U, la fibre f~1(a) est égale
a V(G — aH), donc est fermée. Comme X est quasi-compacte, on en déduit que
f~(a) est fermé dans X.

Si X est un ouvert d’une variété affine dans A™ et x un point de X, on vérifie
qu’une fonction f: X — k est réguliere en x s’il existe des polynémes G et H avec
H(x) # 0 et f=G/H dans un voisinage de x dans X.

Cette définition n’est pas entierement satisfaisante : elle semble dépendre de
données extrinseques comme celle du plongement de X dans P™. Mais, sans la
théorie des faisceaux, c’est le mieux que ’on puisse faire.

La premiere chose a faire est de vérifier que ’on retrouve bien la définition du
chapitre I dans le cas ou X est une variété affine.

THEOREME 2.19. On suppose k algébriquement clos. Soit X une sous-variété
affine de A" ; toute fonction réguliére f : X — k est définie globalement par un
polynome a n variables.

DEMONSTRATION. On supposera pour simplifier que X est irréductible. Comme
X est quasi-compacte, il existe un nombre fini d’ouverts non vides U; qui recouvrent
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X, et des polyndomes G; et H;, tels que H; ne s’annule pas sur U; et que f = G;/H;
sur U;. Pour tous i et j, cela signife que G;H; — G;H; est nul sur I'ouvert U; N U;
dense dans X, donc sur X. Les H; n’ayant pas de zéro commun dans X, il existe
des fonctions polynomiales a; sur X telles que > a;H; =1 (prop. 1.16). Notons s
la fonction polynomiale > j a;Gj sur X ;on a

H;s = HZ(Z ajGj) = ZajGiHj = Gi7
J J
de sorte que s coincide avec f sur chaque U;. Elle est donc égale a f. O

Le théoreme n’est plus vrai sur un corps quelconque (comme le montre I’exemple
de la fonction f : R — R qui & t associe 1/(1+?)). Dans toute la suite, on suppose

k algébriquement clos.

Passons maintenant & la définition des applications régulieres générales. Il y a de
nombreuses fagons équivalentes de la formuler. Nous donnerons la plus courte.

DEFINITION 2.20. Soient X etY des variétés quasi-projectives; on dit qu’une
application u : X —'Y est réguliére si elle est continue et si, pour tout ouvert U de
Y et toute fonction régulicre f : U — k, la composée fou est régulicre sur u=t(U).

11 suffit de vérifier cette propriété pour chaque ouvert d’un recouvrement affine
de Y. Par exemple, si Y est une sous-variété projective de P™, il suffit de le faire
pour chaque ouvert standard Y N U;, sur lesquels il suffit de tester les fonctions
f =T /1’1

Cette définition a I'avantage d’entrainer sans effort le fait que la composée
d’applications réguliéres est encore une application réguliere. On a aussi une notion
d’isomorphisme de variétés quasi-projectives. Attention cependant : une application
réguliere X — Y n’induit pas de morphisme entre S(Y) et S(X), de sorte que les
algebres homogenes de variétés isomorphes ne sont en général pas isomorphes.

On dira maintenant qu’une variété est affine si elle est isomorphe a une sous-
variété affine d’'un A™. Il peut trés bien arriver qu'une variété affine soit contenue
dans A" comme sous-variété quasi-projective non fermée, c’est-a-dire pas comme
sous-variété affine (cf. exerc. 1.6.9)). On remarquera aussi qu'il découle de loc.cit.
que tout point d’une variété quasi-projective a un voisinage affine. Enfin, il existe
des variétés qui ne sont ni affines, ni projectives (cf. exerc. 2.10.4)).

EXEMPLES 2.21. 1) L’application u : P! — P? définie dans I’exemple 2.9.2) est
réguliere. Plus généralement, si on se donne des polynémes homogenes Fy, ..., Fy,
de méme degré en n+1 variables, I’égalité u(z) = (Fo(x),. .., Fp(z)) définit une ap-
plication réguliere u de P" =V (Fy,..., F};,) dans P™. En particulier, si Fy, ..., F,,
ne s’annulent simultanément qu’en 0, 'application u est définie sur tout P".

C’est sous cette forme plus concréte que 'on rencontre le plus souvent une
application réguliere.

2) Applications de Veronese : soient My,..., My tous les mondmes de
degré d en Ty, ..., T,, avec N = (";d) — 1. Comme ils n’ont pas de zéro commun,
ils définissent une application réguliere injective v : P* — P™. On peut montrer
(exerc. 2.10.14)) que v4(P™) est une sous-variété projective de P, et que v, induit
un isomorphisme de P™ sur v4(P"™).
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3) Soient E un espace vectoriel et E = F @& G une décomposition en somme
directe de sous-espaces vectoriels. Les sous-espaces projectifs PF et PG de PE
sont disjoints. La projection de E sur G parallelement a F' induit une application
réguliere PE-PF — PG encore appelée projection.

Nous montrons maintenant qu’une application réguliere est toujours définie
localement comme dans ’exemple 1) ci-dessus.

PROPOSITION 2.22. Soient X une variété quasi-projective contenue dans P™
et u: X — P™ une application réguliere. Pour tout point xo de X, il existe un
voisinage ouvert U de xg dans X et des polynomes homogeénes Fy, . .., F, de méme
degré en m + 1 variables qui ne s’annulent simultanément en aucun point de U,
tels que, pour tout x dans U, on ait

(1) u(z) = (Fo(z),. .., Fu(z))
en coordonnées homogeénes.

DEMONSTRATION. Soit U; un ouvert standard contenant w(zg) ; par définition,
on peut écrire, pour tout = dans u=*(U;), u(z) = (fo(x),..., fa(z)), olt les f; sont
des fonctions régulieres avec f; = 1. Par définition, on peut écrire, sur un voisinage
U de z¢ dans u=!(U;), chaque f; comme G;/H;, ou G; et H; sont des polyndmes
homogenes de méme degré. La proposition s’en déduit facilement. [

Comme on l'a déja expliqué, la formule (1) définit une application réguliere
la ou les F; ne s’annulent pas simultanément. La subtilité est que cette formule
peut trés bien définir une application réguliere sur tout X, sans que celle-ci ait
une expression globale de ce type. Il est parfois impossible de s’en rendre compte &
premieére vue.

EXEMPLE 2.23. Soit C la courbe définie dans P? par I’équation XZ = Y?2.
L’application u : C — P! définie par u(X,Y,Z) = (X,Y) est réguliere hors du
point (0,0,1). Elle se prolonge en une application réguliere sur tout C' en posant
w(X,Y,Z) = (Y, Z) hors du point (1, 0,0). Il n’existe pas de formule globale de type
(1) pour cette application.

2.6. Applications rationnelles

Etant donnée une variété X, on a rencontré a plusieurs reprises des applications
régulieres définies sur un ouvert dense de X. Formalisons cette situation.

DEFINITION 2.24. Soient X et'Y des variétés. On considére les couples (u,U),
ou U est un ouvert dense de X et uw : U — Y wune application réguliere; on dit
que de tels couples (u,U) et (v,V) sont équivalents si u et v coincident sur UNV.
On appelle application rationnelle de X sur Y une classe d’équivalence pour cette
relation.

On note v : X --+ Y une application rationnelle; malgré son nom, ce n’est
pas une application ! En particulier, il n’est pas toujours possible de composer des
applications rationnelles, ou de les restreindre a des sous-variétés. On dit qu’une
application rationnelle u : X --+ Y est définie en un point z de X ¢s’il en existe
un représentant régulier défini sur un voisinage dense de =z dans X. L’ensemble
des points ou u est définie est un ouvert dense de X, que 'on appelle parfois son
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domaine de définition. Une application rationnelle définie en tous les points de X
est réguliere.

Si X est une variété quasi-projective irréductible contenue dans P, toute ap-
plication rationnelle u : X --» P™ est définie selon la formule (1) par la donnée
de polynémes homogenes Fy, ..., F,, de méme degré en m + 1 variables non tous
identiquement nuls sur X. Elle est définie au moins sur 'ouvert X -V (Fy, ..., Fy,),
mais son domaine de définition peut étre plus grand.

On appelle fonction rationnelle sur X une application rationnelle de X a valeurs
dans k.

PROPOSITION 2.25. Soit X une varicté.

a) Les fonctions rationnelles sur X forment une k-algébre notée K(X).

b) Pour tout ouvert dense U de X, les algébres K(X) et K(U) sont isomorphes.
¢) Si X est irréductible, K(X) est un corps.

d) Si X est affine irréductible, K(X) est le corps de fractions de A(X).

DEMONSTRATION. Seul le point d) mérite une démonstration. Si f/g est un
élément du corps des fractions de A(X), on lui associe la fonction rationnelle
représentée par la fonction réguliere f/g : X =V (g) — k. Inversement, si f : U — k
est une fonction réguliere, il existe une fonction réguliere h non identiquement nulle
qui s’annulle sur sur X =U. L’ouvert V des points ou h ne s’annule pas est affine
d’algebre A(X);, (exerc. 1.6.9)), de sorte qu'il existe un entier naturel N et un
élément g de A(X) tels que f = g/h™ ; on associe & f 'élément g/h™ de K(X). On
vérifie que ces deux applications sont des morphismes de k-algebres inverses I'un
de lautre. (]

Si Xi,..., XN sont les composantes irréductibles de X, l’algebre K (X) est
isomorphe au produit de corps K(X7) x -+ x K(Xy).
On a bien sir K(A") ~ K(P") ~k(Ty,...,T,).

2.26. On dit qu’une application rationnelle u : X --+ Y est dominante si elle a un
représentant régulier dominant. Si c’est le cas, et si v : Y --+ Z est une application
rationnelle, on peut définir la composée vowu : X --» Z. En particulier, on peut
définir f ou pour toute fonction rationnelle f sur Y, d’ou une k-extension de corps
v K(Y) — K(X).

PROPOSITION 2.27. Soient X etY des variétés irréductibles.

a) L’application v — u* réalise une bijection entre l’ensemble des applications
rationnelles dominantes u : X --» Y et l'ensemble des k-extensions de corps
K(Y)c K(X).

b) Pour que u* soit un isomorphisme, il faut et il suffit que u induise un iso-
morphisme d’un ouvert non vide de X sur un ouvert non vide de Y. On dit
que u est une application birationnelle.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : K(Y) C K(X) une k-extension de corps; on peut
supposer X C A™ et Y C A" sous-variétés affines. On écrit alors ¢(y;) = a;/b;
pour j = 1,...,n, avec aj,b; dans A(X). On a donc une inclusion de k-algebres
AY) — A(X)p,.-»,, & laquelle correspond par la proposition 1.19 et lexercice
1.6.9) une application réguliere dominante u : X =V (by---b,) — Y. On vérifie
facilement u* = ¢, ce qui montre a).

Si ¢ est un isomorphisme, on écrit de la méme fagon z; = ¢(¢;/d;), et on obtient
une application réguliereu™! : Y=V (dy -+ - dy) = X. SwrU =u "} (Y =V (dy - dp)) =
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X =V (by---bpi(dy) - t(dn)), la composée u~t ou est I'identité, et u induit un iso-
morphisme entre les ouverts denses U C X et (u™!)"*(U) C Y, ce qui montre
b). O

2.28. La terminologie est un peu compliquée a ce point : une application bira-
tionnelle est une application rationnelle X --» Y qui est un isomorphisme entre un
ouvert de X et un ouvert de Y (& ce propos, on dira dans cette situation que X et
Y sont birationnellement isomorphes). Comment appeler une application réguliére
qui a cette propriété ? Nous dirons « morphisme birationnel ».

2.29.  On dit qu’une variété irréductible X est rationnelle s’il existe une appli-
cation birationnelle d’un espace projectif (ou d’un espace affine) sur X. De fagon
équivalente, on demande que K (X) soit une extension transcendante pure de k. On
dit que X est unirationnelle s’il existe une application rationnelle dominante d’un
espace projectif sur X. De fagon équivalente, on demande que K (X) soit contenu
dans une extension transcendante pure de k. Il est clair que toute variété ration-
nelle est unirationnelle ; on ne sait que depuis une trentaine d’années qu’il existe des
variétés unirationnelles qui ne sont pas rationnelles, c’est-a-dire des extensions de
k contenues dans une extension transcendante pure qui ne sont pas transcendantes
pures.

2.7. Produits de variétés

Notre but est maintenant de mettre une structure de variété projective sur le
produit de deux variétés projectives. Commencons par le cas de P™ x P™. 1l existe
une application injective u : P x P — P +tD(+D)=1 dite application de Segre,
définie par

u((l'o, s 7xm)a (y07 s ,yn)) = ( s Lilgs - )

On montre (exerc. 2.10.6)) que 'image ¥, ,, de u est la variété projective définie par
les équations Z; j Zy; = Z; 1 Z; 1, (c’est 'ensemble des matrices (m+1) x (n+1) de
rang 1). Cela fait de P™ x P™ une variété projective, dont les sous-variétés sont par
définition les images inverses par u des sous-variétés de P(+D(+1D=1 Remarquons
par exemple que la restriction de u a la diagonale A de P™ x P™ n’est autre que
I’application vy définie ci-dessus, dont on a vu que 'image est une sous-variété de
p(7)=1 ¢ POHD*~1 ] gensuit que A est une sous-variété de P x P".

On dit par ailleurs qu’un polynéme F(Xo, ..., X, Yo,...,Y,) est bihomogene
de bidegré (d, e) 1l vérifie, pour tous A, p € k,

F(AXo, .. . 2 X, Y0, ..., 1Y5) = NpfF(Xo, ..., X, Yo, ..., Yy).

De fagon équivalente, tous les mondmes qui apparaissent dans F sont de degré
total d en Xg,...,X,, et e en Yp,...,Y,. Il est clair qu’un tel polynome définit un
sous-ensemble de P™ x P,

ProrOSITION 2.30. Les sous-variétés de P™ x P™ sont exactement les lieux
des zéros communs de polynomes bihomogénes.

DEMONSTRATION. Les sous-variétés de P™ x P™ sont définies par les ima-
ges inverses de polynémes homogenes sur P +D(+D=1"qui sont exactement les
polyndmes bihomogenes de bidegré (d, d). 1l suffit de remarquer que le lieu des zéros
d’un polynome bihomogene F' de bidegré (d, e) est aussi le lieu des zéros communs
aux polynomes XijdF(X, Y'), qui sont de bidegré (d + e,d + e). a
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EXEMPLE 2.31. La variété X, ; est la quadrique d’équation Tp73 — 7175 dans
P3. Elle contient donc la cubique gauche C, qui est son intersection avec les qua-
driques T2 = TyTy et T§ = Ty T3 (cf. ex. 2.9.2) et exerc. 2.10.12)). Ces équations se
remontent sur P! x Pl en (XoY7)? = (XoYp)(X1Yp) et (X1Y0)? = (XoY1)(X1Y1); la
cubique peut donc étre définie dans P* x P! par I'unique équation XY@ = XY,
bihomogene de bidegré (1, 2).

Prenons maintenant des variétés projectives X C P™ et Y C P™. Il est clair que
X xP™ et P™ x Y sont définies par des polyndémes bihomogenes ; leur intersection
X x Y est donc une sous-variété de P x P™. De facon similaire, le produit de
variétés quasi-projectives est encore une variété quasi-projective.

On montre que les projections X xY — X et X XY — Y sont des applications
réguliéres ; pour qu’une application Z — X XY soit réguliére, il faut et il suffit que
chacune de ses composantes Z — X et Z —'Y le soit.

EXEMPLES 2.32. 1) Si X est une sous-variété de P™ et v : X — P™ une appli-
cation réguliere, son graphe I';, est une sous-variété de X x P™. En effet, v induit par
ce qui précede une application réguliere (donc continue) (u,1) : X xP™ — P x P,
et I'y est I'image inverse de la diagonale, donc est fermé.

2) On vérifie que la structure de variété sur A™ x A™ coincide avec celle obtenue
par I'isomorphisme A™ x A™ ~ A™T",

Attention cependant : la topologie sur X XY n’est pas la topologie produit.

2.8. Eclatements

Soient O un point de P™ et H un hyperplan dans P™ ne contenant pas O.
La projection m : P™ --» H depuis O est une application rationnelle définie sur

P"-{0}.
Prenons des coordonnées de fagon que O = (0,...,0,1) et H = V(x,,), de sorte
que m(xg, ..., Tn) = (To,...,2n—1). Le graphe de m dans P™ x H est Pensemble des

(z,y) avec x # O et z; = y; pour 0 < ¢ < n — 1. On vérifie que son adhérence pn
est définie par les équations bihomogenes z;y; = z;y; pour 0 < 4,5 <n —1.

La premieére projection ¢ : pP" — P s’appelle 1’éclatement de O dans P™, ou
encore I’éclatement de P™ en O. Au-dessus d’un point = autre que O, la fibre ¢ =1 (z)
est le point 7(z) ; au-dessus de O, c’est H. L’application ¢ induit un isomorphisme
de P"—H sur P" —{O0}; c’est donc un morphisme birationnel (¢f. 2.28). On a en
quelque sorte retiré O de P™ pour le remplacer par un | A0

Les fibres de la seconde projection ¢ : P™ — H sont toutes isomorphes a P!,
mais P™ n’est pas isomorphe au produit P! x H. On vérifie qu’il I'est au-dessus
de chaque ouvert standard U; de H (on dit que c’est un fibré projectif) : il suffit
d’envoyer le point (z,y) de P" N (P" x U;) = ¢~ 1(U;) sur le point ((z;,z,),y) de
:P1 X Ul

Il faut penser & H comme a ’ensemble des droites de P™ passant par O. De
fagon plus géométrique, on a alors

P"={(z,0) eP" x H |z € (},

ce qui permet de bien comprendre les fibres des applications ¢ : P" — P" et
q:P"— H.
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Lorsque X est une variété contenue dans P et O un point de X, on définit
I'éclatement de X en O comme l'adhérence X de e~ }(X -{O}) dans e *(X). On
montre que le morphisme birationnel obtenu ¢ : X — X est indépendant du choix
du plongement X C P", ainsi que de celui de H ; c’est une construction que 1’'on
peut rendre intrinseque.

On éclate en général pour deux raisons : soit pour désingulariser une variété
singuliere (voir le chapitre 4 pour la signification de ces termes), soit pour rendre
une application rationnelle définie partout.

EXEMPLES 2.33. 1) Considérons la cubique plane C' d’équation
XiXo = X3(X2 — Xo)

dans P?; éclatons O = (0,0, 1). En un point ((zo, 21, 22), (¥o,y1)) de e~ 1(C'={0})
avec yp = 1, on a x1 = xoy1, d’ott (comme z( # 0)

2
T2y = L2 — Zo-
En un point avec y; = 1, on a x¢ = 1Yo, d’ou (comme 1 # 0)
2
To = yo(xz - $1y0)~

Ces deux équations définissent C' dans P2 ; I'une dans l'ouvert P2 x Uy, I'autre dans
I'ouvert P? x U;. On remarque que I'image inverse de O consiste en les deux points
((0,0,1),(1,1)) et ((0,0,1),(1,—-1)) (qui sont chacun dans les deux ouverts). On a
désingularisé la courbe singuliere C' (cf. 4.5).

2) Considérons I'application rationnelle u : P2 --» P2 (dite involution de Cre-
mona) définie par u(xo, 1, z2) = (122, T2xo, Tox1 ), réguliere sauf en O = (0,0, 1),
(1,0,0) et (0,1,0). Soit ¢ : P2 — P2 Déclatement de O ; sur I'ouvert Yo = w2 = 1,
on a r1 = xoy; d’ou

woe((zo,71,1), (1,y1)) = (voy1, To, oY1)

que 'on peut prolonger en une application réguliere au-dessus de O en posant

ﬂ((x(%xla 1)’ (17y1)) = (yla 1a xOyl)-

De méme, sur l'ouvert y; = x2 =1, on a xg = x1yo d’ou

uo 5((:5071.17 1)7 (y07 1)) = (xlvmly()ax%yo)»

que l'on prolonge par @((zo,z1,1), (yo,1)) = (1,90, z1Y0). En procédant de fagon
analogue, on voit que si a : X — P? est 1’éclatement des points O, (1,0,0) et
(0,1,0), il existe une application régulicre u : X — P? telle que u = u o a.

2.9. Image d’une application réguliére

Dans Dexercice 2.10.14), 'image par une application réguliere de toute sous-
variété est une sous-variété. Ce n’est certainement pas toujours le cas : I'image de
I'application réguliere u : A2 — A? définie par u(x,y) = (z,7y) est la réunion
de Touvert {(z,w) | z # 0} et de lorigine, qui n’est pas localement fermée; la
différence est que la variété de départ n’est pas projective. Le théoreme essentiel
que nous allons démontrer est qu'une application réguliere dont ’espace de départ
est une variété projective est une application fermée (c’est-a-dire que I'image d’'un
fermé est un fermé). Plus généralement, nous montrerons le résultat suivant (qui
est a rapprocher du fait élémentaire que si Y est quasi-compact et que X x Y est
muni de la topologie produit, toute projection X x Y — X est fermée).
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THEOREME 2.34. S1Y est une variété projective et X une variété, la projection
p: X XY — X est fermée.

Commengons par un rappel.

2.35. Elimination : pour que des polynomes F' et G a une variable a coefficients
dans k, de degré respectifs d et e, aient un facteur commun de degré > 0, il faut
et il suffit qu’il existe un polynome de degré d + e — 1 divisible par F' et G, c’est-a-
dire que 'espace des polynomes de ce degré divisible par F' (qui est engendré par
F,XF,X?F,..., X" 1F) rencontre celui des polynomes de ce degré divisible par
G (qui est engendré par G, XG, X%G, ..., X% 1G). En d’autres termes, il faut et
il suffit que ces d + e vecteurs soient liés. Puisque k est algébriquement clos, on
en déduit que pour que F' et GG ait une racine commune, il faut et il suffit que le
résultant de F' et GG, un déterminant de taille d + e en les coefficients de F et G,
s’annule. Notons que ce déterminant est un polynome « universel » en les coefficients
de F' et G qui a encore un sens lorsque ceux-ci sont dans un anneau commutatif;
nous 'appelerons encore le résultant de F' et G.

DEMONSTRATION DU THEOREME. Elle procede en plusieurs étapes.
Cas X = P™ et Y = P! : soient Z une sous-variété de P™ x P! et I(2)

l’ensemble des polynémes bihomogenes F(Xo, ..., X,,, Yy, Y1) nuls sur Z; pour un
tel polynome, on note Fj, le polynéme F(Xo, ..., X, 1,Y), vu comme polynéme en
une variable Y & coefficients homogenes de méme degré dans k[ Xy, ..., X,,]. Pour

tous F' et G dans I(Z), le résultant de F}, et de G, est un polynéme homogene de
k[Xo, ..., Xm]. Ces résultants s’annulent sur p(Z) : en effet, si x € p(Z), il existe
(vo,y1) € Pt tel que F(zo,...,Tm,%0,y1) soit nul pour tout F dans I(Z). Si yo
n’est pas nul, 1 /yo est un zéro commun & tous les Fj,(x). Si yo est nul, cela signifie
que x est un zéro commun aux coeflicients dominants des F},, donc annule aussi les
résultants, comme on le voit sur les déterminants qui les définissent.

Réciproquement, supposons que tous ces résultants s’annulent en x, avec par
exemple zg # 0. Si x est un zéro commun a tous les coefficients dominants des Fj, le
point (z, (0,1)) est dans Z et x est dans p(Z). Sinon, il existe un polynéme F' dans
I(Z) tel que le coefficient dominant de F}, n’est pas nul en z; le polynéme F},(x) ne
s’annule alors qu’en un nombre fini (peut-étre nul) de points y1,...,yn. Si aucun
des points (x,(1,y1)),...,(z,(L,yn)) nlest dans Z, il existe G; dans I(Z) tel que
Gi(z,(1,y;)) # 0. Quitte & multiplier ces polynémes par des puissances de X et de
Yy, on peut les supposer bihomogenes de méme bidegré. Pour chaque (a1, ...,an)
dans k%, le polynéme Y a;G;(z, (1,-)), qui est dans I(Z), a par hypotheése un zéro
commun avec Fj(z), donc s’annule en I'un des y;. En d’autres termes, 'image de
application linéaire (a1,...,an) — (3, aiGi(z, (1, 11)),..., >, a:Gi(z, (1,yn)))
est contenue dans la réunion des hyperplans de coordonnées. Comme k est infini, elle
est contenue dans I'un de ces hyperplans, ce qui signifie que tous les G; s’annulent
en un méme (z, (1,y;)), contradiction. Un des points (z, (1,v1)),. .., (z, (1,yn)) est
donc dans Z, ce qui entraine = € p(Z).

Cas X CP™ et Y =P! :si Z est fermé dans X x P!, ¢’est 'intersection d’un
fermé Z' de P™ x P! avec X x Pl. Le premier cas entraine que p(Z’) est fermé
dans P, de sorte que p(Z) = p(Z') N X Dest aussi dans X.

Pour terminer la démonstration, il suffit de traiter le cas Y = P™ (puisque si
Y est fermé dans P, tout fermé de X x Y Vest aussi dans X x P").
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LEMME 2.36. Pour que Z soit fermé dans X x P™, il faut et il suffit que
Z N (X x U;) le soit dans X x U;, pour chaque 1i.

DEMONSTRATION. Si Z N (X x U;) est fermé dans chaque X x U;, c’est le lieu

des zéros dans X x U; d’une famille de polynémes bihomogenes F; 1,..., F; n. 1
s’ensuit que Z est contenu dans le lieu des zéros des F; ;Y; dans X x P" et que ces
polynomes définissent Z dans X x P™. O

Avec les notations de §2.8, considérons le diagramme :
XxUxP! ¢ XxPr -5 XxPr
Lo Lo I»
X xU c XxH X X
olt U; est un ouvert standard dans H. Si Z est fermé dans X x P™, alors e~}(Z)

I'est dans X x P, donc aussi son intersection avec ¢ (X x U;), qui est isomorphe
4 X xU; x Pl. Le cas Y = P! entraine que

¢ (eH2) N (X x Ui)) = q(e7(2)) N (X x U;)

est fermé dans X x U;. Par le lemme, q(¢71(Z)) est fermé; on en déduit avec une
hypothese de récurrence sur n que p'(¢(e~(Z))) = p(Z) Pest aussi. O

Ce théoreme est notre premier résultat « sérieux ». Il est d’usage constant et a
de nombreuses conséquences. On en trouve une autre démonstration (plus courtre,
mais moins « géométrique ») dans 'exercice 2.10.16).

COROLLAIRE 2.37. Soit X une variété projective ; toute application réguliere
X — P” est fermée.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que son image est fermée ; pour cela, on
applique le théoréeme a son graphe et a la seconde projection X x P" — P". O

En particulier, toute « réalisation » d’une variété projective dans un espace
projectif est toujours fermée, contrairement & ce qui se passe pour les variétés
affines.

COROLLAIRE 2.38. Toute fonction réguliére sur une variété projective connexe
est constante.

DEMONSTRATION. En effet, son image est une sous-variété de P! contenue
dans A', donc finie. Comme elle est connexe, elle est réduite & un point. O

En particulier, les seules sous-variétés projectives d’une variété affine sont ses
sous-ensembles finis.

COROLLAIRE 2.39. Soit X une sous-variété connexe de P™ non réduite a un
point. Elle rencontre toute hypersurface de P™.

DEMONSTRATION. Soit F' I’équation d’une hypersurface de P™ qui ne rencontre
pas X. On peut invoquer 1’exercice 2.10.14)d), qui montre que le complémentaire de
cette hypersurface est affine, ou procéder directement : par le corollaire 2.38, pour
tout polynoéme homogene G de méme degré que F', la fonction G/ F est constante sur
X ; il s’ensuit que 'image de X par I’application injective v4 définie dans ’exemple
2.21.2) est un point, donc aussi X. (]



24 2. VARIETES PROJECTIVES

2.10. Exercices

1) Déterminer I'idéal de la réunion de deux droites disjointes dans P3.

2) Correspondance affine/projectif : fixons ’hyperplan « & l'infini » Ho d’équation zg = 0
dans P", ce qui permet d’identifier I’espace affine A™ & 'ouvert de Zariski Up = P" = Hp. On va
faire le lien entre les sous-variétés affines de A™ et les sous-variétés projectives de P™. Pour cela,
nous introduisons les notions suivantes :

® soit F' un élément de A. On appelle homogénéisé de F le polynéme homogene F¥ défini par

FYTy, ..., Tn) = TS5V F(Ty /Ty, ..., Ty To)

Si I est un idéal de A, on note I I'idéal de R engendré par les homogénéisés des éléments de I.
e soit F' un élément de R. On appelle déshomogénéisé de F' le polynéme Fj, défini par

Fb(Tla---an) :F(17T17"'7T’ﬂ)

Si J est un idéal de R, on note J, I'idéal de A engendré par les déshomogénéisés des éléments de
J.

a) Montrer que la topologie de Zariski sur P™ induit la topologie de Zariski sur A™; plus
précisément, on a :

e soit X = V/(J) une sous-variété projective de P™ ; I'intersection X NUp est une sous-variété

affine, égale & V' (J,);

o soit V = V(I) une sous-variété affine de A”;ona V=V () et V=V nNUp.

b) Soient X une variété quasi-projective et x un point de X. Montrer qu’il existe un ouvert
affine de X contenant x.

3) Soient X une variété quasi-projective et  un point de X. On considére les couples (f,U), ou
U est un ouvert de X contenant = et f une fonction réguliere sur U ; on dit que de tels couples
(f,U) et (g, V) sont équivalents si f et g coincident sur UNV. On appelle les classes d’équivalence
les germes de fonctions réguliéres en x. lls forment une k-algebre que ’on note Ox ..

a) Montrer que @x , est un anneau local d’idéal maximal I'ensemble my , des germes de
fonctions régulieres nulles en z.

b) Soient X une variété affine et = un point de X. Montrer que Ox , s’identifie & ’anneau
local A(X)m,, ol my est I'idéal maximal de A(X) des fonctions nulles en z.

¢) On revient au cas général. Montrer que si U est un voisinage ouvert affine de z (cf.
exerc. 2.10.2)), Ox , est isomorphe & Oy 5, donc & A(U)m, .

4) Décrire ’'anneau des applications régulieres sur A2 ={(0,0)}; en déduire que ce n’est pas une
variété affine.

5) On suppose k algébriquement clos. Montrer directement (sans faire appel au corollaire 2.38)
que toute fonction réguliere sur P™ est constante.

6) Montrer que I'image de I'application de Segre P™ x P — P(m+1(n+1)—1 gt définie par les
équations Zi,jZk,l = Zi,le,k-

7) Si X et Y sont affines, X XY est affine et A(X XY") est isomorphe & A(X)®k A(Y). En déduire
que le produit de deux variétés irréductibles est irréductible.

8) Soient X et Y des espaces topologiques irréductibles. Montrer que X X Y, muni de n’importe
quelle topologie induisant les topologies données sur chaque {z} x Y et X X {y}, est irréductible
(on retrouve le résultat de I’exercice précédent).

9) Soient X une variété quasi-projective et V une variété affine. On associe & toute application
réguliere v : X — V| le morphisme A(V) — A(X) qui envoie f sur f owu. Montrer que ’on définit
ainsi une bijection entre les applications régulieres de X dans V' et les morphismes de k-algebres
de A(V) dans A(X).

10)a) Tout ensemble de d points dans P™ est intersection d’hypersurfaces de degré d (Indication :
il suffit de construire, pour chaque point p hors de cet ensemble I'; un polynéme de degré d, nul sur
T" et non nul en p). Montrer que d points alignés ne peuvent pas étre décrits comme intersection
d’hypersurfaces de degré < d.
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b) Tout ensemble de d points dans P™, non tous alignés, est intersection d’hypersurfaces de
degré d — 1.

¢) Montrer que tout ensemble d’au plus 2n points en position générale (cf. 2.4) dans P™ est
intersection de quadriques.

11) Les coniques : on appelle conique toute sous-variété C de P2 définie par une équation
(homogene) de degré 2.

a) Si k est de caractéristique différente de 2, montrer que ’équation de C peut s’écrire dans
une base convenable ang + 0L1X12 + a2X22 = 0. Que se passe-t-il en caractéristique 2 7

b) Si apaiaz # 0, construire un isomorphisme Pl - C.

12) La cubique gauche : on considére application u : P! — P3 définie par
u(s,t) = (s, s%t, st2, t3).

a) Posons I = (ToT3 —T1 1%, T12 —ToTx, T22 —T1T3) ; montrer que I'image C' de u est la variété
projective V(I).

b) Montrer 1’égalité I(C) = 1.

¢) Montrer que tout sous-ensemble fini de C est en position générale.

d) Soient z1,...,z7 des points de C'; montrer que C' est I'intersection des quadriques passant
par i, ...,x7. En particulier, cet ensemble de 7 points ne peut étre défini par des quadriques : la
borne de exercice 2.10.10)c) est optimale.

13) La courbe rationnelle normale : on considére ’application u : P! — P définie par

u(s,t) = (s, s st"fl,t").
a) Montrer que I'image C de u est définie par la condition que le rang de la matrice
To Tv -+ Tn-1
n Ty - Tn

est 1, puis que C' est intersection de n quadriques.

b) Montrer que u induit un isomorphisme de P! sur C.

¢) Montrer que tout sous-ensemble fini de C est en position générale.

d) Montrer que C' est I'intersection des quadriques passant par 2n + 1 points fixés de C.

Plus généralement, on appelle courbe rationnelle normale 'image de toute application v :
P! — P™ dont les composantes sont données par une base de I’espace vectoriel des polynémes
homogenes de degré n a deux variables.

e) Montrer que toute courbe rationnelle normale est I'image de C' par un automorphisme
linéaire de P™.

f) Montrer que par n + 3 points en position générale, il passe une unique courbe rationnelle
normale.

14) Les variétés de Veronese : a) L’image de I'application vo : P2 — PS5 définie dans
lexemple 2.21.2) s’appelle la surface de Veronese. Montrer qu’elle est définie par la condition
que le rang de la matrice

To T3 Ty
T3 Tv Ts
Ty, T5 1>

est 1. En particulier, c’est une variété projective (dite déterminantielle).

b) Montrer que 'image de I’application v4 : P™ — PN définie dans I’exemple 2.21.2) est une
sous-variété projective de PN. On admettra que vq induit un isomorphisme de P™ sur vg(P™)
(cf. [P], p- 80).

¢) Pour toute sous-variété X de P™, montrer que v4(X) est une sous-variété projective de
PN (Indication : montrer que pour m assez grand, l'image par l’application vyt k[To,...,Tn] —
k[Xo,...,Xn] induite par v4 de 'espace vectoriel des polynémes homogeénes de degré m est l'es-
pace vectoriel de tous les polynémes homogenes de degré dm et que X peut étre définie par des
polynoémes homogenes de degré dm).

d) Soit X une hypersurface de P™ d’équation F' de degré d. Montrer que v4(X) est I'inter-
section d’un hyperplan de PN avec v4(P™). En déduire que P —X est affine et que A(P™—X)
est isomorphe aux éléments de degré 0 de I'anneau gradué S(X)p (localisé de S(X) en F).
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15) Cénes : a) Soient O un point de P™ et X une sous-variété de P™ contenue dans un hyperplan
ne contenant pas O. Montrer que le cone sur X de sommet O, c’est-a-dire la réunion des droites
Oz, pour x décrivant X, est une sous-variété projective de P".

b) Généraliser la construction précédente & une sous-variété quelconque X de P, le sommet
O étant n’importe quel point hors de X.

¢) Généraliser la construction précédente & un cone sur X dont le sommet est n’importe quel
sous-espace projectif disjoint de X.

d) Soient X et Y des sous-variétés disjointes de P™. Montrer que la réunion J(X,Y") des
droites joignant un point de X & un point de Y est une sous-variété projective de P™.

16) Une autre démonstration du théoréme de propreté 2.34 : comme dans la démonstration
du cours, on se rameéne & montrer que la projection p : A" X P™ — A" est fermée. Soit Z une sous-
variété de A™ X P™ ; c’est le lieu des zéros communs de polynémes F; € k[X1,...,Xn,Y0,..., Ym]
homogenes en Y de degré d;, pour i =1,..., N.

a) Montrer que z ¢ p(Z) si et seulement s’il existe d tel que

(%) (Yo,..., Ym)? C (Fi(2,Y),..., Fn(z,Y)) .

b) Soit V; l’espace vectoriel des polynémes homogenes de k[Yp,...,Yn] de degré d (avec
Vi = 0 pour d < 0); montrer que la propriété (*) est satisfaite si et seulement si ’application
linéaire
wa(x): Va_g, @ @ Va_ay — Va
(G1,...,GN) — > iz, Y)Gi(Y)

n’est pas surjective. En déduire que le complémentaire de p(Z) est ouvert dans A™.

17) Grassmanniennes et plongements de Pliicker : nous voulons munir 'ensemble G(r, V)
des sous-espaces vectoriels de dimension r d’un espace vectoriel V fixé de dimension n (ou, ce
qui revient au méme, I’ensemble des sous-espaces linéaires de dimension r — 1 de PV), d’une
structure de variété projective. Si A C V est un tel sous-espace, on note [A] le point de G(r,V)
correspondant.

a) Construire une injection ¢ de G(r, V) dans P(A"V).

b) Soit w un élément de A"V. Montrer que [w] est dans I'image de ¢ si et seulement si
I’application linéaire

Yo: V. — ATTYV
v wAv
est de rang < n — r. En déduire que I'image de ¢ est fermée.

¢) Dans le cas r = 2, retrouver le résultat de la question précédente en montrant que (lorsque
la caractéristique du corps est # 2) I'image de ¢ est définie par I’équation (vectorielle) w A w = 0,
donc est intersection de quadriques. En particulier, G(2, k?) s’identifie & une quadrique de P® de
rang 6.

d) Soit L un sous-espace vectoriel de V. Pour tout entier [, montrer que

(L) ={[A] € G(r,V) | dim(ANL) > 1}
est une sous-variété de G(r, V) (Indication : montrer que c’est I'intersection de t(G(r,V')) avec un
sous-espace linéaire de P(A"V)). C’est un exemple de variété de Schubert.

e) En particulier, si L de dimension n — r, montrer que la variété de Schubert 3 (L) est
Pintersection de ¢(G(r,V')) avec un hyperplan de P(A"V), que son complémentaire est isomorphe
a4 AT("=7) ot que G(r, V) est irréductible (Indication : utiliser 'exercice 1.6.4)).

f) Montrer que la variété d’incidence

{([A]l,z) € G(r,V) x PV | x € PA}
est fermée.

g) En déduire que, pour toute sous-variété Z de G(r, V), la réunion U[A]eZ PA est fermée
dans PV.



CHAPITRE 3

Dimension

Comment définir la dimension d’une variété algébrique ? L’approche de la géo-
métrie différentielle, basée sur des « cartes », ne convient pas ici : en général, une
variété algébrique ne contient pas d’ouvert non vide isomorphe a un ouvert d’un
espace affine.

3.1. Définition de la dimension

L’idée de cette définition, qui paraitra a premiere vue tres abstraite, est qu’intui-
tivement, la dimension maximale d’une sous-variété fermée d’une variété irréductible
X distincte de X devrait étre la dimension de X moins 1.

DEFINITION 3.1. Soit X un espace topologique; la dimension de X est le
mazimum des entiers n pour lesquels il existe des parties irréductibles fermées*
Xoy..., Xy de X vérifiant Xo & --- & X,

La dimension de X est donc un entier positif, ou 400, ou —oo si X est vide.

PROPOSITION 3.2. Soient X un espace topologique et Y un sous-ensemble de

a) On a dimY < dim X.

b) Si X est irréductible et de dimension finie et que Y est un fermé distinct de
X, on adimY < dimX.

c) Si X est réunion de fermés Xy,..., Xy, on a dim X = maxdim X;.

DEMONSTRATION. Si Yy G -+ & Y, est une chaine de parties irréductibles
fermées de Y, les adhérences Y; dans X sont encore distinctes puisque, les Y; étant
fermés dans Y, on a Y; = Y NY;. Ceci prouve a). Pour b), il suffit de rajouter X a
une chaine maximale de fermés de Y. Montrons c) ; posons n = maxdim X;. Le a)
montre n < dim X ; si n = +o0, ¢’est fini. Sinon, supposons que ’on ait une chaine
Fo & -+ & Foyy de fermés irréductibles de X. Le fermé irréductible F, 11 est de
dimension > n + 1; c’est la réunion des fermés X; N F), 11, donc il est égal a I'un
d’eux et est contenu dans un X;. Cela contredit a). g

PROPOSITION 3.3. Pour qu’une variété algébrique soit de dimension 0, il faut
et il suffit qu’elle consiste en un nombre fini non nul de points.

DEMONSTRATION. Soit V' une variété de dimension 0; tout fermé irréductible
contenant un point est réduit a ce point, donc les composantes irréductibles de V'
sont des points. O

ILe vide n’est pas une partie irréductible!

27
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3.2. Dimension des variétés algébriques

La proposition 3.2.c) montre que la dimension d’une variété algébrique est le
maximum des dimensions de ses composantes irréductibles. On dit qu'une variété
est de dimenston pure n, ou équidimensionnelle de dimension n, si chaque compo-
sante irréductible est de dimension n.

Si x est un point de X, on appelle dimension de X en z, et I'on note dim, X,
le maximum des dimensions des composantes irréductibles de X passant par x.

Vue la correspondance entre sous-variétés irréductibles d’une variété affine V
et idéaux premiers de A(V') (th. 1.14), nous avons le résultat suivant.

PRrROPOSITION 3.4. La dimension d’une variété affine V est la dimension de
Krull de Uanneau A(V).

Rappelons un résultat fondamental d’algebre commutative.

THEOREME 3.5. Soit A une k-algébre intégre de type fini. La dimension de
Krull de I'anneau A est le degré de transcendance de son corps des fractions sur k.

On en déduit que la dimension d’une variété affine V' est finie et vaut, si elle
est irréductible, deg.tr., K (V). En particulier, la dimension de A™ est n.

PRrROPOSITION 3.6. Toute variété est de dimension finie et tout ouvert dense
est de méme dimension.

DEMONSTRATION. Soient X une variété, X1,..., Xy les composantes irréduc-
tibles de X et U un ouvert dense dans X. Le complémentaire de | J 2 X est ouvert
non vide dans X, donc rencontre U. Comme il est contenu dans X, il s’ensuit que
U N X; est un ouvert dense dans Xj.

On est donc ramené, par la proposition 3.2.c), au cas ot X est irréductible. Sup-
posons d’abord X affine. Pour tout ouvert dense U, il existe une fonction réguliere
f non identiquement nulle sur X mais nulle sur X -U, de sorte que

UDX;={zeX]| f(z)#0}.

On a montré (exerc. 1.6.9)) que Xy est affine d’algebre A(X);. En particulier, on
a K(X)=K(Xy), et X et X; ont méme dimension (th. 3.5). Comme

dim X; < dimU < dim X

(prop. 3.2.a)), U et X ont méme dimension.
Passons au cas général ; si U et V sont des ouverts affines non vides de X, ils
sont irréductibles et leur intersection est dense dans U et V, de sorte que

dim(UNV)=dimU =dimV.

Tous les ouverts affines non vides de X ont donc la méme dimension finie r. Soit
Fy & --- & F, une chaine de fermés irréductibles de X. Soient x € Fj et U un
ouvert affine contenant x. Les fermés UNF; de U sont irréductibles (exerc. 1.6.3)a)),
distincts car d’adhérence F;. On a doncn < dimU = r, d’ou dim X < r. On conclut
en remarquant que tout ouvert non vide contient un ouvert affine. (Il

La proposition nous permet de définir la codimension d’une sous-variété Y
d’une variété X comme lentier codimx Y = dim X — dimY (cette définition n’est
en fait correcte que lorsque X est équidimensionnelle).
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EXEMPLES 3.7. 1) On en déduit par exemple que la dimension de P™ est n. La
variété Pm construite dans le chapitre précédent est aussi de dimension n, puisqu’elle
contient un ouvert dense isomorphe & un ouvert dense de P". Plus généralement, des
variétés birationnellement isomorphes (cf. 2.28)) ont méme dimension. S’il existe
une application rationnelle dominante X --+ Y, on a dimY < dim X (utiliser 2.26,
th. 3.5 et prop. 3.2.c)).

2) Le produit P™ x P™ contient un ouvert dense isomorphe & A™ x A™ donc
a A™t7 . il est de dimension m + n.

3) La grassmannienne G(r, A™) est de dimension r(n — ) (cf. exerc. 2.10.17)).

Soit X une variété irréductible. On a défini dans la proposition 2.25 le corps
K(X); pour tout ouvert affine U dense dans X, il est isomorphe & K(U). Le
théoreme 3.5 et la proposition 3.6 entrainent

dim X = deg.tr., K(X).

3.3. Dimension et nombre d’équations
Le résultat principal de cette section est le suivant.

THEOREME 3.8. Soient X une sous-variété quasi-projective de PN et Fy, ..., F,
des polynomes homogenes en N + 1 variables.
a) Si X est de dimension pure n, soit X NV (Fy,..., F,) est vide, soit chacune
de ses composantes est de dimension > n —r.
b) Si X est projective de dimensionn et r < n, Uintersection XNV (Fy,..., E})
n’est pas vide.

Le point a) a la version affine suivante : si X est une variété affine de dimension
pure n, et f1,..., f. des fonctions régulieres sur X, chaque composante de X N
V(f1,..., fr) est de dimension > n — r.

Ce théoreme est en fait la version géométrique du Hauptidealsatz de Krull, que
nous ne démontrerons pas ici.

THEOREME 3.9. Soient A une k-algébre intégre de type fini, f un élément non
nul de A et p un idéal premier minimal contenant f. On a

Il existe toujours un tel idéal p car toute suite décroissante d’idéaux premiers de
A est stationnaire (cela car A est de dimension de Krull finie par le théoreme 3.5).

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.8. Procédons par récurrence sur r. Soit Z
une composante irréductible de X NV (F,..., F,); elle est contenue dans une com-
posante irréductible X’ de X NV (Fy,..., F._1), qui est de dimension > n —r + 1
par hypotheése de récurrence. Si F, s’annule identiquement sur X', la variété Z est
aussi de dimension > n — r + 1.

Supposons que F,. ne s’annule pas identiquement sur X’. Soit z un point de Z et
soit U un voisinage ouvert affine de x dans X', contenu dans un ouvert standard ; on
adimZ =dim(ZNU) et dim X’ = dim U. Soit f, la fonction réguliere induite par
F, sur U ; elle n’est pas identiquement nulle et ZNU est une composante irréductible
de V(f,); elle est donc de la forme V' (p), our p est un idéal premier minimal de A(U)
contenant f, (cf. 1.15); le Hauptidealsatz donne dim(Z NU) = dimU —1 > n —r.
Ceci montre a).
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Pour b), il suffit de traiter le cas r = 1, pour lequel on peut invoquer le corol-
laire 2.39 et la proposition 3.3. d

Il est important de remarquer que la « réciproque » du théoreme est fausse :
il est inexact que toute sous-variété irréductible de codimension r dans P™ puisse
étre définie par r équations. Il en faut parfois plus.

COROLLAIRE 3.10. Les hypersurfaces de A™ ou de P™ sont les sous-variétés de
codimension pure 1.

DEMONSTRATION. Le théoréme 3.8.a) entraine que toute composante d’une
hypersurface de A™ ou de P" (d’une sous-varieété définie par une équation) est de
dimension > n — 1. Il y a de plus égalité par 3.2.a).

Pour la réciproque, il suffit de montrer qu’'une sous-variété irréductible X de
P™ de codimension 1 est définie par une équation. Soit F' un élément non nul de
I(X). Puisque R est factoriel, on peut décomposer F' en produits de polynomes
irréductibles F' = F} --- Fiy et chaque F; est homogene. Puisque I(X) est premier,
un des F; est dans I(X). Mais V(F;) est alors un fermé irréductible contenant X,
distinct de P", donc de dimension < n. La proposition 3.2 entraine X = V(F;). O

3.4. Applications génériquement finies

Soit X une variété; on dit qu'un point général (ou générique) de X a une
propriété & si 'ensemble des points qui vérifient & contient un ouvert dense dans
X. Si un point général de X a la propriété & et qu'un point général de X a la
propriété 2, un point général de X a les propriétés & et 2 (I'intersection de deux
ouverts denses est dense).

Par exemple, si u : X — Y est une application réguliere, on dit que la fibre
générale de u a une propriété & s’il existe un ouvert U dense dans Y tel que, pour
tout y dans U, la fibre u~!(y) ait la propriété 2.

3.11. Supposons X et Y irréductibles et u dominante. Rappelons tout d’abord
que u induit une extension de corps v* : K(Y) — K(X) (cf. 2.26). Ensuite, si V est
un ouvert affine non vide de Y, il rencontre u(X), donc u~*(V) contient un ouvert
affine non vide U de X. L’application induite v’ : U — V est dominante.

THEOREME 3.12. Soient X et Y des variétés irréductibles et u : X — Y une
application réquliere dominante. Pour que la fibre générale de u soit finie, il faut et
il suffit que u* fasse de K(X) une extension finie de K(Y'). Dans ce cas, X et Y
ont méme dimension et le nombre de points d’une fibre générale de u est inférieur
au degré [K(X) : K(Y)] de cette extension, avec égalité si k est de caractéristique
nulle.

Lorsque u satisfait aux conditions du théoreme, on dit que u est génériquement
finie; son degré est le nombre de points d’une fibre générale. La démonstration
montre plus généralement que le nombre de points d’une fibre générale de u est
égal au degré de l'extension [K(X) : K(Y)] si celle-ci est séparable (c’est-a-dire si
le polynéme dérivé du polynéme minimal de tout élément de K (X) n’est pas nul).

DEMONSTRATION DU THEOREME. Supposons tout d’abord X et Y affines. Iden-
tifiant X au graphe de u, on se raméne au cas ou u est la restriction a X C A™ de
la projection 7 : A — A"~! donnée par

7r(y, xn) =Y.
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La k-algebre A(X) = A(Y)[T]/I(X) est alors engendrée par A(Y) et x,, (classe de
T dans A(X)), donc 'extension K(X) de K(Y) est engendrée par x,.

Si I(X) # 0, tout élément non nul F(T) = b.T° + --- + by de I(X), avec
b; € A(Y) et b # 0, donne une relation de dépendance algébrique en z,, sur K(Y).
Il est donc algébrique sur K (Y).

Réciproquement, supposons x,, algébrique sur K(Y), de polynéme minimal
(irréductible) G(T) € K(Y)[T], que I’on peut écrire, en chassant les dénominateurs

G(T) = agT? + - - + ao,

ou les a; sont dans A(Y"), avec ag # 0 et d = [K(X) : K(Y)]. Ce polynome est dans
I(X), qui est donc non nul.

Si F est dans I(X), il est divisible par G dans K(Y)[T], et il existe ap €
A(Y') non nul tel que G divise apF dans A(Y)[T]. Si on considere des générateurs
Fi,...,F. de I(X) et que l'on pose a = ap, - - ap,aq (élément no nul de l'algebre
intégre A(X)), on voit que si y est dans louvert de Y olt a # 0, les points (y, z,)
dans X (c’est-a-dire les points de la fibre 7= (y)) sont caractérisés par la condition
G(z,) = 0.1l y en a donc au plus d.

Lorsque la caractéristique de k est nulle (ou lorsque extension K (Y) C K(X)
est séparable), le polyndéme dérivé G’ n’est pas nul, donc est premier avec G dans
K(Y)[T] : il existe des éléments b, b’ et ¢ de A(Y'), avec ¢ # 0, tels que bG+V'G' = c;
la fibre d’un point y tel que ¢(y) # 0 a exactement d points.

Pour traiter le cas général, on utilise la construction et les notations de 3.11.
Si la fibre générale de u est finie, il en est de méme pour celle de u'; comme
K(X) ~ K(U) et K(Y) ~ K(V), on conclut par le cas déja traité que K(X)
est une extension finie de K(Y'). Inversement, si K (X) est une extension finie de
K(Y), les variétés affines U et V ont méme dimension par le cas déja traité et, par
lexemple 3.7.1) et la proposition 3.2.b), on a

dimu(X-U) <dim(X-U) <dim X =dimU =dimV = dimY,
de sorte que u(X =U) est distinct de Y. Les fibres générales de u et de v’ sont ainsi
les mémes, donc ont le méme nombre d’éléments, qui est [K(X) : K(Y)] par le cas
déja traité. ([

EXEMPLES 3.13. 1) Projetons la conique C' d’équation XY = Z2 sur P! par
Papplication réguliere (x,y, z) — (z,y). Si k est de caractéristique différente de 2,
chaque fibre a deux points, sauf celles de (0,1) et de (1,0) (en caractéristique 2,
toutes les fibres ont un seul point). L’extension de corps correspondante est K (X) C
K(Z), ot X est envoyé sur Z2; elle est de degré 2 (inséparable en caractéristique
2).

2) En caractéristique 0, le théoréme entraine qu’'une application réguliére entre
variétés irréductibles dont la fibre générale a un seul point est un morphisme bira-
tionnel (c’est faux en caractéristique > 01).

COROLLAIRE 3.14. Pour toute variété irréductible X de dimension n, il existe
une application réguliere dominante X — P" a fibres finies.

DEMONSTRATION. On peut supposer X C PV projective; on procéde par
récurrence sur la codimension ¢ = N —n de X. Si ¢ = 0, c’est fini; si ¢ > 0, on choisit
un point z hors de X et on projette depuis x sur un hyperplan H disjoint de x. Les
fibres de la restriction p : X — H sont finies (ce sont des sous-variétés d’une droite
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passant par x, mais ne contenant pas x), le théoréme entraine dim p(X) = dim(X),
donc codimy p(X) =c— 1.

Par hypothese de récurrence, il existe donc une application réguliere surjective
p(X) — P™ & fibres finies. En la composant avec p : X — p(X), on obtient
I’application cherchée. O

COROLLAIRE 3.15. Soient X etY des variétés. On a
dim(X xY) =dim X 4+ dimY.

DEMONSTRATION. Supposons X et Y irréductibles. Par le corollaire précédent,
il existe des applications régulieres dominantes X — P™ et Y — P™ a fibres finies.
Les fibres de I'application réguliere dominante induite X x Y — P x P™ sont
finies, de sorte que dim(X x Y) = dim(P™ x P™) = m + n (th. 3.12 et ex. 3.7.2)).

Dans le cas général, on note X; les composantes irréductibles de X et Y} celles
de Y. Le produit X x Y est réunion des fermés X; x Y;, donc sa dimension est le
maximum des dim X; + dimY}, c’est-a-dire dim X + dim Y. ([l

EXEMPLE 3.16. Soit m : A"T1—{0} — P" la projection canonique. Si X est
une variété contenue dans P", on pose C°X = 771(X); c’est une variété quasi-
projective dans A"T! irréductible si X l’est, de dimension dim X + 1 (si U est
un ouvert standard, C°X N7 ~1(U) est isomorphe & (X NU) x k*). On note CX
I'adhérence de COX ; c’est une sous-variété de A™, qui est la réunion de C°X et de
I'origine si X est fermée non vide.

THEOREME 3.17. Soient X et Y des variétés contenues dans P™.

a) Si X etY sont irréductibles, chaque composante de X NY est de dimension
>dimX +dimY —n.

b) Si X etY sont fermées et que dim X + dimY > n, lintersection X NY
n’est pas vide.

DEMONSTRATION. On passe aux cones : C°(X NY) est égal & C°X N CY,
qui est isomorphe & 'intersection dans A?"*2 de CYX x C°Y avec la diagonale A.
Celle-ci étant définie par ’annulation de n + 1 formes linéaires, chaque composante
de (C°X x C°Y) N A est de dimension > dim C°X + dim C'Y —n — 1 (th. 3.8).
Cela montre a).

Pour b), on peut supposer X et Y irréductibles. Le méme raisonnement montre
que chaque composante de CXNCY est de dimension > dim X +dimY —n+1 > 1.
Comme CX N CY contient origine, il contient aussi d’autres points (prop. 3.3),
qui sont alors dans C°X N C%Y = C%(X NY). Cela démontre b). O

On trouvera une autre démonstration de ce théoreme dans 'exercice 3.9.3).

3.5. Applications réguliéres et dimension

On se propose dans cette section de comparer la dimension des fibres d’une
application réguliere surjective (ou simplement dominante) X — Y avec celles de
X et de Y. Pour Déclatement ¢ : P" — P (cf. § 2.8), toutes les fibres sont des
points sauf une qui est un espace projectif de dimension n — 1. Sur cet exemple, les
fibres générales sont de dimension constante dim X — dim Y, mais la dimension de
certaines fibres peut augmenter. C’est exactement ce qui se passe en général.

Siwu: X — Y est une application réguliere et = un point de X, on notera X,
la fibre de u contenant x, c’est-a-dire u~'(u(z)).
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THEOREME 3.18. Soient X une variété et u : X — P™ une application régu-
liere. L’application § qui ¢ un point x de X associe dim,(X,) est semi-continue
supérieurement, c’est-a-dire que pour tout entier r, ’ensemble

X(r)={z e X | dim,(X,) >r}

est fermé. Si X est irréductible, on a

dim X = dimu(X) + min é(z).
zeX

La semi-continuité supérieure de ¢ entraine que § prend sa valeur minimale sur
un ouvert dense de X.

DEMONSTRATION. Soient Xi,..., Xy les composantes irréductibles de X et u;
la restriction de u & X; ; on pose &;(z) = dim, u; ' (u;(x)). On a alors X, = [J;(X;)z,
de sorte que d(x) = max; 0;(x). On se ramene donc au cas ot X est irréductible.
Soit Y Padhérence de u(X), de sorte que l'application réguliere u : X — Y est
dominante.

LEMME 3.19. Soient Y une variété affine de dimension pure e et y un point de
Y. Il existe des fonctions réguliéres fi,..., fo nulles en y telles que V(f1,..., fe)
soit fini.

DEMONSTRATION. Supposons Y C AN € PV et procédons par récurrence sur
e.Sie=0,iln’y arien & démontrer. Si e > 0, I'intersection des hyperplans passant
par y étant {y}, il en existe un, H, qui ne contient aucune composante irréductible
de Y. Le théoreme 3.8 entraine que H NY est de dimension pure e — 1. On lui
applique 'hypothese de récurrence. ([l

Soit e la dimension de Y. Soient y un point de Y, soit V un voisinage affine
de y dans Y et fi,..., fe des fonctions régulieres sur V telles que y soit isolé dans
V(f1,..., f.). Toute composante irréductible de u~!(y) est une composante irré-
ductible de V' (u* f1,...,u* fe), donc est de dimension > dim X — e (th. 3.8). Cela
montre d(z) > dim X — dimY pour tout z dans X.

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un ouvert dense de X sur lequel
on a égalité. Si u’ est la restriction de u & un ouvert dense de X, les fonctions ¢’ et
& correspondantes coincident sur cet ouvert. On peut donc supposer par 3.11 que
X et Y sont affines.

On peut aussi supposer comme dans la démonstration du théoreme 3.12 que u
est la restriction & une sous-variété (fermée) X de la projection 7 : A"T™ — A™;
elle se factorise en

w:X =X =5 X 25 I X, TS Xy =Y C A",
ot X; C A" est I'adhérence (irréductible) de I'image de X par la projection
pi AnTm _, ANt

Pour chaque application m; : X;11 — X, la situation a déja été analysée dans
la démonstration du théoréme 3.12 : soit 2,441 est transcendant sur K (X;), et 'on
a X1 = X; x Al et dim X; 1 = dim X; + 1, soit x,, ;41 est algébrique sur K(X;),
il existe un ouvert U; dense dans X; au-dessus duquel les fibres de m; sont finies,
et dim X;11 = dim X;. Soit J I'ensemble des indices i pour lesquels la premiere
alternative est vérifiée ; son cardinal est dim X — dim Y.

Soient x un point de l'ouvert U = ﬂg’:olpi_l(Ui) N X de X, et X’ une com-
posante irréductible de la fibre X, passant par xz. On factorise 'application u|x :
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X" — {u(x)} de la méme fagon que 'on a factorisé u, et 'on prend des nota-
tions analogues ; par construction, les fibres de 7} sont contenues dans celles de m;,
donc sont finies si i ¢ J, de sorte que J' C J et dim X’ = CardJ’ < CardJ =
dim X —dimY. On a donc 0(z) < dim X — dim Y.

Comme on a montré I'inégalité opposée, on en déduit que § atteint son minimum
0p = dim X — dim Y sur 'ouvert dense U de X.

Il reste & montrer que X (r) est fermé. Procédons par récurrence sur dim X.
Sir < dp, on a X(r) = X; d’autre part, le fermé F = X -U, distinct de X,
contient tous les X (r) pour r > dp. On a clairement F(r) C X (r); inversement, si
r > d0p et € X (r), il existe une composante X’ de X, passant par x, de dimension
> 71 > dp. On a alors X' C F, et méme X' C F(r), de sorte que = € F(r). On a
donc X (r) = F(r) pour r > dg, et 'hypothese de récurrence entraine que X (r) est
fermé dans F', donc dans X. O

Donnons un exemple d’application du théoreme : soient X une variété irréduc-
tible et u : X — P™ une application réguliere ; s’il existe un point x de X isolé dans
sa fibre, alors u est génériquement finie sur son image, et ’adhérence de I'image de
u est de méme dimension que X (en effet, on a §(x) = 0).

Le corollaire suivant, a part les informations qu’il donne sur la dimension des
fibres, montre que l’image d’une application réguliere dominante contient un ouvert
dense.

COROLLAIRE 3.20. Soient X une variété irréductible et u : X — P™ une ap-
plication réguliére; posons Y = u(X).
a) Soit y un point de P™ ; toute composante irréductible de u='(y) est de di-
mension > dim X —dimY .
b) 1l existe un ouvert non vide U de Y tel que u~'(y) soit de dimension pure
dim X — dimY pour tout y dans U.

DEMONSTRATION. Si X’ est une composante de u~!(y) et 2 un point de X’
qui n’est sur aucune autre composante de u~!(y), on a dim X’ = §(z) > §p =
dim X —dim Y par le théoréme, ce qui montre a). Pour b), il s’agit de montrer que
pour toute composante irréductible F' de X (o + 1), la variété m est distincte de
Y. Si x est dans le complémentaire U dans F' des autres composantes irréductibles
de X (dp + 1), il existe une composante X’ de X, de dimension > dy. On a alors
X' C X(6p + 1), donc X’ C F, ce qui montre que le minimum de la fonction §
associée a l'application réguliere u|y : U — u(U) = u(F) est > do+ 1. On en déduit
dimu(F) <dimU — 6p — 1 < dimY — 2 par le théoreme. O

EXEMPLE 3.21. Soient G un groupe algébrique (c’est-a-dire que G est une
variété algébrique munie d’une structure de groupe telle que la multiplication G x
G — @G et linverse G — G soient des applications régulieres) irréductible et X
un espace homogene algébrique, c’est-a-dire une variété algébrique munie d’une
opération transitive G x X — X qui est une application réguliere. Les stabilisateurs
des points de X sont tous conjugués, donc ont méme dimension; appliquant le
corollaire a I'application réguliere surjective G — X qui applique g sur g-xg, on en
déduit dim X = dim G — dim G,.
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3.6. Cas des applications fermées

Le résultat suivant est la traduction directe du théoreme 3.18 dans le cas
d’une application fermée; c’est sous cette forme que ce théoreme est le plus sou-
vent utilisé. Attention : I’hypothese u fermée est essentielle. Perrin donne dans
[P], p. 97, un exemple d’application réguliere u : A3 — A3 surjective, telle que
{y € A3 | dimu~!(y) > 1} ne soit pas fermé. Curieusement, cet énoncé donne lieu
a beaucoup d’erreurs dans la littérature ([S], Corollary p. 61; [H], page 139, 1. 22).

On rappelle (cor. 2.37) que toute application réguliere définie sur une variété
projective est fermée.

ProproOSITION 3.22. Soit u : X — Y une application réquliére fermée. L’ap-
plication qui a un point y de Y associe la dimension de la fibre u='(y) est semi-
continue supérieurement, c’est-a-dire que pour tout entier r, l’ensemble

Y(r)={yeY |dimu"'(y) >}
est fermé.
DEMONSTRATION. On a Y (r) = u(X(r)). O

La proposition suivante est utile pour montrer que ’espace source d’une appli-
cation réguliere est irréductible (on rappelle que I'image d’un espace irréductible
par une application continue est irréductible; cf. exerc. 1.6.3)b)).

PROPOSITION 3.23. Soitu : X — Y une application réguliére surjective fermée.
On suppose que Y est irréductible et que toutes les fibres de u sont irréductibles de
meéme dimension r. Alors X est irréductible de dimension dimY + r.

DEMONSTRATION. Soient X1, ..., Xy les composantes irréductibles de X ; pour
y dans Y, notons d;(y) la dimension de la fibre en y de l'application réguliere
u; = ulx, : X; — Y. On a par hypotheése max; d;(y) = r pour tout y dans Y, de
sorte que Y est la réunion des {y € Y | d;(y) > r}. Ceux-ci sont fermés par la pro-
position 3.22; Y étant irréductible, il existe i tel que d;(y) = r pour tout y. La fibre
u; ' (y), contenue dans le fermé irréductible u='(y), est alors de méme dimension,
donc lui est égale, et X =,y u l(y) = Uyey u; ' (y) = X; est irréductible. [

3.7. Applications

Les groupes algébriques ont été définis dans I’exemple 3.21 ; une variété abélienne
est un groupe algébrique irréductible qui est une variété projective. Commencons
par un lemme.

LEMME 3.24. Soient X une variété projective irréductible, Y une variété irré-
ductible, yo un point de Y et u : X XY — Z wune application réqulicre telle que
w(X X {yo}) ait un seul point. Alors u(X x {y}) a un seul point pour tout point y
deY.

DEMONSTRATION. Soient I' le graphe de u et ¢ : X XY x Z — Y x Z la
projection. Comme X est projective, le théoréme 2.34 entraine que ¢(I") est fermé
dans Y x Z; il est aussi irréductible par hypothese. La projection ¢(I') — Y est
surjective, et la fibre de yo est un point, de sorte que ¢(I') a méme dimension que
Y (cor. 3.20). Soit xg un point de X ; la variété {(y,u(xo,y)) | y € Y} est fermée
dans ¢(T") et de méme dimension : elles sont égales et, pour tout = dans X et tout
y dans Y, on a u(z,y) = u(xg, y). O
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La conclusion du lemme est fausse si 'on ne suppose pas X projective, comme
le montre 'exemple de I'application u : Al x Al — Al définie par u(z,y) = zy.

THEOREME 3.25. Une variété abélienne est un groupe commutatif.

DEMONSTRATION. Soit G une variété abélienne. L’application réguliere u :
G x G — G définie par u(g,g’) = g~ 'g’g contracte G x {e} en un point. Le lemme
entraine que pour tous g, ¢’ dans G, on a u(g,9’) = u(e,g’) = ¢', de sorte que G
est commutatif. O

Il existe bien entendu des groupes algébriques non commutatifs (comme le
groupe GL(n, k)).

PROPOSITION 3.26. Soient G une variété abélienne et H un groupe algébrique.
Une application réguliere v : G — H qui vérifie u(e) = e est un morphisme de
groupes.

DEMONSTRATION. Définissons une application réguliere v’ : G x G — H par
W (g,9") = u(g)u(g)u(gg’)~t. Onau/(Gx{e}) = {e}, et le lemme entraine que pour
tous g,¢’ dans G, on a v/(g,¢g') = u'(e,g’) = e, ce qui montre la proposition. O

Une derniere application concerne la structure des applications régulieres géné-
rales. On a vu que I'image d’une application réguliere n’est en général pas fermée, ni
méme localement fermée. Il existe cependant une classe d’ensemble qui est stable par
les applications régulieres. On dit qu'un sous-ensemble d’une variété est construc-
tible si c’est une réunion finie de sous-ensembles localement fermés. Par exemple,
la réunion dans A2 du complémentaire de 'axe des y et de origine, que 'on avait
obtenue dans le § 2.9 comme image d’une application réguliere, est constructible.

THEOREME 3.27 (Chevalley). L’image d’un ensemble constructible par une ap-
plication réguliére est constructible.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que 'image d’une application réguliere
u : X — Y est constructible. Procédons par récurrence sur la dimension de Y. Si
dimY = 0, c’est clair. On peut supposer X irréductible et u dominante. D’apres le
corollaire 3.20, u(X) contient un ouvert dense U. Posons F' = Y —=U ; I'hypothese
de récurrence entraine que u(X) = U Uu(u~1(F)) est constructible. O

3.8. Applications finies

Nous nous intéressons maintenant aux applications régulieres dont les fibres
sont finies. Sous I’hypothese que la variété de départ est projective, nous allons voir
qu’elles ont une propriété algébrique.

THEOREME 3.28. Soient X et Y des variétés et u : X — Y une application
réguliere. On suppose que X est projective et que toutes les fibres de u sont finies.
Tout point de Y a un voisinage affine V tel que U = u=1(V) est encore affine et
que le morphisme u* : A(V) — A(U) fasse de A(U) un A(V)-module de type fini.

Une application v : X — Y qui vérifie les propriétés de la conclusion du
théoreme est dite finie. Si X est projective, le théoréeme dit donc qu’une appli-
cation réguliere X — Y a fibres finies est finie, mais la réciproque est fausse en
général : les fibres de 'application réguliere u : A'={0} — A! sont bien finies,
mais u* : k[T] — k[T, T~!] ne fait pas de k[T, T~1] un k[T]-module de type fini!
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DEMONSTRATION. On se donne un espace projectif PV dans lequel X est une
sous-variété (fermée). On écrit u comme la composée de I'application graphe X —
X xY, de I'inclusion X xY «— PN xY et de la seconde projection 7 : PV xY — Y.
On peut donc supposer que X est une sous-variété (fermée) de PY x Y et que u
est la restriction a X de la seconde projection. Sous ces hypothéses, on fait une
récurrence sur N.

Soit o un point de Y. Comme u~!(y0) est un sous-ensemble fini de P x {y}, il
existe un hyperplan H de P qui ne le rencontre pas, c’est-a-dire que (H x {yo})NX
est vide. En d’autres termes, m((H x Y) N X) est un sous-ensemble fermé de Y
(th. 2.34) qui ne contient pas yo. Si on remplace Y par un voisinage affine de yq
dans son complémentaire, (H x Y) N X est maintenant vide, de sorte que X est
contenu dans

(PY-H)xY = AN xV,

avec Y affine. Il en résulte que X, comme sous-ensemble fermé d’une variété affine,
est affine. Il est d’autre part défini dans PV x Y par des polynémes homogenes en
N +1 variables & coefficients dans A(Y). Comme AN = Al x AN~-1 c P x AN—1
on peut considérer X comme une sous-variété fermée de P1 x (AN~1 x Y), et on
voit ainsi qu’il suffit de traiter le cas N = 1.

La sous-variété X C P! x Y est alors définie par un idéal homogene I(X) de
I'algebre A(Y)[Ty, T1]. La fibre de yo étant finie et contenue dans Al il existe

d
F(Ty,Th) =Y aTyTi "
=0

dans I(X), avec a; € A(Y) et aq(yo) # 0. Au-dessus du voisinage affine U = {y €
Y | aa(y) # 0} de yo dans Y, Palgebre A(u=1(U)) est un quotient de A(U)[T]/(F),
ol F est un polynéme unitaire & coefficients dans A(U), donc est un A(U)-module
de type fini. O

3.9. Exercices

1) Soient X une variété affine irréductible et Y une sous-variété irréductible de codimension r.
a) Montrer qu’il existe f1,..., fr dans A(X) tels que Y soit une composante irréductible de
V(fh .o -7f'r)-
b) En déduire que la dimension de Krull de I'anneau local A(X)j(y) est r. En général, si
Y est une sous-variété irréductible d’une variété irréductible X, la codimension de Y dans X est
égale a la longueur maximale des chaines de fermés irréductibles de X commengant par Y.

2) On dit qu’une variété irréductible X est normale en un point x si 'anneau local Ox 5 (cf.
exerc. 2.10.2)) est intégralement clos dans son corps de fractions K (X). La variété X est normale
si elle est normale en chacun de ses points.

a) Montrer que la courbe affine plane d’équation y? =z n’est pas normale.

b) Soit X une variété affine irréductible ; montrer que X est normale si et seulement si A(X)
est intégralement clos dans son corps de fractions (Indication : on remarquera que tout localisé
d’un anneau intégralement clos est intégralement clos, et qu'un anneau intégre est ’intersection
dans son corps de fractions des localisés en ses idéaux maximaux).

3

3) Soient X et Y des variétés disjointes dans P™. Montrer que la dimension de J(X,Y) (défini
dans lexercice 2.10.15)d)) est dim X +dim Y +1; en déduire une autre démonstration du théoréme
3.17.

4) Montrer que I'image d’une application réguliere non constante P™ — PY est de dimension n.
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5) Soit .# D’espace vectoriel de dimension mn des matrices m X n et soit ., le sous-ensemble de
M formé des matrices de rang < r. Montrer que ., est une sous-variété irréductible de dimension
r(m +n —r) (Indication : on pourra introduire la variété d’incidence

I={(M,[A]) € 4 x G(n—r, k") | A C Ker M}.)

6) Soit V l’espace vectoriel de dimension (";d) des polynoémes homogenes de degré d a n + 1
variables.
a) Montrer que la variété d’incidence

{(F,]A]) € V x G(r, k™) | A C V(F)}

est irréductible et déterminer sa dimension (on pourra admettre que c’est une sous-variété de
V x G(r,k™*1), ou essayer de le démontrer).

b) En déduire que si (d':T) > (r+1)(n—r), une hypersurface générale de degré d dans P™ ne
contient pas de sous-espace linéaire de dimension r. En particulier, une surface générale de degré
> 4 dans P3 ne contient pas de droite.

¢) Montrer que la cubique d’équation TO3 = T1T>T5 dans P3 ne contient que 3 droites. En

déduire qu’une surface cubique générale dans P3 ne contient qu’un nombre fini de droites.

7) Soit X une sous-variété irréductible de P™ distincte de P™.
a) Montrer que
{[L] € G(1,P") | LN X # @}
est une sous-variété irréductible de la grassmannienne G(1,P™) de dimension dim X +n — 1.
b) Soit A la diagonale de X x X. Montrer que 1’application

(X x X)=A — G(1,P")

qui & deux points distincts de X associe la droite qui les joint est réguliere, et que I’adhérence de
son image est irréductible de dimension 2dim X, sauf si X est un sous-espace linéaire de P".

¢) En déduire que si dim X < n — 2, une droite générale qui rencontre X ne coupe X qu’en
un seul point, puis, en caractéristique 0, qu’il existe un morphisme birationnel de X sur une
hypersurface de Pdim X+1,

8) On veut étendre le résultat de l’exercice précédent en caractéristique quelconque, et montrer
que pour toute sous-variété irréductible X de A™, il existe une projection linéaire de A™ sur un
sous-espace linéaire L qui induise un morphisme birationnel de X sur une hypersurface de L.

a) Si d est la dimension de X, il existe, parmi les n fonctions coordonnées, d d’entre elles
qui sont algébriquement indépendantes dans K (X). Supposons que ce soit z1,...,2zq. Soit F le
polynéme minimal de x441 sur le sous-corps de K(X) engendré par x1,...,x4. Montrer que 'une
des d 4+ 1 dérivées partielles de F' n’est pas nulle.

b) Si % # 0, montrer que %1,...,%i—1,%i+1,...,%q+1 sont algébriquement indépendants
sur k. On peut donc supposer
k(z1,...,zq) de K(X).

¢) Utiliser le théoréme de 1’élément primitif pour montrer qu’il existe une forme linéaire I
dans K(X) tel que k(z1,...,%4,Td41,Ta+2) = k(z1,...,24,1).

d) Montrer qu'’il existe des formes linéaires l1, ..., lg4+1 telles que Iy, ..., [  soient linéairement
indépendantes sur k, et que

% # 0; montrer que xg441 est séparable sur le sous-corps

K(X)=K(y,...,las1)

conclure.

9) Soit X une sous variété de P"1 x ... x P™1 de codimension pure 1. Montrer qu’il existe un
polynéme multihomogene F(T1,0,...,T1,n,12,00---sT2,n9:- - Trmn,.) tel que X = V(F) (Indi-
cation : procéder comme dans le corollaire 3.10).

10) Coordonnées de Chow d’une variété projective. L’ensemble des hyperplans de P™ est
en bijection avec I’ensemble des hyperplans de k™11, c’est-a-dire les droites de (k"*l)*; c’est
donc un espace projectif de dimension n, que ’on note P™*. Soit X une sous-variété irréductible
de P™ de dimension r. On pose

I'={(z,Hy,...,Hoy1) e X x (P™) " |zeHiNn---NHy1}.

a) Montrer que I est irréductible de dimension n(r + 1) — 1.
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b) Montrer qu’il existe des hyperplans Hi, ..., Hry1 tels que X N Hy N---N Hy41 consiste
en un seul point. En déduire que la projection de ' dans (P™*)"t1 est de méme dimension que T'.

¢) Déduire de ’exercice précédent que 'on peut associer de fagon injective & X un polynoéme
multihomogene irréductible Fx de multidegré (d,...,d) en (r + 1)(n + 1) variables; on dit que d
est le degré de la variété X.

L’ensemble de ces polynomes forme un espace projectif; on peut montrer que ’ensemble
des polynomes de la forme F'x est une sous-variété quasi-projective de cet espace projectif; on
dit que les sous-variétés de P™ de dimension et degré fixés sont paramétrées par une variété
quasi-projective.

d) Montrer que le degré de X est le nombre maximum de points d’intersection de X avec un
sous-espace linéaire de P” de dimension n — r.

11) Soient X et Y des variétés et u : X — Y une application réguliere.

a) On suppose que toutes les fibres non vides de u sont de dimension < r; montrer I'inégalité
dim X < dimY +r.

b) On suppose que u est dominante et que toutes les fibres non vides de u sont de dimension
r; montrer ’égalité dim X = dimY + r.






CHAPITRE 4

Points et applications régulieres lisses

4.1. Espace tangent de Zariski

Commencons par un peu de géométrie différentielle. Soit C' une courbe de R?
définie par une équation F'(x,y) = 0. Comment définit-on sa tangente en un point
(p,q) ? Supposons %—Z(p, q) # 0; on peut alors paramétrer C localement par une

fonction g qui vérifie g(p) = q et F(t, g(t)) = 0 pour tout ¢. La tangente est la droite

affine d’équation y—g = ¢'(p)(z—p), soit encore (z—p) $E(p,9)+(y—q) E(p,q) =

0. Cette équation définit toujours une droite sauf si les deux dérivées partielles de
F en (p, q) sont nulles.

Pour une hypersurface V' dans R™ d’équation F(z1,...,2,) = 0, on définit
Pespace tangent affine en p = (po, ..., pn) par équation
oF oF

_ Z e n—Dn) ——(p) = 0.
(@1 =p1) 5 -0) 4o+ (@0 —pn) 5 ~(P)
C’est un hyperplan sauf si toutes les dérivées partielles de F' en p sont nulles.

4.1.  Cela nous amene a poser la définition suivante : si X est une sous-variété
de A™, on définit de facon provisoire I’espace tangent de Zariski & X en un point p
comme 'espace vectoriel défini par les équations

pour tout F' dans I(X). Il est noté T, X ; on vérifie que ’on obtient le méme espace
en ne prenant pour F' que des générateurs de I(X). L’espace affine correspondant
passant par p est défini par

> g 0) 5= p) = .

i=1

La géométrie différentielle nous donne aussi une autre approche. Supposons
toujours X affine; I'idée est de voir les vecteurs tangents en un point p de X
comme des dérivations en p, c’est-a~dire des formes k-linéaires D : A(X) — k qui
vérifient, pour toutes fonctions réguliéres f et g,

D(fg) = f(p)D(g) + g(p)D(f).
Lorsque X = A", toute dérivation en p est du type

0
fr—aglo) +-~-+an%<p>,

41
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ou ay,...,a, sont des éléments de k. Les dérivations de X sont celles qui annulent
les éléments de I(X), c’est-a-dire celles qui vérifient

n

oF
;ai%(p) =0

pour tout F' dans I(X). Elles forment donc un espace vectoriel isomorphe a ’espace
tangent T, X défini plus haut. On peut continuer dans cette voie pour donner une
définition intrinseque : si m, est l'idéal maximal de A(X) des fonctions régulie-
res nulles en x, l’espace vectoriel T, X est isomorphe au dual du k-espace vectoriel
m,/m2. En effet, soit D : A(X) — k une dérivation en z; elle s’annule sur m2, et
sa restriction & m, induit une forme linéaire sur m, /m2. Inversement, si 6 est une
telle forme, on obtient une dérivation en x en posant D(f) = 6(f — f(x)).

Soient Ox , 'anneau local des germes de fonctions régulieres en z défini dans
Pexercice 2.10.2) et mx , son idéal maximal. Le k-espace vectoriel m,, /m2 est iso-
morphe a mx ; /m‘%{w On peut maintenant donner la définition générale.

DEFINITION 4.2. Soient X une variété, x un point de X et mx , l’idéal mazimal
de Uanneau local Ox 5. L’espace tangent de Zariski a X en x, noté T, X, est le dual
du k-espace vectoriel mx ,/m% .

On montre que 'on a un isomorphisme

(2) T(%y) (XxY)~T,X® T,Y.

4.2. Points lisses et points singuliers

Notre but est maintenant de comparer la dimension de 1’espace tangent a celle
de la variété.

PrOPOSITION 4.3. Soit X une variété; la fonction x — dimT,X est semi-
continue supérieurement : pour tout entier r, l’ensemble

X,={reX|dmT,X >r}
est fermé dans X.

DEMONSTRATION. On peut raisonner localement, donc supposer X affine conte-
nue dans A™. Si on choisit des générateurs Fy, ..., F; de I(X), la dimension de T, X
est n moins le rang d’une certaine matrice dont les composantes sont des fonctions
polynomiales en x. L’ensemble X, est défini par ’annulation des n — r + 1 mineurs
de cette matrice; il est donc fermé. O

PROPOSITION 4.4. Soit X une variété irréductible. Pour tout point x de X, on
a dimT, X > dim X et il y a égalité sur un ouvert dense de X.

DEMONSTRATION. Notons n la dimension de X et traitons d’abord le cas ot X
est une hypersurface irréductible de ’espace affine A”*! dont ’idéal est engendré
par un poyléme irréductible F'. L’espace tangent en un point est défini par une
équation ; il est donc de dimension n ou n+ 1. S’il est de dimension n + 1 par-
tout, toutes les dérivées partielles de F' s’annulent sur X, donc sont divisibles par
F, puisque I(X) est engendré par F. Elles sont donc nulles; comme F' n’est pas
constant, cela signifie que la caractéristique p de k n’est pas nulle et que les seules
puissances des T; qui apparaissent dans F' sont des multiples de p. Comme k = kP,
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il existe un polynéme G tel que F' = GP, ce qui contredit le fait que F' est irréduc-
tible. Il existe donc un point en lequel ’espace tangent est de dimension n; c’est
encore vrai dans un ouvert dense de X par la proposition 4.3.

Traitons maintenant le cas général. Par I’exercice 3.9.8) (on remarquera que
la démonstration est beaucoup plus simple en caractéristique 0; cf. aussi exerc.
3.9.7)), il existe un isomorphisme entre un ouvert dense de X et un ouvert U d’une
hypersurface d’un espace affine. Par le cas déja traité, la dimension de l’espace
tangent a U, donc aussi a X, est n sur un ouvert dense V de X. Avec les notations
de la proposition 4.3, le fermé X,, contient V', donc est égal a X. (I

La proposition 4.4 entraine que pour tout point z d’une variété X, on a
dim 7T, X > dim, X ; on dit que x est un point lisse sur X (ou que X est lisse
en z) 8'il y a égalité, un point singulier dans le cas contraire. Les propositions 4.3
et 4.4 entrainent que lorsque X est irréductible, I’ensemble des points singuliers de
X est un fermé propre de X, appelé lieu singulier de X et noté Sing X ; I'ouvert
complémentaire est noté Xj;gse. Lorsque X est réductible, on peut montrer que tout
point situé sur au moins deux composantes est singulier (cf. 4.6), de sorte que le
lieu singulier est encore un fermé propre de X (c’est la réunion des intersections
deux & deux des composantes de X et des lieux singuliers des composantes). Cela
entraine en particulier que toute variété lisse connexe est irréductible.

EXEMPLES 4.5. 1) Par la formule (2), pour que le produit X x Y soit lisse en
un point (z,y), il faut et il suffit que X soit lisse en z et que Y soit lisse en y. En
d’autre termes, on a

Sing(X xY) = ((Sing X) x Y) U (X x (Sing Y)) .
2) Les points singuliers d’une hypersurface dans A™ d’idéal engendré par un
polynéme F sont définis par les équations

787F(x)7 — or
oy o1,

F(x) (x) = 0.
On voit bien dans ce cas que si F' = F} --- Fj, les points situés a l'intersection de
V(F;) et V(F}) sont singuliers.

Les points singuliers de la courbe d’équation 32 = 3 dans A? sont définis par
y? — 23 =2y =322 = 0; il n’y en a qu’un, l'origine.

3) Si X est une sous-variété irréductible de A™ et que I(X) est engendré par

Fi, ..., F., un point x de X est lisse si et seulement si le rang de la matrice (871“1(%))
est n — dim X. Si on a seulement X = V(Fy,...,F,) mais que le rang de 12]1 ma-
trice jacobienne associée en x est n — dim X, alors X est lisse en z (attention : la
réciproque n’est pas vraie).

4) Les points singuliers d’une hypersurface X dans P™ d’idéal engendré par un
polynome homogene F' de degré d sont définis par les équations

oF OF
=)=

0Ty oT,
En effet, si z = (1,21,...,2,) est dans X, on a I(X NUy) = (F},) (exerc. 2.10.2)).

Le point z est singulier sur X si et seulement s’il 'est sur X N Uy, c’est-a-dire si et

seulement si 2% (z) = 2E (z) = 0 pour i = 1,...,n. Comme F(z) = 0, c’est aussi

oT; - oT;

F(x)

(x)=0.
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équivalent a cause de la formule d’Euler

—~ . OF
=0

aux équations ci-dessus. Il faut remarquer que si la caractéristique de k ne divise
pas d, la formule d’Euler entraine que les points singuliers sont définis pas les n+1
équations
OF oF
()= =
Ty T,
5) Si X est une sous-variété irréductible de P™ et que I(X) est engendré par
des polynémes homogenes Fi, ..., F,., un point x de X est lisse si et seulement si

(x)=0.

OF;
le rang de la matrice (ﬁ(x)) vaut n — dim X.
J

6) Calculons l'espace tangent a la variété ., définie dans l'exercice 3.9.5)
comme ’ensemble des matrices m x n de rang au plus r. Soit M une matrice de
rang exactement r; elle est équivalente & la matrice D, = (a;;) dont tous les
coefficients sont nuls, sauf aii,...,a, qui valent 1. Les mineurs d’ordre r + 1
contenant les r premieres lignes et colonnes ont comme seul terme linéaire a;,
avec r < i < m et r < j <n.Lespace tangent & .4, en M est donc de dimension
< mn—(m—r)(n—r) ; comme c’est la dimension de .., on en déduit que .4, — 4, _4
est lisse; on a aussi une identification

Ty My ~ {ue LK k™) | uKer M) C ImM}.

Si M est de rang < r, aucun des r + 1 mineurs de M n’a de terme linéaire. On ne
peut cependant rien en déduire ; en revanche, si I’on sait que ces mineurs engendrent
l'idéal de 4, (ce qui est vrai, mais difficile & démontrer), cela montre que I'espace
tangent de Zariski & ., en M est tout Th;.# (il y a aussi des moyens directs plus
simples pour démontrer ce résultat).

7) Soient G un groupe algébrique et X un espace homogene algébrique sous G
(cf. ex. 3.21). Alors X est lisse : en effet, X a un point lisse zy par la proposition 4.4,
donc tout point de X est lisse puisqu’il a un voisinage isomorphe (par translation) &
un voisinage de xg. Cela s’applique en particulier aux grassmanniennes G(r, k™), qui
sont homogenes sous le groupe algébrique PGL(n, k), et aux variétés . — #,_1
de l'exemple précédent, qui sont homogenes sous le groupe algébrique PGL(m +
1,k) x PGL(n + 1,k).

8) Reprenons l'exemple 2.33.1) de la cubique C' d’équation X? X, = XZ (X5 —
Xo) dans P2. Les dérivées partielles ne s’annulent qu’en O = (0,0, 1) : c’est le seul
point singulier de C'. L’éclaté C de C en O est défini par les équations 1 = zoy;
et xoy? = 2o — g, dans P2 x Uy (avec yo = 1), et par les équations zg = z1yo et
Ty = ya(xa — 21y0) dans P2 x U; (avec y; = 1). On vérifie que ces courbes sont
lisses, de sorte que C est lisse. On dit que l'application réguliere C — C est une
désingularisation de C'.

4.6. Anneaux réguliers. Soient A un anneau local noethérien, m son idéal
maximal et k = A/m son corps résiduel. Lorsque A est Panneau local d’une variété
algébrique en un point, on a vu dimy m/m? > dim A. Cette inégalité reste vraie
en général, et on dit que A est régulier s’il y a égalité. Le lemme de Nakayama
entraine que dimy m/m? est le nombre minimal de générateurs de m; pour quun
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anneau local noethérien soit régulier, il faut et il suffit que son idéal maximal puisse
étre engendré par dim A éléments.

En particulier, pour qu'un anneau local noethérien A de dimension 1 soit
régulier, il faut et il suffit que son idéal maximal soit principal; cela entraine que
A est local et principal : ¢’est un anneau de valuation discrete.

4.7. On montre (mais c’est difficile) qu'un anneau local régulier est factoriel,
donc integre; cela prouve qu’un point situé sur deux composantes irréductibles
d’une variété algébrique est singulier.

4.8. Le fait que ’anneau local Ox , d’une variété algébrique X en un point lisse
x est integre est démontré de fagon élémentaire dans [M] : Mumford montre que si
Fi,..., F. sont des polynémes de k[T7, ..., T,] sans terme constant dont les termes
linéaires sont indépendants, alors V(F1,..., F,) est de dimension n — r et a une
seule composante qui passe par 0 ([M], th. 1.16, p. 7).

Il montre d’ailleurs aussi la factorialité de Ox .., en procédant la fagon suivante :

e on montre d’abord que le complété 5;(@ = li_I>n ﬁ’X@/le)I est isomorphe a

un anneau de séries formelles k[[T1,...,T,]], avec n = dim, X (prop. 1.27, p. 15);

e on utilise ensuite le fait que les anneaux de séries formelles en un nombre fini
d’indéterminées sur un corps sont factoriels pour montrer que Ox , est factoriel
(th. 1.28, p. 15).

La factorialité des anneaux locaux d’une variété lisse permet de montrer qu'une
hypersurface d’une variété lisse est définie localement par une équation.

PROPOSITION 4.9. Soient X une variété irréductible, Y une sous-variété de X
de codimension pure 1 et y un point de Y lisse sur X. Il existe un voisinage affine
U dey dans X et une fonction régulicre f : U — k tels que I(UNY) = (f).

DEMONSTRATION. On peut supposer X affine et Y irréductible d’idéal p pre-
mier dans A(X). Notons que A(X) est un sous-anneau de Ox . L’idéal

4= pOx, = {g | f,9 € AX),g(y) £ 0,1 € p}

est premier non nul dans Panneau factoriel Ox ,, (on a Ox ,/q ~ A(X)/p, donc cet
anneau quotient est integre) ; il contient donc un élément irréductible f/g. L’élément
f de p est encore irréductible dans Ox , et Y C V(f). Le probléme est que f peut
trés bien ne plus étre irréductible dans A(X).

Soient fi,..., fr des générateurs de l'idéal A(X) N fOx, de A(X). Il existe
J1s--sGr, h1,..., hy dans A(X), avec g;(y) # 0, tels que f; = f% Posons g =
g1 - gr; 'idéal premier A(X),N fOx , de A(X), est alors engendré par f, qui est
donc irréductible dans A(X),. On a vu (exerc. 1.6.9)) que 'ouvert U = X -V (g)
est affine d’algebre A(X),. La variété U N V(f) est donc irréductible et contient
UNY, qui est de méme dimension ; ils sont donc égaux, et I(U NY) est engendré
par f. ([l

4.3. Le théoréme principal de Zariski

C’est un résultat tres important, dont nous ne démontrerons qu'un cas simple.
Il nous servira surtout de prétexte pour montrer comment ’algebre commutative
intervient dans des énoncés de nature purement géométrique.
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THEOREME 4.10. Soient X et Y des variétés irréductibles, v : X — Y un
morphisme birationnel et y un point de u(X) en lequel Y est lisse.

e Soit il existe un voisinage ouvert V de y tel que u induise un isomorphisme
de u (V) sur vV ;

® 500t u_l(y) est de dimension strictement positive en chacun de ses points.

Dans la version forte du théoreme de Zariski, on suppose simplement que Y est
normale en y (cf. exerc. 3.9.2)); c’est alors beaucoup plus difficile & démontrer.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer Y par un voisinage affine de y, on peut
supposer Y sous-variété affine de A™.

Supposons dans un premier temps aussi X sous-variété affine de A™ et notons
x1,..., T, les fonctions coordonnées sur X (elles engendrent la k-algebre A(X)).
L’application réguliere v : X — Y induit des morphismes de k-algebres

AY) S AX)
n n

5

ﬁY,y ("_> ﬁX,z
qui induisent un isomorphisme K (Y) ~ K(X) sur les corps de fractions. Il existe
donc des éléments a; et b; de Oy, tels que

. (ai) a; ou

r=u"—) = .

! bi bi ou
Comme Y est lisse en y, 'anneau Oy, est factoriel (cf. 4.7), et on peut supposer a;
et b; premiers entre eux dans cet anneau. On écrit a; = a/al, avec a},al € A(Y)

1?7
et a(y) #0.
Si les b; sont tous inversibles dans Oy, (c’est-a-dire si b;(y) # 0 pour tout i),
on peut les supposer égaux a 1. On a

/

!
() = Giou
1 T 1 - 7/ .
a; ajou

Cela signifie que le morphisme induit u* @ A(Y)ar..ar — A(X) (@2 0u)--(alr ou) €St
surjectif ; comme il est injectif, ¢’est un isomorphisme. Posons V. =Y -V (af - - -al’,);
cela signifie que u induit un isomorphisme entre u=1(V) et V : on est dans la
premiere alternative du théoreme.

Supposons maintenant by (y) = 0. Ecrivons b1 = c1dq, ou ¢; est irréductible et
nul en y, puis ¢; = ¢} /cf, avec ¢/ (y) # 0. Quitte & remplacer Y par Y =V (afcf)
et X par X -V ((afc]) o u), on peut supposer af = ¢ = 1, c’est-a-dire a1 et ¢;
régulieres.

Soient z un point de u~1(y) et E une composante irréductible de V(c; o u)
passant par z, de sorte que ¢; s’annule sur u(E). Par le théoréme 3.8, E est de
codimension 1 dans X. Posons; on a a1 ou = z1 (¢1 ou) (di o u), de sorte que
a1 s’annule aussi sur m Mais I'idéal ¢ Oy, est premier dans Oy, donc aussi
p=AY)Nc1 0y, dans A(Y). Comme a; et ¢; sont premiers entre eux dans Oy,

onaap ¢p, dou

u(E) ¢ V(p) C Vi) &Y,

de sorte que u(F) est de codimension > 2 dans Y, donc de dimension < dim E.
Le corollaire 3.20 entraine que les fibres de £ — Y sont partout de dimension
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strictement positive, donc en particulier aussi la fibre de u en . On est donc dans
la seconde alternative du théoreme.

Supposons maintenant X toujours contenu dans A", mais pas nécessairement
fermé. L’application réguliére u se prolonge a une application réguliere birationnelle
@: X — Y alaquelle on peut appliquer ce qui précede. Si l'on est dans la premicre
alternative du théoréme pour 4, le point y étant dans u(X) n’est pas dans u(X = X)
et I'on est aussi dans la premiere alternative du théoreme pour w. Si I’on est dans la
seconde alternative du théoréme pour @, la fibre u~1(y) étant ouverte dans @~ 1(y)
est aussi partout de dimension strictement positive.

Traitons maintenant le cas général. On suppose X contenu dans P™ ; soit H
un hyperplan de P™ ne contenant aucune composante irréductible de u=*(y) et
soit U son complémentaire. On peut appliquer ce qui précede a la restriction v
de u & X NU. Par construction, v~ (y) est ouvert dense dans u~*(y). Si I'on est
dans la seconde alternative du théoréme pour v, il en est donc de méme pour u. Si
'on est dans la premiére alternative du théoréme pour v, la fibre u=1(y) n’a qu'un
seul point qui n’est pas sur H, de sorte que H ne rencontre pas non plus les fibres
voisines de wu. Il s’ensuit que u et v coincident au-dessus d’un voisinage de y. Ceci
termine la démonstration du théoreme. O

La seconde alternative du théoreme peut bien sir se produire, comme par
exemple dans ’éclatement € : P™ — P construit dans le § 2.8 (pour n > 11).

COROLLAIRE 4.11. Soient X wune courbe irréductible, Y une courbe lisse et
u: X — Y une application réguliére birationnelle ; w(X) est ouvert et u induit un
isomorphisme de X sur u(X). En particulier, X est lisse.

La conclusion du corollaire est évidemment fausse si Y n’est pas lisse : si C est
la courbe plane d’équation homogene Y2Z = X3, I’application réguliere u : P! — C
définie par u(\, ) = (A2, A3, ) est surjective, mais ce n’est pas un isomorphisme.

COROLLAIRE 4.12. Soit X une variété irréductible lisse ; toute application ra-
tionnelle X --+ P" est définie sur un ouvert de X dont le complémentaire est de
codimension > 2.

DEMONSTRATION. Soit u : X --+ P™ une application rationnelle, réguliere sur
un ouvert dense U de X ; notons I' 'adhérence (irréductible) dans X x P™ du graphe
deu:U — P"et p: ' — X la premiere projection. Posons enfin

V = {x € X | p est un isomorphisme au-dessus d’un voisinage de z}.
C’est un ouvert de X sur lequel u est réguliere (c’est en fait le plus grand tel ouvert),
puisque p induit un isomorphisme de p=1 (V) sur V. Si Z = X =V, le théoréme de
Zariski dit que les fibres de p : p~1(Z) — Z sont partout de dimension > 0. Si Z’ est
une composante irréductible de Z de dimension maximale et I une composante ir-

réductible de p~*(Z) qui domine Z’, les fibres de I'application IV — Z’ sont partout
de dimension > 0. Le corollaire 3.20 entraine les inégalités

dimZ = dim Z’ < dimI” < dimT = dim X.
La codimension de Z dans X est donc au moins 2, ce qui prouve le corollaire. [

COROLLAIRE 4.13. Soit X une courbe irréductible lisse ; toute application ra-
tionnelle X --» P™ est définie sur tout X.
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Mentionnons pour finir sans démonstration un autre théoreme de Zariski. Noter
qu’il s’applique & la situation du théoréme précédent (ou les fibres générales de u
sont des singletons).

THEOREME 4.14. Soient X une variété irréductible projective et u : X — Y
une application réguliere dominante dont les fibres générales sont connexes; si Y
est lisse en vy, la fibre u=1(y) est conneze.

En fait, cette version ne nécessite aussi que la normalité de Y en y. Il faut quand
méme une hypothese sur Y : si C est la courbe projective plane d’équation XY Z =
X34Y3, lapplication réguliere u : P! — C définie par u(\, ) = (A2, A2, A3 +p?)
est surjective, et la fibre de (0,0, 1) consiste en les points (0,1) et (1,0), tandis que
toutes les autres fibres sont connexes.

4.4. Application tangente, applications régulieres lisses

Soient u : X — Y une application réguliere et x un point de X ; posons y =
u(z). Vue la définition de ’anneau local Oy, en termes de germes de fonctions, u
induit un homomorphisme local d’anneaux locaux

U Oyy — Ox
donc aussi une application k-linéaire
Tou:T,X —T,Y,
qui s’appelle 'application tangente, ou la différentielle, de u en x.
Siv:Y — Z est une application réguliere, on a
Ty (vou) =Tyvo Tyu.
Si I'on désigne comme d’habitude par X, la fibre u~!(u(z)) de u passant par
x, la composée X, C X — Y est constante, ce qui entraine
T, (X;) C Ker(Tyu: T, X — T,Y).

On n’a en général pas égalité, comme le montre 'exemple 4.16 ci-dessous. Cela
provient du fait que I'on n’a pas défini correctement la structure que ’on met sur
les fibres d’une application (il faudrait ici parler de schémas).

On a I'analogue de la proposition 4.3, qui la généralise.

PROPOSITION 4.15. Soient X et Y des variétés et u: X — Y une application
réguliere. La fonction x +— dimKer T,u est semi-continue supérieurement : pour
tout entier r, I’ensemble

{z € X | dimKerT,u > r}
est fermé dans X.

DEMONSTRATION. On se rameéne au cas ot X est une sous-variété de A™ définie

par des poynomes Fy,..., Fs, et ol u: A™ — A™ est donnée par u = (ug, ..., Un)-
L’ensemble en question est alors défini par
OF; ou;
dim (Ker “) N Ker (= ) >,
((%cj ) (8% ) -

c’est-a-dire

(52)
rang ((%ii)) <n-—r
zj
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il est donc fermé. O

En revanche, la fonction x +— dim T, (X, ) n’est pas en général semi-continue (de
nouveau, c’est parce que I’on n’a pas défini correctement la fibre ; avec les schémas,
tout se passe bien).

EXEMPLE 4.16. Considérons 'application réguliere v : A3 — A? donnée par
u(z,y,2) = (2,222 + y?) et supposons la caractéristique de k distincte de 2. La

. 0 1 . .
matrice de T\, -yu est 2wz 2 ac2> ; elle est donc surjective, saufsi zz =y = 0,
auquel cas elle est de rang 1. La fibre de (z,t) est isomorphe a V(222 + y? — t)
dans A3?; elle est singuliere si t = 0, z # 0 (c’est la réunion de deux droites

concourantes), mais pas pour t = z = 0 (c’est une seule droite, mais moralement,
elle est « double »).

DEFINITION 4.17. Soient X etY des variétés lisses irréductibles. On dit qu’une
application réguliere u : X — 'Y est lisse en un point x de X si Tpu est surjective;
on dit que u est lisse si elle est lisse en tout point de X.

La proposition 4.15 entraine que le lieu des points ou u n’est pas lisse est fermé
dans X. Il est clair que la composée de deux applications régulieres lisses est lisse.

PROPOSITION 4.18. Soient X etY des variétés lisses irréductibles etu : X — Y
une application réguliere lisse.
a) L’application u est dominante.
b) Si Z CY est lisse irréductible, u=*(Z) est vide, ou lisse de dimension pure
dimZ +dim X —dimY.

DEMONSTRATION. Siz € X, on a

dim, X, <dim7T,(X,) < dimKerT,u = dim X — dimY

et (th. 3.18) dim, X, > dim X —dimu(X). On a donc égalité partout, ce qui prouve
en particulier a).

Soit r = dim Y —dim Z la codimension de Z dans Y. Soit z un point de u=1(2);
comme T,u(T:(u"'(Z))) est contenu dans T,(.)Z et que Z est lisse en u(z), on a,
en utilisant ce qui précede pour la derniere égalité,

dim7T. (v '(2)) < dimT,)Z + dimKer T.u
(3) = dimZ +dimKerT,u
= dimZ+ (dimX —dimY).

Par 4.8, il existe des fonctions régulieres fi,..., f, définies sur un voisinage af-
fine V' de u(z) dans Y telles que Z NV soit I'unique composante irréductible de
V(f1,..., fr) passant par u(z); on peut méme supposer, quitte a rétrécir V, que
ZNV =V(f1,..., fr). Cela entraine que u=1(Z) Nu=t(V) =V (fiou,..., frou),
donc (th. 3.8) que u=!(Z) est de dimension > dim X — r en 2. On conclut en
comparant avec (3). O

On va maintenant montrer le résultat principal de ce numéro : le théoreme
de lissité générique. C’est I’analogue algébrique du théoreme de Sard, qui dit que
I’ensemble des valeurs critiques d’une fonction réelle €°° est de mesure nulle.
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LEMME 4.19. On suppose k de caractéristique nulle. Soient X etY des variétés
irréductibles et u : X — Y une application réguliere dominante. Il existe un ouvert
lisse non vide V de Y et un ouvert lisse non vide U de u=*(V) tels que l’application
U — V induite par u soit lisse.

DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration du théoréeme 3.12, il suffit de
traiter le cas ot X est une sous-variété de A", et ou u est la restriction a X d’une
projection 7 : A™ — A"~ ! que I'on écrit 7(y, z,) = y. On reprend les notations de
loc.cit. : si x, est transcendant sur K(Y),ona X =Y x Al et on prend V = Yijgee ;
sinon, on note

G(T) :ade+~~~+a0
un polynéme de A(Y)[T] de degré minimal d > 0, irréductible dans K (Y)[T], qui
annule z,, dans A(X). On a ag # 0; remplacant Y par louvert Y,,, affine dans
A1 et X par Pouvert X,,, affine dans A", on peut supposer ag = 1. Si F € I(X),
on fait la division euclidienne F' = GQ + R; elle entraine I(X) = (I(Y),G). En
un point z = (y, x,) au-dessus d’un point lisse y de Y, on voit que X et T,u sont

lisses si g—G(chn) n’est pas nul. En caractéristique 0, c’est le cas car G’ est non
Ty
nul, donc premier avec G. O

La démonstration montre que le résultat subsiste si I’extension de corps K (Y') C
K(X) est séparable. En revanche, il est faux en général : si k est de caractéristique
p > 0, application tangente & I'application de Frobenius u : A' — A' défini par
u(t) = P est partout nulle.

THEOREME 4.20. On suppose k de caractéristique nulle. Soient X et Y des
variétés irréductibles et uw : X — Y wune application réguliere dominante. Il existe
un ouvert lisse non vide V' de Y tel que ’application réguliére ufl(V) N Xiigse — V
induite par u soit lisse.

DEMONSTRATION. On peut supposer X et Y lisses par la proposition 4.4 ; soit d
la dimension de Y. Posons Z = {z € X | rang T,u < d} ; soit Y’ une composante de
u(Z), soit X’ une composante de Z qui domine Y’ et soit v’ : X’ — Y’ Papplication
induite par u. Par le lemme 4.19, il existe un point lisse z de X tel que y = u(x)
soit lisse sur Y’ et que Tpu' : T, X' — T, Y soit surjective. Cette application étant
obtenue a partir de T,u par restriction, on en déduit dim7,Y” < d. Comme Y” est

lisse en y, il est de dimension < d. Cela montre que u(Z) est de dimension < d,
donc distinct de Y. On prend pour V son complémentaire. g

4.5. Théorémes de Bertini

Soit X une sous-variété de P™; on appelle section hyperplane de X l’inter-
section de X avec un hyperplan de P". Rappelons que ceux-ci sont paramétrés
par un espace projectif de dimension n, dit dual de P"™, et noté P™*. L’appelation
« théoremes de Bertini » regroupe toute une catégorie de résultats qui disent que si
X a une certaine propriété (lissité, irréductibilité, connexité,...), alors une section
hyperplane (générale ou quelconque, selon les cas) de X a la méme propriété.

THEOREME 4.21. On suppose k de caractéristique nulle. Soient X une variété
lisse, u: X — P™ une application réguliére et H un hyperplan général de P™. Alors
u”L(H) est lisse.
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DEMONSTRATION. On peut supposer X irréductible de dimension > 1. Consi-
dérons la correspondance d’incidence

I={(p,H) e X xP"™ |u(p) € H}

Si (p, H) est dans I, on peut prendre des coordonnées sur P™ de fagon que u(p) =
(0,...,0,1), et que H soit défini par Xy = 0. Il existe des fonctions régulieres
fos- -+ fn_1 définies sur un voisinage U de p dans X telles que

U((E) = (f0($)7 RN fnfl(‘r)a ]-)
pour tout x dans U. Tout hyperplan dans un voisinage de H dans P™* a pour
équation xg+a1x1+- - +apz, =0, avec (a1, ...,a,) € A™. La variété I est définie
au voisinage de (p, H) par I’équation

fo)+aifi(z)+ -+ an-1fac1(x) +a, =0

dans U x A™, dont la dérivée partielle par rapport a a, n’est pas nulle. On en déduit
que I est lisse. Les fibres de la projection I — X étant toutes des espaces projectifs
de dimension n — 1, on déduit de la proposition 3.23 que I est irréductible. La fibre
de H sous la seconde projection ¢ : I — P™* est isomorphe & u~!(H); soit la fibre
générale est vide, soit ¢ est dominante et le théoreme 4.20 donne le résultat. (Il

Ce résultat est en général faux en caractéristique p non nulle. On a en revanche
le résultat suivant, valable en toute caractéristique.

THEOREME 4.22. Soit X une variété lisse contenue dans P™; si H est un
hyperplan général de P™, alors X N H est lisse.

DEMONSTRATION. Soit z un point de X ; on suppose sa premiere coordonnée
non nulle. Soit L, ’ensemble des hyperplans H passant par = tels que soit X C H,
soit HNX n’est pas lisse en z. Cela correspond exactement a demander 7, X C T, H,
ce qui prouve que L, est un sous-espace linéaire de P™* de dimension n—dim X —1.
Gardons les notations de la démonstration précédente, et notons Z le fermé des
points de I ou ¢ n’est pas lisse. La fibre en x de la premiere projection Z — X est
L, de sorte que Z est de dimension < dim X +n — dim X — 1 < n (cor. 3.20.a)).
La projection Z — P™ ne peut donc étre dominante, et il suffit de prendre H dans
le complémentaire de 'adhérence de I'image. O

Les deux derniéres démonstrations illustrent bien une situation que ’on ren-
contre souvent lorsque ’on veut montrer qu’une application régulieére surjective
u : X — Y entre variétés irréductibles est lisse au-dessus d’un ouvert de Y : le
théoreme de lissité générique permet de conclure directement en caractéristique
nulle, tandis qu’en caractéristique non nulle, il faut majorer « a la main » le lieu ou
u n’est pas lisse, en essayant de montrer qu’il est de dimension < dimY.

Il y a des variantes du théoreme de Bertini; nous en mentionnerons une sans
donner de démonstration (cf. [Hal).

THEOREME 4.23. Soient X une variété irréductible, v : X — P™ une appli-
cation réguliére et H un hyperplan général de P™. Si u(X) est de dimension > 2,
alors u=t(H) est irréductible.

EXEMPLE 4.24. Tl résulte du théoreme 4.22 et de 'exercice 2.10.14) que, si
Fi, ..., F,. sont des polynémes homogenes généraux en n + 1 variables, la sous-
variété V (F1, ..., F,.) de P™ est lisse; de plus, chaque composante est de dimension
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n —r (th. 3.8). Si r < n/2, cela entraine qu’elle est irréductible (puisque deux
composantes se rencontreraient) ; en fait elle est irréductible pour tout r < n, par
le théoreme 4.23.

4.6. Exercices

1) Soit X une hypersurface dans P™ définie comme le lieu des zéros d’un polyndéme homogene de
degré d.

a) Soient z un point singulier sur X et L une droite passant par z. Si L rencontre X en au
moins d — 1 points distincts autres que x, montrer que L est contenue dans X.

b) En déduire que toute quadrique singuliere de P™ est isomorphe & un céne de sommet
un espace linéaire A de dimension r sur une quadrique lisse contenue dans un espace linéaire de
dimension n — r — 1 disjoint de A (cf. exerc. 2.10.14)).

¢) Montrer que toute cubique irréductible singuliere qui n’est pas un cone est rationnelle
(cf. 2.29).

2) Montrer qu'un sous-espace linéaire contenu dans une hypersurface lisse X de P™ est de di-
mension au plus dim X/2 (ce résultat se généralise & toute sous-variété lisse de P™ mais sa
démonstration devient beaucoup plus difficile!).

3) On rappelle que toute matrice nilpotente est semblable a une matrice (a;;) dont tous les
coefficients sont nuls, sauf peut-étre certains des a; ;41 qui valent 1. Soit 4" ’ensemble des matrices
carrées d’ordre n nilpotentes.

a) Montrer que ./ est une variété affine.

b) Montrer que I'ensemble .40 des matrices semblables & la matrice

01 0 - 0
00 1 - 0
N0: . .
0 0 1
0 0 0

est un ouvert de .4, irréductible lisse de dimension n(n — 1).

¢) Montrer que ./ est irréductible de dimension n(n — 1).

d) Montrer que .4 peut étre défini par n équations dans .#y (k).

e) Les équations N™ = 0 engendrent-elles I'idéal de .4 dans ., (k) ?

f) Montrer que I’espace tangent & .4 en un point N tel que N*~1 # 0 est {MN — NM |
M e #n(k)}.

4) a) Soit z un point lisse d’une variété irréductible X ; montrer en utilisant le résultat de 4.8 qu’il
existe des fonctions réguliéres fi,..., fn sur X X X telles que la diagonale A de X x X soit la
seule composante de V(f1,..., fn) passant par (z,z).

b) Soient Y une variété lisse irréductible, X une variété irréductible et w : X — Y une applica-
tion réguliere. Pour toute sous-variété irréductible Z de Y qui rencontre u(X), chaque composante
de u=1(Z) est de dimension < codim Z (Indication : se ramener comme dans la démonstration
du théoréme 3.17 & I'image inverse de la diagonale de Y X Y et utiliser a)).

c) En déduire que si X est une variété irréductible et (fij)i<i<m,1<j<n une matrice de
fonctions régulieres sur X, chaque composante de

{r € X | rang(fi;) <7}

est de codimension > dim X — (m — r)(n — r) dans X (Indication : utiliser exercice 3.9.4)).

5) Une généralisation du théoréme de Bertini 4.21 (Kleiman). On suppose k de caracté-
ristique nulle. Soient G un groupe algébrique irréductible et Y un espace homogene sous G (lisse
par exemple 4.5.7)). Soient X une variété lisse irréductible, v : X — Y une application réguliere,
et Z une sous-variété lisse irréductible de Y.

a) Montrer que Papplication réguliere v : G X X — Y définie par v(g,z) = g - u(x) est lisse
(Indication : utiliser le théoréme 4.20).
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b) En déduire que pour g général dans G, I'image inverse u~'(g - Z) est vide ou lisse de
dimension pure dim X — codim Z (Indication : pour chaque composante irréductible v’l(Z)j de
v~1(Z), appliquer le théoréme 4.20 & la projection U*I(Z)j — G).

¢) En déduire le théoréme de Bertini 4.21.






CHAPITRE 5

Diviseurs sur une variété algébrique

On fixe un corps algébriquement clos k ; toutes les variétés considérées seront
définies sur ce corps.

5.1. Fibrés en droites

5.1. Définitions. Intuitivement, un fibré en droites sur une variété X est une
application réguliere surjective p : L — X qui est « localement un produit avec k ».
Plus précisément, on demande qu’il existe un recouvrement ouvert (U;) de X et des
isomorphismes 1); : p~1(U;) — U; x k dont la composée avec la premiere projection
est p, tels que, pour tout ¢ et tout j, la composée 1; o 1/’]‘_1 s (UinU;) xk —
(U; NU;) x k soit donnée par

(I, t) — (.’17, Gij (.T)ﬁ),
ou g;; est une fonction réguliere sur U; N U; qui ne s’annule pas.

On dit que L est trivialisé sur le recouvrement ouvert (U;). Des fibrés en droites
p:L— Xetp :L — X sont isomorphes s’il existe un isomorphisme v : L — L’
tel que p’ o u = p, qui soit linéaire sur les fibres. Cela signifie que sur U;, on a (on
suppose que les deux fibrés sont trivialisés sur le méme recouvrement)

(g (@) = ¥, (@ hi(a)t),
ou h; est une fonction réguliére sur U; qui ne s’annule pas.

Une section du fibré p : L — X est une application réguliere s : X — L telle
que pos = Idx. On définit la section nulle sy : X — L en posant so(z) = w;l(x, 0)
pour tout x dans U;. Les sections de L forment un espace vectoriel dont ’origine
est sg; on le note I'(X, L). On dit qu’une section s s’annule en un point = de X si
s(z) = so(x) (on écrira simplement s(z) = 0).

Siwu:Y — X est une application réguliere et p : L — X un fibré en droites, on
définit le fibré u*L sur Y par

u'L={(y,1) €Y x L |u(y) =p()}

avec la premiere projection u*L — Y. Il y a une application linéaire I'(u) : I'(X, L) —
I'(Y,u*L) qui & une section s de L associe la section y — (y, s(u(y))) de u*L.

EXEMPLES 5.2. 1) La premiere projection X X k — X est un fibré en droites
dont les sections correspondent aux fonctions régulieres sur X. Un fibré en droites
est dit trivial s’il est isomorphe a ce fibré. Pour qu’un fibré en droites soit trivial,
il faut et il suffit qu’il admette une section jamais nulle.

2) On peut construire un fibré en droites L — P™ dont la fibre au-dessus d’un
point = de P™ est la droite £, de k™! que = représente, en posant

L={(z,v) e P" x k"' |v e}

55
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Au-dessus de 'ouvert standard U;, I’ensemble L est défini dans U; x k™! par les
équations v; = v;x;, pour tout j # 4; c’est donc une variété algébrique. L’isomor-
phisme v; de la définition est donné par

dilaw) = (@), avee vy t) = (at),
J

de sorte que g;;(z) = x;/z;, pour x € U; NUj. Ce fibré est noté Opn(—1).

Déplacons un peu notre point de vue; si X est une variété algébrique, nous
aimerions reconstruire le fibré L & partir de la donnée de ses fonctions de transition
gij : I'idée est d’obtenir L en « recollant » les U; x k en identifiant le point (x,t) de
U; x k avec le point (z, g;;(x)t) de U; x k, pour tout « dans U; NUj et tout ¢ dans k.
Cette opération de recollement n’est pas prévue dans notre définition des variétés
algébriques (& qui 'on a demandé d’étre des sous-ensembles d’un espace projectif).
Nous reviendrons plus loin sur ce point et nous contenterons pour 'instant d’élargir
notre définition en posant :

DEFINITION 5.3. Un fibré en droites sur une variété X est la donnée d’un
recouvrement owvert (U;) de X et de fonctions réguliéres g;; : U;NU; — k* vérifiant
9ii = 9ij9ikgix = L.

Pour tenir compte du fait que le « méme » fibré peut étre trivialisé sur des
recouvrements différents, nous dirons que deux telles données (U;, gi5) et (Uj, gir ;1)
définissent des fibrés en droites isomorphes s’il existe des fonctions régulieres s;;/ :
UiNU], — k* vérifiant g, ;s siix = gijs;;» pour tous i,i’, j, j. On vérifie que I'on peut
ainsi remplacer le recouvrement (U;) par un recouvrement plus fin, et en particulier
trivialiser deux fibrés sur le méme recouvrement.

Toutes les constructions précédentes se retrouvent dans ce cadre :

— une section s d’un fibré donné sous cette forme est une collection de fonctions

régulieres! s; : U; — k qui vérifient s; = gijs; sur U; NU;

— son image inverse par une application réguliere u : Y — X est définie par la

donnée (u=(U;), gij o u).

Contrairement aux apparences, cette définition est beaucoup plus maniable que
la précédente!

On définit par exemple le dual d’un fibré en droites (U;, gij) comme le fibré
(Ui, 1/gi;). On définit le produit tensoriel de fibrés en droites (U;, gi;) et (U;, hij)
trivialisés sur les mémes recouvrements comme le fibré (U;, g;;hi;). Ces opérations
permettent de munir ’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés en droites sur

X d’une structure de groupe. On appelle le groupe ainsi obtenu le groupe de Picard
de X et on le note Pic(X).

EXEMPLE 5.4. On note Opn (1) le dual du fibré en droites &pn (—1) défini plus
haut. Pour tout entier d positif, on pose

ﬁpn (d) = ﬁpn(1>®d et ﬁpn(—d) = ﬁpn(—1)®d
On montrera (ex. 5.16.2)) que l'on obtient ainsi tous les fibrés en droites sur la

variété P™ ; son groupe de Picard est donc isomorphe a Z.

10n peut d’ailleurs aussi parler de section rationnelle lorsque les s; ne sont que des fonctions
rationnelles.



5.2. DIVISEURS 57

Le fibré en droites @pn(d) est donc défini par le recouvrement des ouverts

N\d
standard (U;) et les fonctions de transition g;; = (%) . Pour d > 0, tout polynéme

homogeéne P de degré d en n + 1 variables définit donc une section de Opr(d)
en posant s;(zo,...,T,) = P(x0,...,%,)/zd. On montrera (ex. 5.16.2)) que I'on
obtient ainsi foutes les sections de ce fibré. Pour d < 0, la seule section est la
section nulle.

5.5. Fibrés en droites et applications vers 1’espace projectif. Soient L un
fibré en droites sur une variété X, défini par une donnée (U, gi;), €t So, ..., Sn des
sections non toutes nulles de L, ot chaque s; est donnée par une collection de fonc-
tions régulieres (s; ;). On construit une application rationnelle u : X --» P™ en en-
voyant un point z de U; sur le point de coordonnées homogenes (so,;(2), .. ., $n,i(x))
de P". Ce point est indépendant de l'ouvert U; choisi puisque dans un autre ouvert
Uj, toutes ces coordonnées sont multipliées par le méme scalaire non nul g;;(z);
il est bien défini sauf si toutes les sections s’annulent en x. On obtient ainsi une
application rationnelle u : X --» P™ définie hors du fermé ou toutes les sections
s’annulent, que ’on écrit d’habitude simplement

w(@) = (50(2), -, 5n())-
Supposons que les s; n’aient pas de zéro commun ; Papplication u est alors réguliere
et le fibré en droites u*Opn (1) est isomorphe ¢ L : il est en effet défini par le
recouvrement ouvert de X par les images inverses des ouverts standard de P", c’est-
a~dire les {z € X | s;(x) # 0}, avec les fonctions de transition (z;/z;) ou = s;/s;,
et I'on vérifie que ce fibré en droites est bien isomorphe a L.
EXEMPLE 5.6. Considérons le fibré &pn(d) pour d > 0. Ses sections n’ont pas

7 7’ . . . 7 o\ "L+d —_ .
de zéro commun donc définissent une application réguliere P — p("i)-1 qui n’est

autre que P'application de Veronese définie dans l'exemple 2.21.2).rrr

Inversement, étant donnée une application réguliere v : X — P™, on considere
le fibré en droites L = u*Opn (1) et Iapplication I'(u) : T'(P™, Opn (1)) — ['(X, L).
Si s; est I'image de la section z; par I'(u), Papplication u est associée comme plus
haut aux sections o, ..., s, de L, puisque s;(z) = z; o u(x).

En résumé, nous avons établi une correspondance bijective entre :

— l’ensemble des applications régulieres X — P";

— l'ensemble des (n + 1)-uplets de sections d’un fibré en droites sur X, sans

zéro commun.

5.2. Diviseurs

5.7. Diviseurs de Weil. Soient X une variété irréductible et f : X — k une
fonction réguliere non nulle. Nous voulons définir 'ordre d’annulation de f le long
d’une hypersurface irréductible Y de X.

Il est pour cela nécessaire de faire ’hypothése que le lieu singulier de X est de
codimension au moins 2 (on dit que X est lisse en codimension 1). Il existe alors
un point y de Y lisse sur X. La proposition 4.9 montre qu’il existe un voisinage
ouvert affine U de y dans X et un élément § de A(U) tel que l'idéal de U NY,
premier, est engendré par ¢. Le germe de § est irréductible dans I'anneau local de
chaque point de U NY et on peut écrire f = gé™ dans Ox ,, avecm > 0et d | g.
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Si V est le voisinage ouvert de y ou g est réguliere non nulle, il rencontre Y et dans
I’anneau local de chacun de ses points, f est produit d’une unité avec §". L’entier
m ne dépend donc que de Y (pas du point y) ; on le note vy (f).

On appelle diviseur de Weil toute combinaison linéaire formelle finie & coeffi-
cients entiers d’hypersurfaces irréductibles de X ; il est effectif si tous les coefficients
sont positifs. On a ainsi associé a toute fonction réguliere non nulle f le diviseur
effectif

div(f) = Y ov (Y.
Y

On peut étendre cette construction aux sections non nulles de fibrés en droites,
puisque ce sont localement des fonctions régulieres et méme aux sections ration-
nelles : celles-ci s’écrivent localement comme quotient g/h de deux fonctions régu-
lieres et on pose vy (f) = vy(g) — vy (h) (c’est indépendant de 1’écriture choisie).
On obtient ainsi un morphisme de groupes de K (X)* dans le groupe des diviseurs.

EXEMPLES 5.8. 1) Considérons la surface irréductible affine d’équation xy = 2>

dans A3. Elle est lisse en dehors de l'origine, donc en codimension 1. Le diviseur de

la fonction réguliere = est 2D, ou D est la droite d’équations x = z = 0 : en effet,

sur louvert y # 0, I'idéal de D est egendré par z, et & = 22 s’annule & I'ordre 2.
2) Le diviseur de la section x; de &pn (1) est I'hyperplan H; complémentaire de

Pouvert standard U;. Le diviseur de la fonction rationnelle ;/ x; est H; — Hj.

5.9. Diviseurs de Cartier. Le diviseur d’une fonction réguliere a la propriété
d’étre localement principal, ¢’est-a-dire qu’il est défini localement par une équation.
Certains diviseurs n’ont pas cette propriété : c’est le cas par exemple de la droite
D du premier exemple ci-dessus, alors que 2D est lui principal?.

Ce sont surtout ces diviseurs localement principaux qui nous intéresserons. La
raison en est qu’on peut leur associer un fibré en droites, en procédant comme suit.

Un tel diviseur D est par définition principal sur des ouverts U; qui recouvrent
X, défini par des fonctions rationnelles f; : U; --» k. Sur U; N Uj, les fonctions f;
et f; ont méme diviseur, de sorte que g;; = f;/f; est une fonction réguliere qui ne
s’annule pas®. La donnée (U;, g;;) définit donc un fibré en droites.

C’est cet aspect que nous allons privilégier pour poser la définition générale
suivante (sans hypothese sur les singularités de X).

DEFINITION 5.10. Une famille (U;, f;), ot (U;) est un recouvrement ouvert de
X, et f; : U; --+ k une fonction rationnelle qui n’est identiquement nulle sur aucune
composante irréductible de U; est admissible si f;/f; est une fonction réguliére qui
ne s’annule pas dans U; N U;. De telles familles sont équivalentes si leur réunion
est encore admissible.

2La démonstration de la proposition 4.9 montre que lorsque les anneaux locaux de la variété
sont factoriels (on dit que la variété est localement factorielle; c’est le cas si elle est lisse), tout
diviseur est localement principal. Ce n’est pas le cas de I'anneau local en (0,0,0) de la surface
d’équation zy = 22 dans A3 : 'égalité zy = 22 est une décomposition en produit d’irréductibles
de deux facons.

3ci je triche un peu : ce point n’est vrai que si X est normale, c’est-a-dire si ses anneaux
locaux sont intégralement clos.
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Un diviseur de Cartier sur X est une classe d’équivalence de familles admis-
sibles®.

Un diviseur de Cartier est effectif s’il a une représentation (U;, f;) ou les fonc-
tions f; sont régulieres (toutes ses représentations ont alors cette propriété).

Etant donnés des diviseurs de Cartier D et D’ définis (sur le méme recou-
vrement) par les familles admissibles (U;, f;) et (Ui, f/), on définit le diviseur de
Cartier —D par la famille admissible (U;, 1/ f;) et le diviseur de Cartier D+ D’ par
la famille admissible (U;, f; f7).

La définition du diviseur d’une fonction rationnelle f non nulle est maintenant
tautologique (c’est le diviseur de Cartier associé & la famille admissible (X f)),
tout comme celle du diviseur d’une section non nulle d’un fibré en droites (c’est
le diviseur de Cartier associé & la famille admissible (U;,s;)). La fonction (ou la
section) est réguliere si son diviseur est effectif.

DEFINITION 5.11. On appelle diviseur principal le diviseur d’une fonction ra-
tionnelle non nulle. Deux diviseurs sont linéairement équivalents si leur différence
est principale.

Lien avec les diviseurs de Weil. On peut, lorsqu’on suppose X lisse en
codimension 1, associer a un diviseur de Cartier D défini par une famille admissible

(U, f;) un diviseur de Weil
Z nyY,
Y

ol ny est entier vy (f;), pour n’importe quel i tel que ¥ N U; soit non vide.

On obtient ainsi un morphisme depuis le groupe des diviseurs de Cartier vers
celui des diviseurs de Weil. Il est injectif si vy (f;) = 0 pour tout Y entraine que f;
est réguliere sur U;. Cest vrai si la variété X est normale (cf. exerc. 3.9.2)).

5.12. Image inverse d’un diviseur de Cartier par une application régu-
liere. Siw:Y — X est une application réguliere dominante et (U;, f;) une famille
admissible définissant un diviseur de Cartier D sur X, la famille (u=1(U;), fiou) est
admissible et définit un diviseur de Cartier sur Y que l'on note u*D (il ne dépend
que de D). On a fait ’hypothese que u est dominante pour assurer que f; o u n’est
pas identiquement nulle sur v~ (U;), ou encore que f; n’est pas identiquement nulle
sur u(Y') NU;. Si cette hypothese est satisfaite, on peut encore définir u*D.

EXEMPLES 5.13. 1) Soient par exemple Y une sous-variété de P™ et H un hy-
perplan de P™ ne contenant pas Y, défini par une forme linéaire ¢. Soit u I'inclusion
de Y dans P"; le diviseur de Cartier u*H, que 'on appelle encore la restriction
de H &Y, est défini par la famille (U; NY, ,%\U@)v ou Uy,...,U, sont les ouverts
standard. Regardons de plus pres le cas n = 2; supposons que la droite H ne coupe
la courbe Y qu’en des points lisses. On peut comme ci-dessus associer au diviseur
w*H un diviseur de Weil

Z iPi,

1De nouveau, cette relation d’équivalence est nécessaire pour tenir compte du fait qu’un
diviseur de Cartier peut étre défini sur différents recouvrements. On peut en particulier tou-
jours raffiner le recouvrement donné, donc supposer que deux diviseurs sont définis sur le méme
recouvrement.
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ou pi,...,pr sont les points d’intersection de Y et de H. L’entier n; s’appelle la
multiplicité d’intersection de Y et de H en p; ; si F'(Typ,T1,T») est un générateur de
l'idéal de Y dans P2, c’est tout simplement I'ordre de la racine du polynome F|z
(¢f. exemple 5.20.2) pour un exemple concret).

2) Soient par exemple X une variété lisse en codimension 1 et f : X --» k
une fonction rationnelle. Elle induit une application rationnelle u : X --» P! dont
on a vu dans le cor. 4.12 qu’elle est réguliere sur un ouvert lisse U de X dont
le complémentaire est de codimension au moins 2. Notons Uy et U; les ouverts
standards de P'. Le diviseur 0 sur P! est défini par la famille ((Up, t1/t0), (U1,1)).
Son image inverse u*0 sur U est donc définie par la famille

((u_l(U0)7 f)? (u_l(U1)7 1)) .

De facon analogue, le diviseur u*oo sur U est défini par la famille

((w™'(Uo), 1), (w1 (Uh), 1/ ),
de sorte que u*(0 — co) est défini par ((u='(Uy), f), (w=(U1), f)) ; on a donc
u (0 — o00) = div(F)|v.

5.14. Fibré en droites associé & un diviseur de Cartier. A une famille
admissible (U;, f;) on peut associer le fibré en droites (U;, f;/f;); & un diviseur de
Cartier D est donc associé un (ou plutét une classe d’isomorphisme de) fibré en
droites. Il est noté Ox (D).

Inversement, tout fibré en droites sur une variété irréductible X, décrit par une
donnée (U, gi;), admet une section rationnelle non nulle : on choisit un ouvert non
vide U;, du recouvrement, et on considere chaque ¢;;, comme une fonction ration-
nelle s; : U; --» k, définie sur I'ouvert dense U; N U;,. La collection des s; définit
une section rationnelle non identiquement nulle de L. Soit D son diviseur; le fibré
en droites L est alors (tautologiquement) isomorphe & Ox (D). Pour que Ox (D)
soit trivial, il faut et il suffit (par définition), qu’il admette une section jamais nulle,
c’est-a-dire qu’il existe des fonctions régulieres s; : U; — k* telles que s; = }c—;sj.

Les fonctions rationnelles i’% définissent alors une fonction rationnelle globale sur
X dont le diviseur est D. Il s’ensuit que pour que le fibré &x (D) soit trivial, il faut
et il suffit que D soit principal.

En résumé, on a le résultat suivant.

THEOREME 5.15. Soit X une variété irréductible. Le groupe des diviseurs de
Cartier sur X modulo les diviseurs principauz et le groupe des classes d’isomor-
phisme de fibrés en droites sur X (c’est-a-dire le groupe de Picard de X ) sont
isomorphes.

De plus, si u: Y — X est une application réguliere et D un diviseur de Cartier
sur X tel que u*D soit défini (cf. 5.12), les fibrés en droites u*Ox (D) et Oy (u*D)
sont isomorphes.

Ce théoreme ramene le calcul du groupe de Picard a I’étude des diviseurs de
Cartier sur la variété, bien souvent plus aisée.

Le fibré Ox (D) a une section rationnelle sp définie par la collection des f;,
dont le diviseur est D. Soit s une section non nulle de &x (D) ; on peut considérer
le quotient s/sp comme une fonction rationnelle f: X --» k, et

div(s) = div(sp) + div(f) = D + div(f),
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de sorte que le diviseur de s est lindairement équivalent & D. Inversement, si D’ est
un diviseur de Cartier linéairement équivalent & D, il existe une fonction rationnelle
f: X --» k de diviseur D' — D, et fsp est une section rationnelle de x (D) de
diviseur D’. On obtient en particulier un isomorphisme de k-espaces vectoriels

I(X,0x(D))~{fe K(X)| f=0 ou div(f)+ D > 0}.

Notons que sur une variété projective X, une fonction rationnelle est caractérisée, a
multiplication par une constante non nulle pres, par son diviseur®. Par conséquent,
I’application qui a une section non nulle associe son diviseur induit une bijection
entre PI'(X, Ox (D)) et ensemble des diviseurs linéairement équivalents & D.

EXEMPLES 5.16. 1) Toute hypersurface irréductible ¥ de A™ est définie glo-
balement par une équation (cor. 3.10). Plus exactement, I'idéal de Y est principal.
Soit P un générateur ; par sa définition méme, l'entier vy (P) est 1 (¢f. 5.7), donc
le diviseur de P est Y. Tout diviseur est donc principal et le groupe Pic(A™) est
trivial.

2) L’idéal d’une hypersurface H de P" est engendré par un polynéme homogene
P de degré d. Comme ci-dessus, cela entraine 1’égalité

D — dHy = div(P(x)/zg),

de sorte que ce diviseur est principal. Le groupe des diviseurs sur P™ modulo les
diviseurs principaux est ainsi engendré par la classe de ’hyperplan Hy.

Le groupe Pic(P™) est donc engendré par la classe de @pn(1). Il est infini
cyclique puisqu’aucun Opr(d), pour d > 0, n'est trivial (par exemple, I’espace
vectoriel de ses sections est de dimension > 1).

Soit D le diviseur d’une section s non nulle de &p» (d), avec d > 0. C’est une
hypersurface, dont le degré est d. Soit P un polynome homogene définissant D ; la
section de Opn(d) qu'il définit a méme diviseur que s, qui lui est donc proportion-
nelle. L’espace vectoriel I'(P™, Opr(d)) est donc isomorphe a lespace vectoriel des
polynémes homogenes de degré d en n+ 1 variables. Soit ¢ une section de Opn (—d) ;
le produit st définit une section du produit tensoriel de Opn(d) et de Opn(—d), qui
est trivial. C’est donc une fonction réguliere sur P”, qui est constante, nulle sur
D donc identiquement nulle. On en déduit ¢ = 0. Le fibré en droites &pn(—d) n’a
aucune section non nulle.

3) On garde les mémes notations. Les hypersurfaces de P"— H sont les restric-
tions de celles de P™; on a donc une surjection Pic(P™) — Pic(P" - H). La fonction
xd /P est réguliere sur P™ - H ; son diviseur dHj y est donc principal. Inversement,
si Opn(d'), avec d’ > 0 est dans le noyau, le diviseur effectif d’Hy est celui d’une
fonction réguliere sur P™ - H, qui s’écrit xg,/P(a:)m, et d = md (on rappelle que
P"-H est affine; cf. exerc. 2.10.14)d)). Le groupe de Picard de la variété affine
P" - H est donc isomorphe & Z/dZ. Cela généralise 'exemple 1).

4) On peut montrer comme dans le cor. 3.10 qu’une hypersurface de P™ x P™
est définie par un seul polynéme bihomogene (cf. § I1.7). On peut donc définir le
bidegré d’un diviseur de P x P”, et cela induit un morphisme surjectif

Pic(P™ x P") — Z?,
5En effet, si f et g ont méme diviseur, la famille {(X, f), (X, g)} est admissible; le quotient

f/g est donc une fonction réguliere qui ne s’annule pas dans X. Par cor. 2.38, elle est constante
non nulle. La méme chose est vraie pour les sections rationnelles d’un fibré en droites.
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dont on montre comme plus haut qu’il est bijectif. Attention, en général, le groupe
de Picard d’un produit n’est pas le produit des groupes de Picard.

5.17. Diviseurs sur les courbes lisses. Un diviseur de Weil sur une courbe X
est une combinaison linéaire formelle finie ), n;x;, ol les x; sont des points de X.
On définit le degré d’un tel diviseur comme la somme des n;.

PROPOSITION 5.18. Un diviseur principal sur une courbe projective lisse irré-
ductible X est de degré 0. Le degré induit donc un morphisme surjectif

deg : Pic(X) — Z.

Ce morphisme n’est en général pas injectif (ce n’est le cas que lorsque X est
isomorphe & P!; cf. ex. 5.20.1)). Pour la démonstration de la proposition, nous
utiliserons le lemme suivant, que nous admettrons (pour la démonstration, voir
[Ha], II, prop. 6.9).

LEMME 5.19. Soient X et Y des courbes lisses et u: X — Y une application
réquliére surjective. Pour tout point y deY, on a

deg(u”y) = deg(u),
ot le degré de u est celui de lextension de corps K(Y) C K(X) (cf. th. 3.12).

Rappelons que lorsque le corps k est de caractéristique nulle (ou plus générale-
ment lorsque Pextension K(Y) C K(X) est séparable), le degré de u est le nombre de
points d’une fibre générale de u. Cela joint au théoreme de lissité générale th. 3.17
entraine facilement le lemme pour un point général y de Y. La démonstration
complete est en fait tres algébrique. Il faut interpréter le lemme comme disant que
le nombre de points d’une fibre de y, « comptés avec multiplicité », est constant.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Il s’agit de montrer que le diviseur
d’une fonction rationnelle non nulle sur X est de degré nul, c’est-a-dire que f
a méme nombre de zéros que de pdles (comptés « avec multiplicité »). Une telle
fonction définit une application rationnelle w : X --» P!, qui par le cor. 4.13 est
réguliere. Si elle est constante, son diviseur est nul; sinon, elle est surjective et son
diviseur est u*(0 — 00), comme on I’a vu dans ’exemple 5.13.2). Le lemme entraine
que ce diviseur est de degré 0. ([

EXEMPLES 5.20. 1) Soit X une courbe projective lisse. Le morphisme de groupes
deg : Pic(X) — Z est injectif si et seulement si X est isomorphe & P! (on dit alors
que X est une courbe rationnelle).

On a déja vu un sens dans ’exemple 5.16.2). Inversement, si deg est injectif,
deux points quelconques = et y de X sont linéairement équivalents, de sorte qu’il
existe une fonction rationnelle f de diviseur z —y. Comme dans la proposition 5.18,
celle-ci peut se voir comme une application réguliere v : X — P! et u*0 = x et
u*oo = y. Le lemme 5.19 entraine que u est de degré 1, donc est un isomorphisme
(cor. 4.11).

2) Soit X la cubique plane lisse d’équation homogene TTy = T3 —TyTs. Elle a
un point d’inflexion Py = (0, 1,0). Tous les diviseurs obtenus comme restriction des
droites a X sont linéairement équivalents. En particulier, si P, @ et R sont trois
points alignés de X, on a
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Nous admettrons que X n’est pas rationnelle, de sorte que le noyau K du morphisme
deg n’est pas trivial. Nous allons montrer qu’il est en bijection avec X. L’application
p: X — K
P - P-F

est injective. Soit D = > n;P; un diviseur de degré 0; on peut lécrire D =
> ni(P; — Py). En utilisant (4), on obtient (P — Py) + (Q — Py) = Py — R, de
sorte que l'on peut finalement écrire D = P; — P,. Soit P le point de X tel que
P0+P2+P53P0, on a

D= P1 + P— 2P0,

qui se trouve dans 'image de . Il s’ensuit que I'application ¢ est bijective; en
particulier, elle induit une structure de groupe sur la variété X.

5.21. Intersection d’un diviseur et d’une courbe lisse. Nous avons main-
tenant tout ce qu’il faut pour définir I'intersection d’un diviseur (de Cartier) D et
d’une courbe lisse C' sur une variété X comme ’entier

(D - C) = deg(v"Ox (D))

ou ¢ est l'injection C' — X. Cette formule a toujours un sens et ce nombre d’inter-
section ne dépend que de la classe d’équivalence linéaire de D.

5.22. Comment calculer un nombre d’intersection? Soit X une variété
projective. Pour calculer 'intersection d’un diviseur D avec une courbe lisse C, on
écrit D comme somme d’hypersurfaces irréductibles et on est ramené & calculer
I'intersection d’une telle hypersurface H avec C. Nous traiterons ici exclusivement
le cas ou C n’est pas contenue dans H.

Notons donc py, ..., p, les points d’intersection de H et de C'. Au voisinage de
chaque p;, I'idéal de H est engendré par une fonction réguliere f;. Dans I’anneau
local Oc¢ p,, I'idéal du point p; est I'idéal maximal, et il est engendré par un élément
;. La multiplicité du diviseur de Weil u*H en p; est par définition 'unique entier
m; tel que

fi=gi0;"
dans Oc ,,, avec g;(p;) # 0; on Vappelle la multiplicité de l'intersection de H et de
C en p; et

(H-C)=> m,.
i=1

Comment calculer cette multiplicité ? Le cas facile est lorsque 'intersection de H
et de C est transverse en p;, c’est-a-dire