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Chapitre 1

Variétés différentiables

1.1 Sous-variétés

Une hypersurface de R”Y est un sous-ensemble X de RY qui est défini lo-
calement par une équation. Cela signifie que pour tout z dans X, il existe un
voisinage U de x dans R et une fonction f : U = R tels que

XNnU=f10)

On supposera toujours que la fonction f est de classe C*°. On veut obtenir des
sous-ensembles lisses, et il faut imposer en sus que la différentielle de f n’est
nulle en aucun point. Cela signifie que les dérivées partielles

af af

6;701""’81:N

ne s’annulent simultanément en aucun point de X N U.

Par exemple, si ¢ est une quadrique non-dégénérée, elle s’écrit dans une base

o) = ol
et ’équation ¢(z) = 1 définit une hypersurface lisse de R” (on obtient ainsi en
particulier la sphére unité §"~1). En revanche, I’équation q(z) = 0 est de diffé-
rentielle nulle en 0. Cela ne signifie cependant pas que le sous-ensemble de RV
ainsi défini (c’est un cone) n’est pas une sous-variété : il faudrait montrer qu’il
n’existe aucune équation a différentielle non nulle qui le définisse au voisinage

de 0.

On peut maintenant définir une sous-variété quelconque de R de codi-
mension n : on demande que ce soit un sous-ensemble localement défini par
I’annulation de N —n fonctions de classe C*° a différentielles indépendantes. On
obtient ainsi la définition suivante.



Définition 1.1 Une sous-variété de dimension n de R est un sous-ensemble
X de RN tel que, pour tout point x de X, il existe un voisinage ouvert U de x
dans R™ et une fonction

f:U—>RN™

de classe C* dont la différentielle
df(z) : RN - RN "
est surjective pour tout x dans X NU, tels que

XNnU=f10)

Nous allons maintenant décrire les sous-variétés de R d’un autre point de
vue, celui des paramétrisations, c’est-a-dire d’applications

U—-RY

dont les images recouvrent X. Dans le cas de la sphere unité S”~!, on sait par
exemple que la projection stéréographique depuis le pole nord permet d’obtenir
une parameétrisation

Rn—l — Sn—l

dont I'image est exactement toute la sphére privée du pole nord. Une projection
depuis le pole sud nous donne une autre paramétrisation et leur réunion recouvre
la sphére.

C’est le théoreme des fonctions implicites qui nous permet de passer d’un

point de vue a ’autre.

Proposition 1.2 Soit X une sous-variété de dimension n dans RY . Pour tout
point x de X, il existe une application de classe C*

0:U—=RY

ou U est un ouvert de R™, dont l'image est un voisinage ouvert V de x dans X,
qui induit un homéomoprhisme de U sur'V, et dont la différentielle est injective
en tout point.

Le passage d’un point de vue a I’autre se fait de la fagon suivante. Supposons
que X soit définie dans un ouvert U de R par une équation réguliere f : U —
RN~"_ On peut supposer par exemple que la matrice

(32),.,

est inversible. Le théoréme des fonctions implicites entraine qu’il existe un voi-
sinage U’ de (#1,...,2,), un voisinage U" de (zp41,...,2N) et une fonction
h:U"— RN~ de classe C™ tels que

flz,...,2n) =0 <= (2pt1,...,2N8) = h(z1, ..., 2p)



pour tout z dans U’ x U". La fonction

v u" — RN
(1,..,2n) —> (T1,..., 20, k(21 ..., 2,))

est la paramétrisation cherchée.
On remarque que si ’on a des paramétrisations
301:U1—>RN et 302:U2—>RN

de X dont les images se rencontrent, c’est-a-dire que l'ouvert V = ¢1(U1) N
©2(Uz) de X n’est pas vide, le changement de paramétrisations

prl 0wz ey (V) = o1 (V)
est une application de classe C*, et méme un difféomorphisme (c’est-a-dire que
c’est une bijection et que son inverse est aussi de classe C*°). Cela permet de
définir sans ambiguité le concept d’application de classe C*° sur une sous-variété
X. C’est une application f : X — RM dont la composée avec n’importe quelle
carte est de classe C*. Par exemple, la restriction a une sous-variété X d’une

fonction de classe C* sur un ouvert de RY contenant X est bien une fonction
C® sur X.

Le dernier concept important attaché a4 une sous-variété est celui d’espace
tangent. En gros, on veut généraliser 1'idée de la droite tangente & une courbe
lisse, qui est la droite dirigée par la dérivée (ou vecteur vitesse) d’une paramé-
trisation locale. Il suffit en fait de copier cette définition.

Définition 1.3 Soit X une sous-variété de dimension n dans RY, soit x un
point de X et soit ¢ : U — X une paramétrisation au voisinage de z. L’espace
tangent a X en x est l'image de la différentielle

dp(p~"(z)) : R* — RY
C’est donc un sous-espace vectoriel de dimension n de RN que l'on note Tx o

De nouveau, il faut vérifier que cette définition ne dépend pas du choix
de la paramétrisation. Il est aussi souvent pratique d’avoir une description de
I’espace tangent lorsqu’on dispose d’une équation locale f : U — RY™" de X
au voisinage de z. On vérifie alors

Tx » = Ker(df (z) : RY > RN_")

Par exemple, I'espace tangent & I’hypersurface d’équation ¢(z) = 1 en le point
z est I'orthogonal z* de z pour la forme quadratique g.

Lorsqu’on a une application u : X — Y de classe C* entre sous-variétés, on
vérifie que sa différentielle induit une application linéaire

TX,:U — TY,u(:c)

que ’on note Ty u et que 'on appelle application tangente a u en z.



1.2 Variétés

Etant donnée une sous-variété X, on aimerait bien s’affranchir de la présence
de Despace ambiant RY dont on sent bien qu’il ne joue qu’un réle accessoire
dans les constructions ci-dessus. C’est tout-a-fait possible : il suffit pour cela
d’abandonner le point de vue équation locale pour ne garder que celui des pa-
ramétrisations. On obtient alors la définition suivante.

Définition 1.4 Une variété X de dimension n est un espace topologique séparé
munit d’une collection d’homéomorphismes

Jo Vo = U, CR”

appelées cartes, ou les V,, sont des ouverts de X recouvrant X et les U, des
ouverts de R™, tels que pour chaque a et 3, le changement de cartes

haﬁ =ga© g[;l
est de classe C* sur Uouvert de R™ ou il est définu.

Exemple 1.5 L’espace projectif. L’espace projectif réel P% est défini comme
I’ensemble des droites de R"*1. On peut le voir comme le quotient de R**+! ={0}
par l'action de R*, et le munir de la topologie quotient, c’est-a-dire qu’un sous-
ensemble de P} est ouvert si et seulement si son image inverse par la projection

m: R {0} = P}
I'est. L’espace topologique P§ est recouvert par les ouverts
Vo = m({(z0, ..., 2n) € R | 2, £ 0}) (1.1)

On parametre ces ouverts par les bijections

-1 .
9o (T, Tar1, Tag1, .o, 8n) = (X0, Tac1, L Tagt, 0, Ta)

de R”™ dans V,. Les changements de cartes sont

hocﬁ(IOa-"J'rﬁ—laxﬁ-Fl:"':rn) - gocOﬂ-(ajO:"':mﬁ—1:11$ﬁ+1a"'1$n)
Zo g1 1 zpp Zn
= gaoﬂ-(_a"';—a_a—a"';_)
T T Lo Ty Ty
_ o msen 1S Fat Tan e
ma,..., o ’,fL‘a’ . . . , v ,...,xa

qui est bien C* dans I'ouvert de R™ ot il est défini (c’est-a-dire 14 olt 24 # 0).
On a ainsi muni P d’une structure de variété différentiable de dimension n.

On peut faire la méme construction avec ’espace projectif complexe P¢,
ensemble des droites complexes de C**t1. On obtient une variété différentiable
de dimension (réelle) 2n.



On représente habituellement un point  de P§ par les coordonnées
(zgy ..., &n)

d’un point non nul de la droite de R?*! qu’il représente, c’est-a-dire d’un point
de m=1(z). Elles s’appellent les coordonnées homogénes du point z ; elle ne sont
déterminées qu’a multiplication par une constante non nulle pres.

Si P est un polynome homogéne en n + 1 variables, ’expression P(z) n’est
donc pas bien définie. En revanche, le sous-ensemble

Z(P)={z e PR | P(z) =0}

I’est. On vérifie que c’est une variété lorsqu’en chaque point, une au moins des
dérivées partielles de P ne s’annule pas. C’est donc équivalent a dire que P
définit une sous-variété de R"+1={0}, dont I'image par 7 est d’ailleurs Z(P).

1.3 Fibrés vectoriels

Construire les espaces tangents semble a priori plus embétant, puisqu’on
les obtenaient comme sous-espace vectoriels de I’espace ambiant RY, qui n’est
maintenant plus 14! La solution & ce probléme est un peu détournée. Nous allons
en fait définir en méme temps la collection de tous les espaces tangents Tx ;
comme une autre variété T’x munie d’une surjection 7w : Tx — X dont les fibres
seront les espaces tangents, c’est-a-dire

Txe =" (z)

Ces familles d’espaces vectoriels joueront un role si important par la suite qu’on
leur donne un nom.

Définition 1.6 Un fibré vectoriel réel de rang r sur une variété X est une
variété £ munie d’une application m : E — X de classe C™ telle qu’il existe des
ouverts V,, recouvrant X et des difféomorphismes

To : ﬂ_l(Va) -V, xR

appelés trivialisations locales, tels que les fonctions de transition T, 07'5_1 s’écri-

vent
(z,t) — (2, hap(z)(t))

la ot elles sont définies, ou les fonctions hopg sont des fonctions C*° a valeurs

dans GL(r,R).
En d’autres termes, hqag(z) est une matrice r x r inversible dépendant de
fagon C* du point z de X. On I’appelle aussi matrice de transition.

Le principe est donc le méme que pour la définition des variétés. On impose
que les changements de cartes aient certaines propriétés (pour les variétés, d’étre



de classe C*°, pour les fibrés vectoriels, d’étre « linéaires sur les fibres »), ce qui
permet ensuite de parler de ces mémes propriétés pour des applications définies
sur 'objet.

Par exemple, on peut définir un morphisme de fibrés vectoriels entre £ — X
et F' — X au-dessus de la méme variété X comme étant une application ¢ :
E — F de classe C*° qui commute aux projections, c’est-a-dire qui envoie une
fibre de £ dans une fibre de F', et qui est linéaire sur les fibres.

Exemple 1.7 On sait que chaque point de I'espace projectif réel P§ représente
une droite de I’espace vectoriel R?*!. On va construire un fibré vectoriel L de
rang 1 (on dit aussi un fibré en droites) sur P} dont la fibre au-dessus du point
x est la droite qu’il représente.

On considere d’abord le fibré vectoriel trivial & = PR x R"t! muni de la
premiere projection 7 puis le sous-fibré

L={(t,y) e Elyet}
de E. Dans Pouvert 7=1(V,) = Vo, x R**! de E, ol V,, est 'ouvert de P} défini
dans (1.1), L est défini par les équations
Yv = Ty Ya

dont on vérifie sans peine qu’elles définissent une sous-variété. Elles définissent
aussi la trivialisation cherchée de L par

To (Ea y) = (Ea yoc)

avec comme « matrice » de transition
T
hop(z) = —
ap(2) ”
(puisque yo = 2—:%) qui est bien définie et non nulle dans 'ouvert V,, N V3
(comme L est de rang 1, la matrice de transition se réduit & la multiplication
par un réel non nul, c’est-a-dire a une application V, N Vs — R* de classe C*).

1.8. Matrices de transitions. La donnée d’un fibré vectoriel E sur une
variété X peut se réduire en fait a celle des matrices de transition hqp : VoNVg —
GL(r, R) vérifiant la « condition de cocyles »

oo =1d haghpyhye = 1d

la ou elle a un sens. On reconstruit alors £ en « recollant » les V,, x R” au moyen
de ces fonctions de transitions.

Une section d’un fibré vectoriel 7 : E — X est une application o : X — E de
classe C* telle que m oo = Id. Dans la nouvelle optique, la donnée de ¢ revient
a celle de ses restrictions aux ouverts V,,, c’est-a-dire a des fonctions

oo Vo — R



de classe C* vérifiant la condition de compatibilité

ha@(Tﬁ = 0Oqu

Siu:Y — X est une application de classe C* entre deux variétés et que
m: E — X est un fibré vectoriel sur X, on définit son image inverse u* E par

wE={(y,2) €Y x E|u(y) = n(2)}

C’est un fibré vectoriel de méme rang, qui peut étre aussi défini par les matrices
de transition h;; o u. De facon informelle, la fibre de u*E en y est celle de F en

u(y).
Ce formalisme est aussi utile pour définir le dual E* d’un fibré vectoriel £

défini par des matrices de transition h,g : c’est simplement le fibré vectoriel de
meéme rang défini par les matrices

o _tp—1
aﬁ_hﬁa

De fagon analogue, on définit la somme directe E & E’ et le produit tensoriel E®
E' de deux fibrés vectoriels, ainsi que le fibré A*¥ E£* des formes k-multilinéaires
alternées sur F.

Exemple 1.9 Reprenons ’exemple du fibré en droites L construit sur ’espace
projectif P%. On définit son dual et ses puissances tensorielles ; pour des raisons
qu’il serait trop long d’expliquer ici, on note pour tout entier a

O(a):{(L*)®a si a>0

[&(=a) sia<0

de sorte que L = O(—1) et O(a) @ O(b) = O(a+b) pour tous entiers a et b. Les
fonctions de transitions de O(a) sont

i~ (2)

Tout polynome homogene P de degré a > 0 en n+ 1 variables définit une section
de O(a) par la formule

1.4 Fibré tangent d’une variété

On peut maintenant définir le fibré tangent d’une variété X de dimension n.
Si gy : Vo, = R est une famille de cartes dont les domaines recouvrent X, avec
changements de cartes hop = go © gEl, on considere les fonctions de transition



dhag o g, qui sont bien a valeurs dans GL(n, R) puisque hyp est un difféomor-
phisme, et vérifient la condition de cocyle, puisque la régle de différentiation des
fonctions composées

Bhas (i (2)) 0 i (2) = dhos (2
appliquée a z = g4(z), donne

dhap(9p(2)) © dhpy(94(2)) = dhar(94(2))

Il faut avoir vu cette définition un jour, mais on ne ’'utilise jamais dans la
pratique. Tout ce qu’il faut savoir, c’est qu’une application u : X — Y de classe
C* entre variétés a en chaque point z de X une application tangente

Teu: TX,x — TY,u(a:)
et que ces applications proviennent d’une application globale
Tu:Tx = u*Ty

entre fibrés tangents. La regle de différentiation des fonctions composées se
traduit pour des applications u: X — Y et v:Y — Z par

Tp(vou)=TymyvoTru

En particulier, une fonction f : X — R a aussi une différentielle df que ’on peut
voir comme une section du fibré cotangent 7% . On dit que c’est une 1-forme sur

X.

1.5 Formes différentielles

Soient V' un espace vectoriel réel de dimension n et r un entier positif. On
note A" V* Dlespace vectoriel des r-formes multilinéaires alternées sur V. Si

£y, ..., ¢ sont des formes linéaires sur V, la r-forme multilinéaire
(@1, ) — Y e(o) (zo) L (To(r)
eSS,

est alternée ; on la note £1 A- - -A¥, et on ’appelle le produit extérieur des formes

£y,...,£.. 1] est lui-méme alterné en ses facteurs. On a par exemple
(br A ls) (2, y) = L1 ()2 (y) — Lr(y)la ()
Si (€1,...,€n) est une base de V et (e7,...,ey) la base duale de V*, les (e}, A

o Aej ), pour 1 <jy < - < jr < n, forment une base de A" V*, qui est donc
de dimension (:f) Tout élément w de A" V* s’écrit

_ . . * *
w= E w(€jy, - €5,) €5, A Aej
1<51<<jr<n



On peut aussi définir le produit extérieur de formes alternées & ’aide d’une
formule compliquée. En coordonnées, c’est plus simple (mais il faut alors vérifier
que c’est indépendant du choix de ces coordonnées) : si

W = Z (.d[t?? et T = Z TJej
Card({)=r Card(J)=s
(avec des notations évidentes), on pose
W/\T:ijgjt?;/\ej
I,J
On a
TAw=(=1)"wAT

Pour tout entier positif r, on note A" T’y le fibré des r-formes multilinéaires
alternées réelles sur Tx. Une section de A" T s’appelle une r-forme différen-
tielle, ou une forme différentielle de degré r.

Pour toute application u : ¥ — X de classe C*™ entre variétés, et toute
r-forme différentielle w sur X, on peut définir une r-forme différentielle u*w sur
Y en posant

u (W) (y)(t, ... ) = w(u(y)(Tyu(ts),. .., Tyu(t,))
On a alors

(uov)* =v*ou*

Plagons-nous un moment sur un ouvert U de R™. La différentielle d’une
fonction f : U — R est la 1-forme donnée par la formule

df (z) = of

Une r-forme différentielle sur U s’écrit
w(z) = Z Wiyge (@) dzj, Ao Adey,
1<ji1<<jr<n
ol les wj,...; sont des fonctions de U dans R de classe C*°. On définit la diffé-
rentielle de w en posant

dw(z) = Z dwj,..j, () ANdzj, A Adzj, (1.2)

C’est une (r + 1)-forme différentielle sur U dont on vérifie que la définition est
indépendante du choix des coordonnées ([BT], p.20). Dans le cas d’une 1-forme

n
w =) i wjdxj, cela donne

"\ Bw; Owy,  Ow;
dw:Z—Jdmk/\dmj: Z — - dz; Adzxy
JE=1 Oz 1§j<k§n(a£j (‘3xk)

10



On vérifie la formule dite de Leibniz
dwAT)=dw AT+ (—l)deg(w)w AdT (1.3)
qui force en fait la formule (1.2).

Pour toute application u : Y — X de classe C* entre variétés et toute
r-forme différentielle w sur X, on a

d(u*w) = u* (dw) (1.4)

On dit qu’une forme différentielle w est fermée si dw = 0; elle est exacte s’il
existe une forme 7 telle que w = dr. La formule (1.2) entraine d? = 0, c’est-
a-dire que toute forme différentielle exacte est fermée (sur les fonctions, cela
traduit simplement la symétrie des différentielles secondes).

Toutes ces notions se transportent au cas des r-formes sur les variétés (c’est
essentiellement la méme chose que de vérifier qu’elles ne dépendent pas d’un
choix de coordonnées dans R™). Elles permettent de définir des espaces vectoriels
trés importants, appelés groupes de cohomologie de de Rham, qui vont nous
occuper pendant une bonne partie du cours, de la fagon suivante.

Définition 1.10 Soit X une variété; on appelle r-iéme groupe de cohomologie
de de Rham de X [’espace vectoriel réel

HLg (X, R) = {r-formes différentielles fermées sur X }/{r-formes exactes}
Grace a la formule (1.4), toute application u : Y — X de classe C*° entre
variétés induit une application linéaire
ut H].DR(X: R) — H].DR(Y: R)
en cohomologie de de Rham.

Il est clair que HYg (X, R) est un espace vectoriel de dimension le nombre de
composantes connexes de X. En ce qui concerne R” et certains de ses ouverts,
on a le résultat suivant.

Proposition 1.11 (Lemme de Poincaré) Toute forme différentielle fermée
sur un ouvert étoilé U de R” est exacte. En d’autres termes,

H]SR(Ua R) =0
pour tout r > 0.

DEMONSTRATION. Faisons-le d’abord pour une 1-forme w = Z?Il wjdz;
. o1z . .. Ow; Ow
fermée définie sur un ouvert étoilé par rapport a Iorigine. On a —2L = =k
al‘k al‘j
pour tout j et tout k. Posons

fw) = [ otz () di = / 1 éwj(tr)rj dt

11



(c’est 'intégrale de w sur le segment joignant 'origine & z; ¢f. ex.1.14). On a

a%(fv) = /01 <°-’k(t'73) + JX: %(m)m) dt
= /01 (wk(t:z:) + JXZ; g%l;(tx)t;rj)dt = [twe(te)], = wi(2)

ce qui démontre le lemme pour les 1-formes. Dans le cas général, si w est une
r-forme, on pose

1
(&) (x1, ..., &ro1) :/ " lotr) (e, x1, .. xe_1)dt
0

On vérifie que w = d7 si w est fermée (c¢f. [C1], pp.43-45, ou 'auteur fait le
commentaire révélateur suivant : « la démonstration peut étre laissée de coté
par un lecteur qui a peur des calculs »). a

Il y a des ouverts de R™ sur lesquels la conclusion du lemme n’est plus vraie.
xdy — ydx
;132 + yZ

n’est pas exacte (on verra plus bas pourquoi).

Par exemple, la forme différentielle est fermée sur R?={0}, mais

Une autre facon de définir la cohomologie de de Rham est de dire que c’est
la cohomologie du complexe d’espaces vectoriels réels

A(X R):0— A°(X,R) -5 A (X,R) -5 - -5 A(X,R) — 0 (L5)

ou A" (X, R) désigne ’espace vectoriel des r-formes différentielles réelles sur X.
Elle est bien stur nulle en degré strictement négatif ou > n.

Lemme 1.12 Soient U et V des ouverts d’une variété. On a une suite exacte

0 — A UUV,R) — A*(U,R)® A*(V,R) — A*(UNV,R) — 0

(w,T) — w—T
de complezxes.

DEMONSTRATION. Seule la surjectivité de ’application de droite présente
un probléme. Cela se fait avec une partition de 'unité py et py : ce sont des
fonctions U UV — R de classe C*® & supports (c’est-a-dire I’adhérence dans
U UV du lieu ou la fonction n’est pas nulle) respectivement dans U et V' et de
somme 1.

Soit w une forme différentielle sur U N'V. Comme py est nulle hors de son
support, la forme différentielle pyw, prolongée par 0 sur U =V, est de classe C*°
sur U. De méme, la forme différentielle pyw, prolongée par 0 sur V =U, est de
classe C*® sur V. L’élément w de A" (U N V) est alors I'image de (ppw, —pvw).
d

12



Je profite de l'occasion pour expliquer qu’une suite exacte courte (& trois
termes) de complexes telle que (1.5) induit une suite exacte longue d’espaces
vectoriels réels (ot I'on a écrit par simplicité H 5 (X) au lieu de Hjjr (X, R))

0— HYp(UUV) = HYg(U) @ HRr(V) — HYR(UNV) — - -
> HLr(UUV) = Hpgr(U) @ Hpr(V) - Hpr(UNV) —
HERNU UV) = HER (U) @ HER (V) HER (U V) = -

en cohomologie. On 'appelle ici la suite exacte de Mayer-Vietoris.

Exemples 1.13 ) On peut se servir de cette suite pour calculer la cohomologie
de de Rham de R?={0}, en le recouvrant avec les ouverts étoilés

U = {(z,y) eR?*|y>0siz=0}
vV {(z,y) eR?* |y < 0siz=0}

Comme U NV est réunion de deux ouverts étoilés disjoints, on obtient la suite
exacte

0-R—-R&R = R? = Hir(R*-{0}) = 0
de sorte que HRx(R?*={0}) et HLx(R?-{0}) sont de dimension 1, tandis que

tous les autres groupes sont nuls.

2) De méme, on peut recouvrir Pg avec les ouverts standard

Vo = {(zo,21) € Pg |0 #0}
Vi = {(z0,21) € Pg |1 #0}

Ils sont chacun isomorphes a4 C, et leur intersection a C*. La suite de Mayer-
Vietoris s’écrit

0-R—-R&R =R = Hyz(Pg) = 0= Hhr(C*) = Hig(P&) = 0

de sorte que, en utilisant ’exemple ci-dessus, H2g (PL) et H3g(P&) sont de
dimension 1, tandis que tous les autres groupes sont nuls.

3) On peut montrer avec un raisonnement analogue

C sirest pairet 0 <r <2n

Hpr(Pe) = {0 .
sinon

La suite exacte de Mayer-Vietoris permet de démontrer beaucoup de résul-
tats. Le premier que nous mentionnerons s’appuie sur le fait que toute variété
X peut étre recouverte par des cartes dont les domaines sont, ainsi que toutes
leurs intersections finies, difffomorphes & R™. Si X est compacte, il suffit de
plus d’un nombre fini de cartes. En raisonnant par récurrence sur le nombre de
cartes, on obtient

les espaces vectoriels Hyg (X, R) sont de dimension finie.
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1.6 Intégration des formes différentielles

Pour intégrer une n-forme différentielle sur une variété de dimension n, il faut
que cette derniére soit orientée. Cela signifie qu’on peut la recouvrir avec des
ouverts de cartes telles que les changements de cartes respectent une orientation
de R", c’est-a-dire que leur différentielle soit partout a déterminant positif.

Soit w une n-forme différentielle & support compact dans R”. Dans un sys-
téeme direct de coordonnées, w s’écrit

w(z) = f(x) deg A - Aday

On pose
/ w= f(z) dey - -day,
n Rn

Soient X une variété orientée de dimension n et w une n-forme différentielle
définie sur X, a support compact. On cherche a définir I'intégrale de w sur X.
En utilisant une partition de 'unité ([BT], pp.21-22), on se raméne au cas
ou le support de w est compact, contenu dans le domaine d’une carte orientée
g :V—U C R”. On pose alors

| o= [y (1.6)

Notons z; la fonction jieme coordonnée de g;(z), définie sur V. On appelle
xi,...,2T, des coordonnées locales directes. La forme w s’écrit

w(x) = f(z)dey A Adzy,

Cela signifie
(g™ w)(y) = Flg™" (v) dyr A -+~ Adyn

[o=[ s wrdn - d

Attention, la notation dy; - - - dy, représente la mesure de Lebesgue sur R™, et
rappelle que c’est une mesure produit. Elle est donc invariante par permutation
des facteurs. Il ne faut pas la confondre avec la forme différentielle dy; A- - -Ady,,
qui est antisymétrique en les facteurs.

sur U, d’ou

Montrons que ’expression (1.6) ne dépend pas du choix de la carte orientée. Il
suffit pour cela de montrer que pour une forme différentielle w dont le support est
contenu dans les domaines de deux cartes orientées g : V. — R" et ¢’ : V! — R",
I’expression (1.6) est la méme dans les deux cas. Soit

h=gog ™t g(VnV) —gVnV)
le changement de carte. On a

Mz, .. zn) = (2),...,2))



d’on
daf(z) = %(ﬂ(r))dl‘k(l‘)

et
dzy A+ Adzl, = Jac(h)(g(z)) dzy A -+ - A dzy,

ot Jac(h) est le déterminant de la matrice jacobienne de h. On en déduit
f(x) = f'(z) Jac(h)(g(2))
d’ou
Lo S ) = [ 7 ) daclh)0) -
En faisant le changement de variables ¥’ = h(y), on obtient d’autre part

/ £ W)y dy, = / J'(g7 () [Tac(h)(y)| dya - dy,
g'(Vvav’) g(vav’)

On voit bien ici intervenir le fait que h préserve 'orientation de R” pour montrer
que l'intégrale obtenue ne dépend pas du choix de la carte orientée.

Exemple 1.14 Soit w = ) w;dz; une 1-forme sur R”. Pour tout z dans R”,
I'intégrale de w sur le segment (ouvert) joignant 0 & z est

/01 > wjlta)z; dt

Théoréme 1.15 (Formule de Stokes) Soient X une variété orientée de di-
mension n et w une (n— 1)-forme sur X a support compact. On a

/dw:O
X

DEMONSTRATION. Grace a la linéarité de l'intégrale et & D’existence de
partitions de I'unité, il suffit de traiter le cas X = R” et

w=f(z)dxa A Ndz,
avec f fonction C*° a support compact. On a alors

_of

dw =
v 3;1:1

()dea A - ANdzy

et, par le théoreme de Fubini,

+oo af
/Rndw:/</_oo a—m(azl,...,rn)drl) dxy---dz,
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qui est nul puisque

teo of . .
/ —(21,...,xp)dxy = lm f(z1,...,2,)— lm f(z1,...,2,)
81:1

— 00 T1—++00 r1——00
et que f est a support compact. a

On aura besoin en fait d’une version plus précise de la formule de Stokes
valable sur les variétés a bord. Je n’ai pas envie d’entrer dans les détails; nous ne
I’appliquerons que pour les disques fermés dans le plan, ou encore les couronnes.

Elle s’énonce
/dw:/ w (1.7
X X

(il faut bien sar expliquer comment on oriente le bord §X de X & partir de
I’orientation de X.

DEMONSTRATION. Nous nous contenterons du cas d’un disque dans le plan
(celui d’une couronne s’en déduit par différence). On suppose w de classe C*
dans un voisinage du disque unité D et il suffit par linéarité de traiter le cas

w= f(z,y) d= dw:—a—f(x,y)da:/\dy

dy
/dw = —/ a—f(;t,y)da:/\dy
D Oy

Wi
/ / af@y)dr/\dy

On obtient

Vizez Oy
= —/_1[f( z, /1 —2?) = f(z,—V/1—2?)]dz
= flz,y) da
oD

puisque le demi-cercle supérieur est paramétré (dans le sens trigonométrique),

par & — (—x,v/1 —x?), avec x € [—1,1]. a

1.16. Soient X une variété, Z une sous-variété compacte orientée de dimension
r et w une r-forme différentielle a support compact définie sur un ouvert de X

contenant Z. On pose
/ w= / w
z z

ou ¢ est 'injection de Z dans X.
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Si w est de plus exacte, la formule de Stokes entraine fZ w = 0. Lorsque X
est compacte, cela permet de définir une forme linéaire

n il [ o
z
sur Hjr (X, R).

Exemple 1.17 On a

27
/ zdy — ydx = / costd(sint) —sint d(cost) = 2w
51 0

Cette 1-forme fermée n’est donc pas exacte et Hjp(S', R) n’est pas nul (il est
de dimension 1; cela peut se voir & ’aide d’une suite exacte de Mayer-Vietoris).

vdy — vd:
I ur R? —{0} n’est

On voit par la méme occasion que la forme fermée e
z? +y

pas exacte. Sa classe dans H{jg(R?-{0}) engendre donc cet espace vectoriel et
ns1 engendre son dual.

1.7 Dualité de Poincaré

La formule (1.3) entraine que le produit extérieur de deux formes fermées
est fermé, et que le produit extérieur d’une forme exacte et d’une forme fermée
est exact. Il induit donc, pour toute variété X, une application bilinéaire

H]SR(X: R) X H]SDR(Xa R) — H]S_‘P-{S(X: R)

Lorsque X est compacte, on a une forme linéaire canonique sur HJg (X, R)
donnée par l'intégration des n-formes sur X. En la composant avec ’application
bilinéaire ci-dessus, on obtient une forme bilinéaire

Hio(X,R)x HAF'(X,R) — R
(W], [7]) — JxwAT

qui pour X compacte, est non-dégénérée. Au vu de 1.16, cela permet d’asso-
cier, toujours lorsque X est compacte, a toute sous-variété Z orientée de X de
codimension s une classe [77] dans Hj, (X, R) telle que

/w/\rZ:/L*w
X z

pour toute r-forme w fermée.
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Chapitre 2

Variétés complexes

2.1 Fonctions holomorphes a4 une variable

Soient U un ouvert de C = R? et f : U — C une application de classe C'.
Sa différentielle est en chaque point de U est une application linéaire R? — R2.

Définition 2.1 On dit qu’une fonction f : U — C est holomorphe si elle est C-
dérwable en tout point de U. C’est encore équivalent a dire que sa différentielle
est C-linéaire.

Si f1 est la partie réelle de f et fy sa partie imaginaire, f est holomorphe si
elle satisfait aux conditions de Riemann

0fi  0fs Ofi _ 0fs

gz Oy 8—y_ Or

solt encore

(212 <

9z 2\ 9z Oy
La différentielle df est alors la multiplication par le nombre complexe
n0f _0f _,0f
0z Oz Oy

qui est aussi la dérivée complexe de f au point considéré.

On a simplement fait de 1’algébre linéaire : toute application R-linéaire de
C dans C (comme par exemple df) se décompose en somme d’une aplication
C-linéaire et d’une application C-antilinéaire. Cette décomposition est ici
_of of

df = 5-dz + 5=dz
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avec dz = dx + idy et dz = dz — idy. On notera

of

5oz of = =Ldz (2.1)

of =

On rappelle le résultat suivant.

Théoréme 2.2 (Formule de Cauchy, I) Soient f une fonction holomorphe
sur un ouvert U de C et D un disque fermé contenu dans U. On a pour tout
point z intérieur a D [’égalité

16 =g- [ 1) g (22)

Rappelons que cette formule permet, en développant l'intégrande en série
entiere, de montrer que les fonctions holomorphes sont analytiques. On aura
besoin d’une version plus générale de cette formule, valable pour toutes les
fonctions de classe C™.

Théoréme 2.3 (Formule de Cauchy, II) Soient f une fonction de classe
C*® sur un ouvert U de C et D un disque fermé contenu dans U. On a pour
tout point z intérieur a D égalité

1 / f(© 1 of

aDC—ZdC—i_ﬁ Da—E(C)

d¢ AdC
(—=z

_ 2.3
2.4. Cette formule entraine la formule précédente (2.2) puisque si f est holo-
morphe, on a Qé; = 0. L’intégrale de droite est une intégrale singuliére ; elle est

F)
par définition égale a la limite lorsque € tend vers 0 des intégrales

G o
2im Je<iga 0CT7 (=2

Cette limite existe par le théoréme de convergence dominée puisque la fonction
¢~ Q—Lz est dans L'.

DEMONSTRATION. On considére la 1-forme

_ Qe
Q) = 2

est holomorphe, on a

_Of . dCA d¢

ac (-2
On applique la formule de Stokes (1.7) dans la couronne ¢ € D et | — z| > «.
Elle donne

_/ Of (o KN _ [ FQ)dC 1(¢) d¢
CeED, |¢—z|>¢ ¢ (—2 a0 C— [¢—z]=¢ (—z

Comme la fonction ¢ — (iz

dr(¢) = (€)
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Il suffit donc de montrer que la derniére intégrale tend vers 2imf(z) lorsque ¢
tend vers 0. On peut passer en polaires, ce qui donne

O oy dee”) 7T it
/lC_Z|:€ c—z flz+ee”) —— —/0 if(z +e€e?)do

qui tend bien, par continuité de f, vers 2imf(z). O

Le résultat suivant nous sera utile plus tard pour montrer un lemme de
Poincaré pour 'opérateur 9.

Théoréme 2.5 Soit f une fonction de classe C*° a support compact dans C.
Il existe une fonction g de classe C*° sur C telle que

_ 9y

y=5 (2.4)

Une telle fonction g est unique a ’addition d’une fonction holomorphe pres.

DEMONSTRATION. Posons
IS =
= d¢ANd
9(2) 2im /C (—=z CAd
C’est une intégrale singuliére, comme en 2.4. Faisant le changement de variables
¢'=(—z0onag(z) =lim.50g:(2), ol
1 ! —
goe) = o [ 1D g g
um [¢!|>e C

La convergence des g. lorsque € tend vers 0 est uniforme en z. De plus, on peut
dériver sous le signe d’intégration 'intégrale (non singuliére) définissant g. pour
obtenir

09 1 of d¢’ A dl’
97 (Z) - ﬁ IC/|>e %(C + Z) ¢!
Comme %I;Z) est de classe C*°| les fonctions %QZ_E convergent uniformément,
et ’on conclut que g est au moins de classe C' et satisfait
dg, . 1 of , ., d¢' A d¢!
37(2) - 2im Jo az(c +2) ¢!
Le méme argument montre que g est de classe C*.
Nous allons montrer 1’égalité g—g = f. Faisant a nouveau le changement de
variables { = (' + z,0n a
Jg . 1 of .. d¢ A dC 1 of . d¢ A dC
—(z) = lim — —(¢ = — —=(¢)
0z e=0 20T Jic_ s> OC -z 2w Jo 0¢C (—z

On applique la formule (2.3) sur un disque si grand que f est nulle sur son bord.
Elle prouve que cette derniére quantité est bien f(z). O
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2.2 Fonctions holomorphes a plusieurs variables

Soit U un ouvert de C™ et soit f : U — C une application de classe C*.
Sa différentielle se décompose encore en une partie C-linéaire, notée df, et une
partie C-antilinéaire, notée Jf. On a

n 3f B n 8f )
i=1 i=1
ou dz; = dx; +idy; et dz; = dx; — idy;.

Définition 2.6 On dit qu’une fonction f : U — C de classe C' est holomorphe
st sa différentielle en tout point est C-linéaire.

On demande donc que chaque fonction partielle de f soit holomorphe (en
une variable). On a encore une formule de Cauchy : si

D={(,..-,¢)eC" |G —ail<a;}

est un polydisque contenu dans U, on a pour tout z = (21, ..., 2,) dans I'inté-
rieur de D ’égalité

- _dG _dG -
f(Z) B (21'71')” [Cz—azlzal f(C) G —2 A Cn — 2n (2.0)

ou l'intégrale se fait sur un produit de cercles, muni de ’orientation produit
des orientations naturelles. Cette formule se montre par récurrence sur n. Elle
entraine que les fonctions holomorphes sont analytiques : au voisinage de chaque
point z de U, une fonction holomorphe f admet un développement en série
entiere de la forme

flz4h) =Y ark’,
I

ot I parcourt I’ensemble des n-uples d’entiers positifs (iy,...,i,) et hf =

i1 in
hit .. hin.

Il est clair a partir de la définition que la somme et le produit de deux
fonctions holomorphes est encore holomorphe, et que 'inverse d’une fonction
holomorphe qui ne s’annule pas est encore holomorphe. De méme, les théoremes
d’inversion locale et de fonctions implicites sont encore valables : il suffit de
remarquer que la différentielle de I"application de classe C* que 'on obtient
s’exprime a ’aide des différentielles des fonctions holomorphes en présence, donc
est C-linéaire.

Enfin, beaucoup de théorémes sur les fonctions holomorphes & une variable
s’étendent au case de plusieurs variables : une fonction holomorphe dont le mo-
dule a un maximum local en un point est constante au voisinage de ce point
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(« principe du maximum »), deux fonctions holomorphes définies sur un ouvert
connexe qui coincident sur un ouvert non vide sont égales (« principe du prolon-
gement analytique »). Il y a aussi des résultats particuliers au cas de plusieurs
variables, comme le « principe de Hartogs » : lorsque n > 2, pour tous réels
positifs s < r, toute fonction holomorphe sur la couronne

{(z1,...,2n) EC" | s < |z| < 7}
s’étend en une fonction holomorphe sur le polydisque

{(z1,...,2n) € C" | |z] < 7}

2.3 Variétés complexes

On peut définir, de fagon entiérement analogue, les notions suivantes

— les variétés complezes; on demande que les changements de cartes soient
des fonctions holomorphes d’un ouvert de C” dans un autre;

— les fibrés vectoriels holomorphes ; ils sont localement isomorphes & U x C”,
et les matrices de transition sont des fonctions holomorphes & valeurs dans
GL(r, C);

— le fibré tangent holomorphe d’une variété complexe; le fait essentiel qui
fait marcher la construction comme dans le cas réel est que par définition,
la différentielle d’une fonction holomorphe est C-linéaire.

— pour toute application holomorphe u : X — Y entre variétés complexes,
une application tangente Tu : Tx — u*Ty , qui est C-linéaire, entre fibrés
tangents holomorphes.

Exemples 2.7 1) L’espace projectif complexe P est une variété complexe de
dimension n : les fonctions de transition sont des fonctions rationnelles donc
holomorphes. De méme, les fibrés en droites complexes O(a) construits dans
I’exemple 1.9 sont des fibrés holomorphes. De fagon générale, on peut remarquer
que les classes d’isomorphisme de fibrés holomorphes en droites sur une variété
complexe forment un groupe appelé groupe de Picard de X et noté Pic(X) :
la loi de groupe est donnée par le produit tensoriel et I'inverse par le dual. On
peut montrer que le groupe Pic(Pg) est infini cyclique engendré par la classe

de O(1) (¢f. exemple 3.21).

2) Soit ' un réseau dans C", c’est-a-dire un sous-groupe additif libre engen-
dré par une base réelle de C™. Le groupe I' opére par translation sur C™. Le
quotient T'= C™ /T est compact : il existe un automorphisme R-linéaire de C"
qui envoie I' sur Z?" de sorte que T' est homéomorphe & (R/Z)?" = (S')?". On
prend pour cartes sur 7 des inverses locaux de 'application quotient. Comme
ces inverses locaux sont définis & une translation par un élément de I' pres, les
morphismes de changements de cartes sont donnés par de telles translations,
qui sont évidemment holomorphes. Donc T' est muni d’une structure de variété
complexe, pour laquelle la projection C* — T est holomorphe.
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2.8. Principe du maximum. De nouveau, une fonction holomorphe dont le
module a un maximum local en un point d’une variété complexe est constante au
voisinage de ce point. En particulier, toute fonction holomorphe sur une variété
complexe compacte est constante.

2.9. Principe du prolongement analytique. De méme, une fonction ho-
lomorphe définie sur une variété complexe connexe qui est nulle sur un ouvert
non vide est nulle partout.

2.4 Formes différentielles de type (p,q)

Revenons a un peu d’algebre linéaire. Soit V' un espace vectoriel complexe de
dimension n. L’espace vectoriel réel V& des formes R-linéaires de V dans C est
muni d’une structure d’espace vectoriel complexe de dimension 2n ; les formes
C-antilinéaires sur V' forment un sous-espace vectoriel complexe de dimension
nnoté V*. On a Vg ~ V* @ V*.Si (ef,...,e}) est une base de V*, la famille
(€1,...,&) est une base de V*.

Pour tous entiers positifs p et ¢ de somme r, on note A”? V* le sous-espace
vectoriel complexe de A"V engendré par les {1 A+ Ay A £ N - Ny, pour
by,... 4, dans V™ et £7,... £, dans V*. Les formes dans NP4V * sont dites de
type (p, ¢). Les formes de type (r, 0) sont les r-formes alternées C-multilinéaires.

On a
r P.q
ANve=EP N v (2.6)
ptq=r
Les formes
€N Nes Nep N Neg,
pour 1 < ji < ---<jp<netl <k < - <ky <n, forment une base de

I’espace vectoriel complexe A”'? V* | qui est donc de dimension (;) (Z)

2.10. Regardons de plus prés ce qui ce passe pour 7 = 2. On peut caractériser
les formes de type (1, 1) par la propriété

w(iz, iy) =w(z,y)

pour tout z et tout y dans V (les formes w de type (2,0) ou (0,2) satisfont
a w(iz,iy) = —w(z,y)). Pour qu’une forme w de type (1,1), qui s’écrit en

coordonnées
- . * —x
w=1 E Wik €; N €L
ik

soit réelle, c’est-a-dire qu’elle soit a valeurs dans R, il faut et il suffit que w = @,
c’est-a-dire que la matrice (w;x) soit hermitienne. De fagon plus intrinséque, on
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peut associer a toute forme w réelle de type (1, 1) une forme hermitienne H sur
V par la formule
H(z,y) = w(e, ty) + iw(z, y)

(C-linéaire & droite et C-antilinéaire & gauche). Inversement, & toute forme
hermitienne H sur V, on associe la forme alternée Im H, réelle de type (1,1).

2.11. On dit que w est définie positive si H est, c’est-a-dire si w(z,iz) > 0
pour tout z non nul; on dit que w est positive si w(x,iz) > 0 pour tout .

On dit qu’une forme différentielle définie (de classe C*°) sur un ouvert de
C" est de type (p,q) si elle est de type (p,q) en chaque point. On définit de
méme les formes réelles de type (1, 1) (définies) positives. Si u est une application
holomorphe et w une forme différentielle de type (p, ¢), la forme u*(w) est encore
de type (p,q), essentiellement parce que la différentielle de u est C-linéaire.
On peut donc comme d’habitude définir sans ambiguité la notion de forme
différentielle de type (p, ¢) sur une variété complexe.

Exemple 2.12 Forme de Fubini-Study. La forme différentielle

i
wrs(z) = ﬁaﬁlogHzHQ
o ||2||2(Z?:o dz; A d%’) - (Z}lzo fjdzj) A (ZZ:O defk)
Bz [EIS

ou ||z]| = 4 /Z;'L:O z;jZ;, définit une 2-forme différentielle wpg réelle de type (1,1)

sur Pg, dite forme de Fubini-Study . (voir section 2.6 pour les notations 9 et
9). Elle est fermée : toute forme qui s’écrit 9T 'est car (cf. (2.8))

d(0dT) = 8T — dOdT = 0

La forme wpg est aussi définie positive. Vue son invariance sous ’action du
groupe U(n + 1), il suffit de le vérifier en un point. Comme

o.)FS(l,O,... ,O) = ;—ﬂ_ Zdz] Adz;
j=0

la propriété est évidente.

2.5 Variétés kahlériennes

Ces propriétés de la forme de Fubini-Study sont extrémement importantes ;
ellles portent méme un nom. Nous reviendrons ultérieurement sur la définition
suivante.
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Définition 2.13 Une variété complexe X est dite kahlérienne s’il existe sur X
une forme différentielle réelle définie positive fermée de type (1,1).

Une telle forme s’appelle forme de Kahler. Nous venons donc juste de mon-
trer que les espaces projectifs complexes sont des variétés kahlériennes. La res-
triction d’une forme de Kahler & une sous-variété étant encore une forme de
Kahler, toute sous-variété d’une variété kahlérienne est encore kahlérienne.

C’est sans doute le moment de remarquer qu’une variété complexe est canoni-
quement orientée en tant que variété différentiable, car les changements de cartes
sont C-linéaires et que le déterminant d’une application C-linéaire C* — C”,
vue comme application R-linéaire R*® — R?", est toujours positif (on convient
par exemple d’orienter 'espace C™ en décrétant que (e, ieq, ..., en, i€y ) est une
base directe, ol (e1,...,€,) est la base canonique).

Soient X une variété complexe de dimension n et w une forme différentielle
réelle définie positive fermée de type (1,1). Elle s’écrit en coordonnées locales
(rappelons que cela signifie simplement que ’on se place dans le domaine de
définition d’une carte holomorphe g : V—=U C C" et que z; est la jieme
coordonnée de g(z))

w(z) = iijk(m) dz; A dzy,
3k
ol la matrice (wjx(z)) est hermitienne définie positive pour tout z. On vérifie
wh(z) = i"nldet(wjk(z)) dos Adzy A~ Ndz, Adzy

Comme dz; A dz; = —2idx; A dy;, on en déduit

/ w" = Q"n!/ det(wjk(g_l(z)))dmldyl ...dz,dy,
v U

(on a noté, conformément & la tradition, w™ au lieu de w™™). La conclusion
importante est

/Xw" >0 (2.7)

Corollaire 2.14 Soient X une variété complexe compacte de dimension n et w
une forme de Kahler sur X. Pour tout entier k compris entre 1 et n, la forme
w¥ n’est pas exacte. En particulier, ’espace vectoriel H%’}{(X) n’est pas nul.

DEMONSTRATION. L’inégalité (2.7) jointe & la formule de Stokes (th.1.15)
entraine que w” n’est pas exacte. Si w® = dr, on a

Wt =dr AWTF = d(T/\w"_k)

par la formule de Leibniz (1.3), puisque w, donc aussi w”~%, est fermée (de
nouveau par la formule de Leibniz). On obtient donc une contradiction, ce qui
prouve que w n’est pas exacte. O
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Corollaire 2.15 Soient X une sous-variété compacte de dimension n de [’es-
pace projectif complexe. Pour tout entier k compris entre 1 et n, [’espace vectoriel
HEr (X)) nest pas nul.

Lorsque X = Pg, l'exemple 1.13.3) montre que ces espaces vectoriels sont

de dimension 1, donc engendrés par la classe de ‘-"[;“&

Ce corollaire permet de montrer ’existence de variétés complexes compactes
non kalhériennes : il existe en effet de telles variétés dont le second groupe de
de Rham est nul.

2.6 Cohomologie de Dolbeault

Soit X une variété complexe. On considere le fibré vectoriel complere AR?
des formes différentielles de type (p,q) sur X. Attention : seul le fibré com-
plexe A%’O est holomorphe! Pour les autres, les matrices de transitions ne sont
pas des fonctions holomorphes. Une telle forme s’écrit en coordonnées locales
holomorphes

w = E wjhmyjpykhwkqdzjl /\~~~Ad2jp /\dik1 /\"'/\dékq

1<51< - <jp<n
1<k < <ky<n

ol les wj, . 4, ki,...k, Sont des fonctions de classe C*° a valeurs complexes. On
écrira de facon plus compacte

w= E CdJyKdZJ/\dZK
JK

Par (1.3), sa différentielle est donc, avec les notations de (2.1),

dw:ZdWJyK/\dZJ/\dEK:ZaCJJyK/\dZJ/\dEK+25WJ7K/\dZJ/\d2K
J, K J,K JK

Comme Juwy i est de type (1,0) et dwy g de type (0,1), le morceau

Z@w“( ANdzy ANdzZg
JK

est de type (p+ 1,¢); on le note Jw. Le morceau

25WJ7KAdZJAd2K
JK

est de type (p,q+ 1); on le note Ow. On vérifie que les formes 0w et dw ainsi
définies ne dépendent pas du choix du systeme de coordonnées holomorphes
locales. On définit ainsi des opérateurs J et 9 qui vérifient

d:a+5
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La relation d? = 0 se traduit alors par les trois relations

0*=0"=0 0+ 00 =0 (2.8)
On a aussi une formule de Leibniz (cf. (1.3))

AwAT)=0wAT+(=1)%8Wy A dr

et une formule analogue pour d(w A 7).

On dit qu’une forme différentielle w est O-fermée si Ow = 0; elle est d-exacte
s’il existe une forme 7 telle que w = d7. Toute forme différentielle J-exacte est
0-fermée. On peut donc copier la définition 1.10.

Définition 2.16 Soit X une variété complexe; on appelle groupes de cohomo-
logie de Dolbeault de X les espaces vectoriels réels

HE%(X) = {formes de type (p, q) O-fermées sur X}/

{formes de type (p, q) O-exactes sur X}

Ces espaces vectoriels sont donc la cohomologie du complexe

AP(X) 10 o APO(X) 5 AP (X) 2 D AP(X) 5 0
ot AP¢(X) désigne ’espace vectoriel complexe des formes différentielles sur X de
type (p, ¢) et n est la dimension de X . Elle est nulle en degré strictement négatif
ou > n. Par définition, D’espace vectoriel Hg’O(X) est ’espace vectoriel des
fonctions holomorphes sur X. On définit par analogie une p-forme holomorphe
sur X comme une forme w de type (p,0) telle que 0w =0.

Bien que 'on ait
AT(X,C)= P A9(X)
ptq=r
il n’existe pas de relation évidente entre les groupes de cohomologie de de Rham

et ceux de Dolbeault. Le résultat fondamental de la théorie de Hodge est que
pour une variété kahlérienne compacte X, on a

Hr(X,C) = ED Hg’q(X) (décomposition de Hodge)
ptg=r

HI?(X)= HYY(X) (symétrie de Hodge)

On a un analogue du lemme de Poincaré, en un peu plus faible.
Proposition 2.17 Soit w une forme de type (p, q) de classe avec ¢ > 0 sur une

variété complezre X. St @w =0, i existe localement sur X une forme T de type
(p,q — 1) telle que w = 0.
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DEMONSTRATION. On se raméne d’abord au cas oll p = 0 par ’argument
suivant : on peut écrire localement dans des coordonnées holomorphes locales

w= E WJVKdZJ/\déK
JK

On a B B
Ow = Z@wu{ ANdzy Ndzg
JK

par la formule de Leibniz. Il en résulte que si dw = 0, pour tout J, la forme w
de type (0, ¢) définie par
Wy = Z Wi K dzg
K
est O-fermée. Si la proposition est montrée pour les formes de type (0,9), on a
localement wy = d7y et

w= (=10 dzs Ay)

Il reste & montrer la proposition pour les formes de type (0, ¢). Une telle forme
s’écrit w = 3 wrdZk. La preuve va se faire par récurrence sur le plus grand
entier k tel qu’il existe K avec k € K et wg # 0. Nécessairement k > ¢. Si
k=gq,ona

w=fdz A NdZ,

La condition 0w = 0 équivaut au fait que la fonction f est holomorphe en
les variables zg41,...,2,. Quitte & multiplier f par une fonction qui vaut 1
au voisinage d’un point donné zy de X, on peut supposer que f est définie
sur C” et a support compact, holomorphe au voisinage de zy. On applique le
théoréeme 2.5 : on note que sa démonstration prouve que l'on peut résoudre

I’équation f = % avec une fonction g définie au voisinage de zg, holomorphe
en les variables zg41,...,2,. On a alors, du fait que g—g = 0 pour I > ¢, la
relation

I(-1)1tgdzy A Ndzg_1) = fdzi N+ ANdZg = w
qui montre le cas k = q.
Supposons la proposition montrée pour k — 1 > ¢ et considérons une forme
w=wi +wo Adzg

ou seuls les dz; avec j < k apparaissent dans w; et wy. On écrit
wp = E CUQ’KdEK
K

ol les ensembles d’indices K sont de cardinal ¢ — 1 et contenus dans {1,...,k—
1}. La condition

- - 0
0=0w=0w +Y_ g;K dz; Adzg A dz
Kj
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entraine que les fonctions wy i sont holomorphes en les variables zxy1,. .., zy.
Comme plus haut, on peut écrire localement

87’27[(
W2 K = -
3zk
avec T2 g holomorphe en les variables zx41,...,2,. On a ainsi

00> raxdzr) = (—1)1" wa Adzg + o
K

ou la forme w/ ne fait apparaitre que les cordonnées zgy1,...,2,. On a donc
écrit

w = w'll + 07
ou seules les coordonnées d’indice strictement inférieur a k apparaissent dans
w!. On a alors dw! = 0 puisque les formes w et 97 sont O-fermées et on peut
appliquer ’hypothése de récurrence a w{. La forme w! étant localement exacte,
il en va de méme de w. d

Nous verrons dans le corollaire 3.15 un résultat plus précis lorsque X = C”.

2.7 Complexe de Dolbeault d’un fibré holomorphe

Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur une variété complexe
X. On note ARY(E) Despace vectoriel complexe des formes de type (p,q) d
valeurs dans E, c’est-a-dire des sections de classe C* du fibré AR? @ E. Dans
une trivialisation holomorphe 7y : E|y =~ U x C" de E, une telle forme s’écrit
(w1, ..., ,wy), ol les w; sont des formes C* de type (p, ¢) sur U. On pose alors

0w = (Ows, ... ,0w,)

C’est une section de A%"Hl ® E sur U. Cette définition locale fournit en fait
une forme globale sur X. En effet, si w s’écrit (wf,...,w.) dans une autre
trivialisation, on a

’ o

(Wi, o ywy) = (w1,...,wr)h
ou h est la matrice de transition. Comme ses coeeficients sont des fonctions
holomorphes, on a

(Ow),...,0w.) = (Ow,...,0w)h

. . 1 . . , .
ce qui montre que les sections locales de A’)’(’q+ ® F ainsi définies se recollent
en une section globale que I’on notera dgw. On définit ainsi un opérateur

O « ARY(E) — ARTH(E)

Par exemple, le noyau de cet opérateur sur ’espace Ag(’o(E) des sections C* de
FE est constitué des sections holomorphes de F.

Cet opérateur vérifie les propriétés suivantes :
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— la régle de Leibniz g (wAT) = dpw AT+ (—l)deg(‘”)w AOgT;

— I’égalité 5%3 =0;

— le lemme de Poincaré : une forme dg-fermée est localement dg-exacte.
Le complexe

. 0my A0 () 2my A%y 2B A% (B) 2B (2.9)

est appelé le complexe de Dolbeault de F.
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Chapitre 3

Faisceaux et cohomologie

3.1 Faisceaux

La théorie des faisceaux permet de formaliser de facon maniable de nombreux
concepts et problemes qui ont des aspects a la fois locaux et globaux. Plus
précisément, il s’agit de trouver un cadre pour définir des objets globaux qui
sont caractérisés par des propriétés locales. On pensera par exemple aux variétés
différentiables ou complexes, aux fibrés en droites, aux fonctions holomorphes...

L’idée de départ est de définir une certaine classe de fonctions sur un espace
topologique par des propriétés locales. Nous donnerons la définition, qui parai-
tra sans doute un peu formelle, et nous I’expliquerons immédiatement par de
nombreux exemples, qui vous montrerons que vous avez en fait déja utilisé des
faisceaux !

Définition 3.1 Soient X un espace topologique. On appelle faisceau (de groupes
abéliens) F sur X la donnée
- pour chaque ouvert U de X, d’un groupe abélien F(U);
— pour chaque inclusion d’ouverts V. C U, d’un morphisme de groupes ryy :
F(U) — F(V) dit de restriction satisfaisant les conditions suivantes :
a) (restriction) pour toutes inclusions W C V. C U, on a rgy = Id et
TWU =TWV OTVU |
b) (recollement) si (Uy)aer est une famille d’ouverts d’union U et si l’on
se donne pour chaque o un élément s de F(Uy) vérifiant

TUWU Ua (8a) = TULAU,, U, (55)

il existe un unique élément s de F(U) vérifiant ry, v(s) = sa pour
chaque o dans 1.

Pour chaque ouvert U, on note aussi I'(U, F) ’ensemble F(U) ; ses éléments
sont appelés les sections de F sur U. Les éléments de T'(X, F) sont souvent ap-
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pelés sections globales de F. On notera aussi s|y au lieu de ryy(s) la restriction
d’une section s a un ouvert V.

3.2. Faisceaux de fonctions. On se donne un groupe abélien fixe K. Un
faisceau de fonctions & valeurs dans K est un faisceau F tel que chaque F(U) est
un sous-groupe du groupe des fonctions de U dans K. La propriété de restriction
est alors automatique et 'unicité dans le recollement aussi : la fonction f existe
toujours comme fonction de U dans K, il s’agit de vérifier qu’elle est dans F(U).
La propriété b) dit que cette vérification doit pouvoir se faire localement.

Exemples 3.3 1) Si K est un groupe abélien, on peut prendre pour F(U)
I’ensemble des fonctions localement constantes de U dans K ; on note le faisceau
correspondant KA.

2) Soient z un point de X et K un groupe abélien ; le faisceau gratte-ciel K,
est défini en prenant pour K, (U) I’ensemble des fonctions de U dans K valant

0 hors de z.

3) On peut prendre pour F(U) ’ensemble des fonctions continues de U dans

R.

4) Soit X une variété différentiable. On définit de fagon analogue le faisceau
Ax des fonctions de classe C*° sur X. Si l'on y réfléchit un peu, on se rend
compte que ’'on peut trés bien, méme si ce n’est pas ’approche habituelle, défi-
nir une variété différentiable comme un espace topologique muni d’un faisceau
de fonctions localement isomorphe a un ouvert de R” muni du faisceau des
fonctions de classe C* sur cet ouvert. On définit de la méme facon le faisceau
A’ des r-formes différentielles sur X.

5) Plus généralement, si £ est un fibré vectoriel sur une variété différentiable
X, on définit un faisceau Ax (F) en associant & tout ouvert U de X I’espace
vectoriel des sections de classe C*° de E sur U. On appelle faisceau des sections

de E.

6) Si X est une variété complexe, on définit aussi le faisceau Ox des fonc-
tions holomorphes sur X. De la méme facon, on peut prendre cette approche
pour définir les variétés complexes. On définit aussi le faisceau AR? des formes
différentielles de type (p, q) sur X et le faisceau Q% des p-formes holomorphes.
Si E est un fibré vectoriel holomorphe sur X, on définit le faisceau Ox (E) des
sections holomorphes de F.

3.4. Image directe. Siu : X — Y est une application continue et F un
faisceau sur X, on définit un faisceau u,F sur Y en posant, pour tout ouvert U
de Y,

wF(U)=F@u ' (U))

Définition 3.5 Soient X un espace topologique et F et G des faisceaux sur X.
On appelle morphisme f de F dans G la donnée, pour chaque ouvert U de X,
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d’un morphisme de groupes flu : F(U) = G(U). Ces morphismes doivent avoir
des propriétés de compatibilité évidentes vis-a-vis des restrictions.

3.6. Noyau et image. On peut définir le noyau d’un morphisme f: F — G
de faisceaux de groupes abéliens en posant

Ker(f)(U) = Ker(flv)

Pour I'image, c’est plus difficile, car les f(U) ne forment en général pas un
faisceau (la propriété de recollement n’est en général pas satisfaite ; cf. ’exemple
2) ci-dessous). On définit le faisceau Im f comme suit : un élément ¢ de G(U)
est dans (Im f)(U) sl existe un recouvrement ouvert (Uy)qer de U et des
élément s, de F(Uy) tels que f(sq) = tlu, pour tout a. En d’autres termes,
c’est I’ensemble des sections de G qui proviennent localement de sections de F.

On peut maintenant parler de suite exacte de faisceaux de groupes abéliens.
On peut aussi définir le conoyau d’un morphisme f : F — G de faisceaux de
groupes abéliens. Il est tel qu’on a une suite exacte

F—=>G—-F/G—0

Les détails de sa construction importent peu ; seule son existence compte. Pour
les lecteurs intéressés, on procéde de la facon suivante : on dit qu’une famille
(Uw, $a), o0t (Uy) est un recouvrement ouvert d’un ouvert U et s, € F(Uy), est
admissible si s4|v,nv; — sglu.nu, est dans f(G(Us NUp)) pour tout a et §. De
telles familles sont équivalentes si leur réunion est encore admissible. Un élément
de (Coker(f))(U) est alors une classe d’équivalence de familles admissibles.

Exemples 3.7 1) Soient X une variété complexe connexe et F un fibré vectoriel
holomorphe sur X. Toute section holomorphe ¢ de F non identiquement nulle
induit un morphisme de faisceaux

Ox = 0x(E)

qui est injectif (méme si la section ¢ s’annule en certains points). En effet, si
U est un ouvert non vide de X et f une fonction holomorphe sur U telle que
la section fo de E sur U soit nulle, o ne peut s’annuler sur U car elle serait
identiquement nulle par I’analogue du principe du prolongement analytique 2.9
pour les sections holomorphes de fibrés. La fonction f est donc nulle sur 'ouvert
non vide de U ou o ne s’annule pas, donc est nulle, de nouveau par le principe
du prolongement analytique.

2) Soient X une variété complexe et z1,...,z, des points distincts de X.
L’évaluation des fonctions holomorphes en 1, ..., z, est un morphisme de fais-
ceaux

OXﬂ)Cxl@...@er

qui est surjectif. On remarquera que les ev(U) ne forment en général pas un
faisceau : si r = 2 et U, = X ={z,}, la fonction X — C qui vaut 1 en z; et
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0 ailleurs est dans ev(U;) et dans ev(Uz), mais pas dans ev(U; U Us) lorsque
X est compacte connexe (puisque les fonctions holomorphes sur X sont alors
constantes par 2.8).

Son noyau est un faisceaux d’idéaux de Ox, noté Z,, . . . On dit qu’on a
une suite exacte de faisceaux

0=Zs,. 2, >0x=>Cp, - 0C;. =0
La suite correspondantes des sections globales

0—0(X,Zs, . ») = D(X,0x) 5 (X,Cp, ®-- - 6C, ) ~C"

r

est exacte, mais la fleche de droite n’est pas surjective en général (lorsque X est
compacte par exemple).

3) L’exemple précédent se généralise ainsi. Soit Y une sous-variété d’une
variété complexe X. Les fonctions holomorphes sur X qui s’annulent sur Y
forment un faisceau d’idéaux de O x noté Zy et on a une suite exacte de faisceaux

0=Zy 2 0x -0y —0

4) Soit X une variété complexe. On désigne par O% le faisceau des fonctions
holomorphes de X qui ne s’annulent pas. On a une suite exacte de faisceaux

exp(2im-)

0— Z— 0Ox 0y —0

dite suite exacte exponentielle. De nouveau, dans la suite des sections globales,
la fleche de droite n’est en général pas surjective, car il n’existe pas toujours de
logarithme global d’une fonction holomorphe qui ne s’annule pas.

5) Soit X une variété différentiable de dimension n. Le lemme de Poincaré
entraine que la suite de faisceaux

0— RS Ay S Ak L LAy —0

est exacte.

6) Soient X une variété complexe de dimension n et p un entier positif. La
proposition 2.17 entraine que la suite de faisceaux

] ] ]
0— O 5 AR? ARt 25 D AR 0

est exacte. Plus généralement, si F/ est un fibré vectoriel holomorphe sur X, on
a une suite exacte

0 — Ox(E) - AY(E) 22 A% (B) 25 .. 25 A%™(E) — 0



On sait que si les complexes de faisceaux présentés dans les deux derniers
exemples sont exacts, il n’en est pas de méme des complexes

0— RS Ax LAl 5 Han g
0 — (X, Q8) — ARY Ly ant 2,0 2, 4nn g
de leurs espaces de sections sur X (appelées sections globales), puisque leur

cohomologie est la cohomologie de de Rham ou de Dolbeault de la variété. C’est
justement cette différence qui fait toute la richesse de la théorie.

3.2 Cohomologie des faisceaux

Soient X un espace topologique et
0—rF-Lr im0 (3.1)
une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens sur X. La suite

()

0 — I(X, F) rx, F) L9 pix,

est encore exacte, mais I'(g) n’est en général pas surjective, comme on ’a vu
dans les exemples ci-dessus.

Il existe

— pour tout faisceau F de groupes abéliens sur X et tout entier ¢ > 0, de
groupes HY(X,F), avec HO(X,F) = (X, F);

— pour tout morphisme f : F — G de faisceaux de groupes abéliens sur X,
des morphismes de groupes HY(f) : HY(X,F) — HY(X,G), avec H°(f) =
T'(f), de fagcon que pour toute suite exacte (3.1) on ait une suite exacte
longue

0 — mox, 7) LY gox, ;) L9 pox, Fry —

o, 7y 2D px, ) E9 px s (3.2)

On a aussi, pour des morphismes F EN G % 4, la relation Hi(gof) =
H(g) o HI(f).

La construction de ces groupes en général est tres abstraite, et ne nous
servira absolument pas : seule leur existence importe. Nous allons donc admettre
leur existence et les propriétés ci-dessus, et expliquer comment les calculer en
pratique.

3.8. Cohomologie de Cech. C’est une fagon de définir les groupes de coho-
mologie qui ne fonctionne que sur les espaces topologiques paracompacts®. Tous

1 Cela signifie que 1’espace est séparé et que tout recouvrement ouvert admet un recouvre-
ment ouvert plus fin localement fini. Tout espace topologique métrisable est paracompact.
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les espaces que I’on considérera (essentiellment des variétés) ont cette propriété
(mais ce n’est pas le cas en géométrie algébrique, ol I'on utilise la topologie de
Zariski, qui n’est pas séparée !).

On se donne un recouvrement U de X par des ouverts (Uy)aer, ol 'en-
semble I est bien ordonné. On définit ’ensemble C4(U, F) des g-cochaines as-
socié comme

U, Fy= [[ FlUan: - NUa,)

o< < ag

de sorte que
W, F) =[] FUa)

C'U,F) =[] F(U.NUs)
a<lp

On définit aussi des opérateurs
oo, F) S ot F) S o, F) s
par les formules

0
(5 (8)05001 = 80(1|UQDQUD(1 - Sao UQDI’WUQl

1 .
d (8)050061012 - 8061012|Ua0r1Ua10Ua2 — Sagaq UagNUq,NUq, + SagoclanDﬂUalﬂUaz

q+1
q — J .
§9(8)as-agss = O (=1 800 a5 agplUagn 0, -
i=0
On vérifie que 1’on obtient un complexe (c’est-a-dire que §9 o §971 = 0)

que 'on note C*(U,F) et dont on note HY(U,F) le groupe de cohomologie
Ker §7/Imd9~1. Les groupes obtenus dépendent hélas du recouvrement U choisi.
En prenant la limite inductive sur tous les recouvrements (cf. [BT], p. 112), on
définit des groupes H?(X, F), dit de cohomologie de Cech.

Exemples 3.9 1) Le groupe de Picard d’une variété compleze X est isomorphe
a Hl(X, 0%). En effet, considérons un fibré en droites sur X associé a la donnée
d’un recouvrement ouvert Y = (U, ) de X et de fonctions h,p holomorphes dans
U, NUp qui ne s’annulent pas. En d’autres termes, hog est dans I'(Uag, O%) et
les (hap)a<p définissent un élément h de C'(U,O0%). La condition

haghgyhye =1

signifie que h est dans le noyau de d' donc définit un élément de Hl(Z/I, 0%).
On vérifie que I'application ainsi construite induit une bijection entre ’ensemble
des classes d’isomorphisme de fibrés en droites triviaux sur le recouvrement i

36



et Hl(l/{, O%). En passant & la limite sur les recouvrements, on obtient donc un
isomorphisme de groupes Pic(X) ~ H'(X,0%).

2) On vérifie de la méme fagon que le groupe des classes d’isomorphisme de
fibrés en droites sur une variété différentiable X munis d’une structure plate
(c’est-a-dire avec des matrices de transition constantes dans des trivialisations
adéquates) est isomorphe & H'(X,C*).

Un morphisme f : F — G de faisceaux de groupes abéliens sur X induit des
morphismes C4(U,F) — C4(U,G) qui commutent avec les différentielles, donc
des morphismes H?(U,F) — H4(U,G) en cohomologie, et enfin des morphismes

HI(f) : HY(X,F) — HY(X,G)
en cohomologie de Cech.

Comme on I’a déja mentionné, ces groupes ne sont les « bons » groupes de
cohomologie que sur certains espaces topologiques, par exemple paracompacts.
Nous supposerons donc dans la suite que toutes les variétés que 1’on considére
ont cette propriété.

Proposition 3.10 Soient X une variété différentiable, E un fibré vectoriel
réel sur X et Ax (E) le faisceau des sections de classe C*° de E. Les groupes
HY(X,Ax(F)) sont nuls pour ¢ > 0.

DEMONSTRATION. Montrons-le pour ¢ = 1; la démonstration est analogue
pour ¢ quelconque et fonctionne d’ailleurs pour tout faisceau de Ax-modules.
On se donne un recouvrement ouvert (Uy,) de X et une l-cochaine (sog) telle
que

8" (8)apy = Spy|UanUsnU, — Say|UanUsnu, + Sapluanusno, =0

Il existe une partition de I’'unité subordonnée au recouvrement, c’est-a-dire des
fonctions p, : X — R de somme 1 telles que le support de p,, soit contenu dans
U, . On définit une section t, de E sur U, en posant

ty, = E Py Sya
vy

(pour ¥ > @, on Pose Syq = —Say, €t Saq = 0). On a alors
50(t)aﬁ = tﬁ|UanU,3 - ta|UanU,3 = ZPW(SW - Sw)|UQnUﬁnUV
¥
= Zpﬁsaﬁh']anUﬁOU‘y
8
= Saplv.nu,

O

Un faisceau F qui vérifie H4(X,F) = 0 pour tout ¢ > 0 est dit acyclique.
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Définition 3.11 On appelle résolution d’un faisceau de groupes abéliens F une
suite exacte de faisceauz

0—F RO DR, Ry Ret
Elle est acyclique si chaque R? [’est.
On peut aussi dire qu’on a une suite exacte
0— F 5RO oy g1 Ay Ry Ly et
On a déja rencontré des résolutions : le complexe de Poincaré (exemple 3.7.5))
0—R— Ay DA 5 DA 0

d’une variété différentiable X est une résolution acyclique du faisceau constant

R.

Le complexe de Dolbeault (exemple 3.7.6))
0 — QF —>A§(’0i>A§(’1 i~~~i>,4§(’" —0

sur une variété complexe X est une résolution acyclique du faisceau Q% des p-
formes holomorphes. Plus généralement, si £ est un fibré vectoriel holomorphe
sur X,

0 — Ox (B) — AY(E) 22 A% () 25 . 25 A% () — 0

est une résolution acyclique du faisceau Ox (E) des sections holomorphes de E.

3.3 Comment calculer les groupes de cohomolo-
gie d’un faisceau?

Le théoreme suivant nous explique que l'on peut calculer la cohomologie
d’un faisceau lorsqu’on en a une résolution acyclique.

Théoréme 3.12 Soit F — R* une résolution acyclique d’un faisceau F sur un
espace topologique X. On a pour tout entier q

HYX,F)~ HY(T'(X,R*))

DEMONSTRATION. On le montre par récurrence sur g (pour tous les faisceaux
sur X). Pour ¢ = 0, il suffit de remarquer que la suite exacte

0—F —R"— R
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induit une suite exacte
0— HYX,F) — I'(X,R°) — I'(X,R")
Supposons la propriété vraie jusqu’a ¢ — 1 > 0. On considére le faisceau G
défini par la suite exacte
0 —F —R"—G—0

Comme RO est acyclique, la suite exacte longue de cohomologie associée entraine
que ’on a d’une part une suite exacte

[(X,R% — H°X,G) — HY(X,F) — 0 (3.3)
et d’autre part un isomorphisme
HY(X,G) ~ HI*TY(X, F)

pour tout j > 1. D’autre part, R! — R? — --- est une résolution acyclique de
G. L’hypotheése de récurrence entraine

HY(X,G) ~ HITY(T(X,R*))
pour j > 1 (ce qui prouve le pas de récurrence pour ¢ > 2) et
H°(X,G) ~ Ker(D(X,R") — I'(X,R?))

d’ot, en utilisant (3.3), le cas ¢ = 1. On en déduit le théoreme. d

Corollaire 3.13 Soit X une variété différentiable. On a
Hir(X,R)~ H"(X,R)
pour tout entier r.

Le lemme de Poincaré entraine donc que ces groupes sont tous nuls pour un
ouvert étoilé de R”.

Corollaire 3.14 Soit X une variété compleze.
a}) On a un isomorphisme

HY(X, Q) ~ H2I(X)

pour tous entiers p et q.

b) Si E est un fibré vectoriel holomorphe sur X, le groupe H4(X,Ox (F))
est isomorphe au qiéme groupe de cohomologie du complexe de Dolbeault
(2.9) de E. En particulier,

HY(X,0x(E)) =0

pour ¢ > dim(X).
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Corollaire 3.15 On a
HYC",O¢n) =0

pour tout g > 0.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que Hg’q(C") est nul pour tout
q > 0. Il s’agit donc de montrer que toute forme w de type (0, ¢) sur C™ qui est
O-fermée est J-exacte. La démonstration de la proposition 2.17 montre que ’on
peut résoudre 1’équation
w =07y

sur D, = {2 € C" | |21],...,|zn| < m} pour tout entier m. Traitons d’abord le
cas ¢ = 1. La fonction 7,41 — 7y est alors holomorphe dans D, donc est dé-
veloppable en série entiere a 'origine dans ce polydisque. On peut donc trouver
un polynome p,, a n variables tel que

1
max (11 (2) = 7n(2) — pra(4)] < (3.4)
2€D w1

La suite

m m

!

T =T+ Y (T4 — T = D) = Tmt1 — P
j=1 ji=1

converge alors uniformément sur tout compact vers une fonction 7 de classe
C™ : comme Ty41 — Tm — Pm est holomorphe dans D,,, I'inégalité (3.4) entraine
en effet pour chaque dérivée partielle J; d’ordre r une majoration

C,
Ldnax 101 (Tmt1(2) = 7 (2) = Pm(2)] < 7

donc aussi la convergence uniforme dans tout compact des 9r7),. Comme
-, _
0Ty, = 0Tyl = w

sur Dy,41, 0on a 07 = w dans C”.

Supposons maintenant ¢ > 2. Nous allons construire par récurrence sur m
des fonctions 7, de classe C* sur C" telles que

0t = w sur D,,

Tm+l = Tm sur D,,_1

Supposons 7, construite. La démonstration de la proposition 2.17 montre ’exis-
tence d’une forme différentielle 7/, de type (0,¢ — 1) de classe C* sur C” telle
que

or!. y1 =W
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sur Dp,y1. On a alors 5(7;’n+1 —Tm) = Osur D, et de nouveau, la démonstration
de la proposition 2.17 montre ’existence d’une forme différentielle 7, de type
(0,9 —2) et de classe C*° sur C" telle que

Trln+1 — Tn = ONm
sur D,,_1. La forme différentielle
Tm+1 = Tr/n-l-l — 0Nm

vérifie les conditions cherchées. Il est clair que la suite (7,,) converge unifor-
mément sur tout compact vers une forme différentielle 7 qui vérifie 01 = w.

O

On montre de fagon analogue
HYC™ x (C*)",Ocmx(ceyn) =0 (3.5)
pour tout ¢ > 0.

Exemple 3.16 Le probléme de Mittag-Leffler. C’est la question de savoir
si étant données des parties polaires

mj
> am(z=p)™"
m=1

en des points pi,...,p, de C, il existe une fonction méromorphe (c’est-a-dire
localement quotient de deux fonctions holomorphes) qui admet en chaque p;
cette partie polaire. On introduit pour cela le faisceau? Mc des fonctions mé-
romorphes sur C. On a une suite exacte

0—)0(3 —)Mc H./\/lc/(’)c—>0
Comme H'(C,Oc) est nul par le théoréme, on a une suite exacte
0 — H°(C,0¢) — H°(C,Mc) — H°(C,Mc/Oc) — 0

Notre ensemble fini de parties polaires définit une section de M /O¢ sur C que
I’on peut donc relever en une fonction méromorphe globale sur C. La réponse
au probleme de Mittag-Leffler est donc toujours positive.

3.17. Le théoréme de Leray. Le passage a la limite dans la définition
des groupes de cohomologie de Cech est bien ennuyeux : il semble rendre tout
calcul effectif impossible. Il s’avére cependant que certains recouvrements (dits
acycliques pour le faisceau donné) permettent un calcul direct combinatoire de
la cohomologie qui peut s’avérer utile dans certains cas (c¢f. exemple 3.19).

2Le formalisme des faisceaux est d’ailleurs ici bien pratique pour définir les « fonctions »
méromorphes (qui ne sont en fait pas des fonctions). On définit simplement, pour tout ouvert
connexe U de C, 'anneau M (U) comme étant le corps des quotients de I’anneau intégre

oc(U).
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Théoréme 3.18 Soient X un espace topologique, F un faisceau sur X et U =
(Uy) un recouvrement ouvert de X tel que

HI(Upy N+ N Upy, F) =0

pour tous ai,...,ap et tout ¢ > 0. Les groupes HY(U,F) et HI(X,F) sont
isomorphes pour tout q.

Nous ne démontrerons pas ce théoreme.
Exemple 3.19 On a

C si 0<p=q<mn

0 sinon

(P, 0%, ) :{

Nous allons le montrer pour n = 1 et ¢ = 0 en utilisant le recouvrement de P&
par les deux ouverts standard V4 et V3. On a

V0:V1:C VOOV1:C*

de sorte que le recouvrement est acyclique pour OPlc par (3.5). Par le théoréme
de Leray, les groupes de cohomologie de sont ceux du complexe
0(pl d 1pl
0—C(Pg,0py) — C(Pg,0py) — 0 — -+
(80, 81) — 31|VDnV1 - 30|V00V1

Si on prend comme coordonnée z = z1/zg, une fonction holomorphe sur V4
s’écrit so(z) = ) ,.50@m2™, une fonction holomorphe sur Vi s’écrit s;(z) =
ngo amz™, tandis qu’une fonction holomorphe sur Vo NV} s’écrit s(z) =
Y mez @mz™. On en déduit que le noyau de § consiste en les constantes, donc

H(Ph,0py) = C

ce que 'on savait déja puisque les fonctions holomorphes sur une variété com-
plexe compacte connexe sont constantes, et que § est surjective, donc

H'(PL, Opy) = 0

3.4 Cohomologie singuliere

Il existe par ailleurs une autre notion de cohomologie d’un espace topolo-
gique, appelée cohomologie singuliére et notée Hs.ing(X: Z).

La cohomologie singuliére est la cohomologie du complexe des cochaines
singuliéres C’S’mg(X, Z), c’est-a-dire le dual du complexe des chaines singuliéres

D (X, T) S Cu (X, Z) = C1 (X, Z) S Co(X,Z) = 0
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ol le groupe Cy(X,Z) est le groupe abélien libre engendré par les applications
continues du simplexe

q
Ay ={(to, .- tg) €[0, 17 | > t; =1}
=0

dans X et ot dg—1 : Cg(X,Z) — Cy—1(X,Z) est donné par

q
dgm19 =3 (=1) ¢
7=0

ou

Ag:{(to,...,tq)EAqlt]’IO}ﬁAq_l

On a par exemple

§:C1(X,Z) — Co(X,Z)~ P L
(0:00,1] = X) — (1) = ¢(0)

dont le conoyau est le groupe abélien libre sur l’ensemble des composantes
connexes par arcs de X.

On montre que la cohomologie singuliére d’un espace topologique est inva-
riante par homotopie; elle est en particulier nulle sur un espace contractile.

Une autre résolution acyclique du faisceau constant Z va permettre d’iden-
tifier sa cohomologie et la cohomologie singuliére.

Théoréme 3.20 Soit X un espace topologique localement contractile. On a un
isomorphisme
Hging(Xa Z) =~ Hq(X:Z)
DEMONSTRATION. On introduit le faisceau Cging des cochaines singuliéres.
C’est le faisceau défini par

Uw CL (U,Z)

sing

pour tout ouvert connexe U de X. La différentielle §9 sur chaque C’ging(U, Z)
fournit une différentielle
: +1

o7 Cging - Cging
Le complexe ainsi construit est une résolution du faisceau constant Z. En effet,
le complexe C’ging(U, Z) est exact en degré positif sur chaque ouvert contractile
U, puisque la cohomologie de C* (U, Z) est la cohomologie singuliére de U qui est
nulle pour un espace contractile. On a aussi, puisque X est localement connexe
par arcs

Ker (6°:¢0,, = CL.)=12

sing sing
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Ce complexe est donc une résolution de Z. On admettra sans démonstration que
cette résolution est acyclique3. On peut donc appliquer le théoréme 3.12 pour
conclure. d

Exemple 3.21 Soit X une variété complexe. La suite exacte longue de coho-
mologie associée & la suite exacte exponentielle (cf. exemple 3.7.4))

0— Z—0x — 0% —0
contient le morceau
HYX,0x) — HY(X,0%) — H*(X,Z) — H*(X,0x) (3.6)

Rappelons que le groupe H'(X,0%) est le groupe de Piacrd de X des classes
d’isomorphisme de fibrés en droites holomorphes sur X (exemple 3.9.1)).

Le groupe H(C™, Ocr) est nul par le corollaire 3.15, et le groupe H%(C", Z)
est nul par le théoreme 3.20 car C” est contractile. Il en résulte que tout fibré
en droites holomorphe sur C" est trivial.

On peut montrer par des arguments topologiques que H?(P%,Z) est iso-
morphe & Z (cf. [BT], exercise 14.22.1, ol c’est démontré pour R). Il résulte
de l'exemple 3.19 et de la suite exacte (3.6) que le groupe de Picard de P} est
isomorphe a Z. 1l est engendré par la classe de O(1).

3.22. Interprétation du groupe H'!

Soient X une variété complexe, F un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur
X et Ox (E) le faisceau des sections holomorphes de E. Le groupe H'(X, Ox (E))
posséde une interprétation géométrique particulierement importante dans I’étude
des fibrés vectoriels complexes : il parametre les « extensions du fibré trivial par
E».

Théoréme 3.23 Le groupe H*(X,Ox (E)) paramétre les classes d’isomorphisme
d’extensions du fibré trivial de rang 1 par F, c’est-a-dire de suites eractes

0—-EF—>F—>Cx—>0

Ici la notion de classe d’isomorphisme est la suivante : on dit que F' est
isomorphe & F' comme extension de Cx par F s’il existe un isomorphisme de
fibrés vectoriels holomorphes entre F' et F’ qui induit ’identité sur F et sur
Cx.

DEMONSTRATION. Etant donnée une telle extension I, on a une suite exacte
des faisceaux de sections holomorphes correspondants

0> 0x(E)—=O0x(F)—>0x =0

q

3Cela résulte du fait que chaque faisceau Csing est flasque : pour toute inclusion d’ouverts

V C U, larestriction C4__(U) — CZ

4 N
sing bmg(‘ ) est surjective.
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d’ou1 une application
§:HY(X,0x) — HY(X,0x(E))

et §(1) fournit la classe de cohomologie cherchée.

Inversement si e est dans H'(X,Ox (E)), soit eqnp un représentant de Cech
de e relativement & un recouvrement ouvert (U, )aer de X. Cela signifie que eqp
est une section holomorphe de £ sur U, N Upg et que I'on a

€8y — €any + €ag =0 (3.7

sur UoNUgNU,y. On peut aussi supposer (quitte & prendre un recouvrement plus
fin) que F est trivialisé sur chaque U, par des applications 7, : Ely, = Uy xC",
avec des matrices de transition

hag : Ua NUg — GL(r, C)
Ecrivons, pour x € Uyg,
Ta(Cap(2)) = (2, 505(2))
La relation (3.7) se lit alors
hapSpy — Say + Sag =0 (3.8)

Considérons les matrices d’ordre 7 + 1
Hop = ( 1 0 )
8%@ hag
On a, sur U, N Uz NU,,

1 oN(1 o 1 0
HapHloy = <Saﬁ haﬁ) <5ﬁv hﬁv) a <5aﬁ + hapspy haﬁ) = Hen

par (3.8). Les matrices H,p définissent donc un fibré vectoriel holomorphe F de
rang 7 + 1 sur X dont on vérifie que E est un sous-fibré. Le quotient F/E est
trivial, ce qui donne l’extension cherchée. O
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